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Aos meus queridos pais



Resumo

Nesta dissertacdo sdo estudadas as derivadas e integrais fraccionarios (DIFs) e sdo analisadas
algumas das suas aplicaces. A teoria das DIFs, genericamente designada de Calculo
Fraccionario, é uma teoria relativamente “nova”, pois somente de ha duas décadas para ca se
tem encontrado aplicagdes “reais” deste tipo de operadores. As DIFs mostram-se particularmente
Gteis na modelizacdo de sistemas fisicos, permitindo na sua descricdo ter em conta
particularidades que os métodos cléssicos de modelizacdo simplesmente desprezavam. Por este
facto, os primeiros estudos e aplicagdes envolvendo DIFs foram efectuados no dominio das
ciéncias fundamentais, nomeadamente da fisica e da quimica. Contudo, a teoria do célculo
fraccionario estd ainda longe de incidir em todas as areas cientificas, restando ainda por

descobrir os limites da sua utilizacdo.

O crescente interesse que se tem verificado nas Ultimas décadas foi impulsionado pela teoria dos
fractais, e mais recentemente pela teoria do caos. O principal objectivo deste texto consiste em
analisar algumas das contribuicbes mais recentes da aplicagdo das DIFs, especialmente no
dominio do controlo automatico de sistemas. Neste sentido, serdo estudadas e analisadas duas
das aproximagdes mais frequentes as DIFs: uma no dominio das frequéncias e outra no dominio
dos tempos. A aproximacdo no dominio das frequéncias, corresponde ao ja relativamente bem
estabelecido controlo CRONE (Commande Robuste d’Ordre Non Entier). A aproximagéo no
dominio dos tempos, consiste no desenvolvimento de algoritmos fraccionarios recorrendo a
equacOes as diferencas. Assim, esta dissertacdo pretende dar uma contribuicdo na aplicacdo desta

teoria das DIFs, simultaneamente fascinante e complexa onde ainda muito esta por descobrir.



Abstract

This dissertation is devoted to the theory of fractional derivatives and integrals (FDIs) and some
of their applications. The theory of DIFs, usually called Fractional Calculus, is a relatively
“new” theory, because only in the last two decades were found “real” applications. The FDIs are
well adapted to the modelling of physical systems, allowing the description to take into account
some particularities that the classical integer-order models simply neglect. For this reason, the
first studies and applications involving DIFs had been carried through in the domain of basic
sciences, namely of physics and chemistry. However, the theory of fractional calculus is far from

touching all the areas of the human knowledge, being its limitations yet to be explored.

In the last decades the progress in the areas of chaos and fractals revealed subtle relationships
with the fractional calculus leading to an increasing interest in the development of the FDIs. The
main purpose of this dissertation is to analyse the most recent contributions in this field, namely
in the area of automatic control. In this line of thought, are studied two methods: the frequency-
domain and the time-domain approaches. In the frequency-domain approach it is adressed the
well established CRONE (Commande Robuste d’Ordre Non Entier) control method. The time-
domain approach consists in the development of fractional-order algoritms based on difference
equations. In this perspective, this dissertation intends to make a contribution on the application
of the theory of FDIs, in fact, an amazing but complex theory where so much is yet to be

discovered.



Résume

Cette dissertation est consacrée a la théorie des dérivées et intégrales fractionnaires (DIFs) et a
certaines de leurs applications. La théorie des DIFs, habituellement appelée de Calcul
Fractionnaire, est une théorie relativement “nouvelle”, car c’est seulement dans les deux
derniéres décennies, qu’on leur a trouve de “vraies” applications. Les DIFs sont particulierement
utiles pour obtenir des modéles de systemes physiques, permettant, dans leur description, de
considérer des particularités que les méthodes classiques méprisent. Voila pourquoi les
premiéres études et applications de DIFs ont eu lieu dans le domaine des sciences de base,
nommément de la physique et de la chimie. Cependant, la théorie du calcul fractionnaire est loin
d’atteindre tous les domaines de la connaissance humaine, restant encore a décrouvir les limites

de son utilisation.

L’intérét croissant qui c’est vérifié dans les derniéres années a été stimulé par la théorie des
fractales et plus récemment par la théorie du chaos. Le but principal de cette dissertation est
d’analyser les contributions les plus récentes dans ce domaine, a savoir, dans le domaine du
contréle automatique. Suivant cette ligne de pensée, seront étudiées et analysées deux des
approches les plus fréquentes aux DIFs: une dans le domaine des fréquences et une autre dans le
domaine des temps. L’approache dans le domaine des fréquences, correspond a la commande
déja relativement bien établie CRONE (Commande Robuste d’Ordre Non Entier). L’approache
dans le domaine des temps consiste a développer des algorithmes fractionnaires en utilisant des
équations a différences. Cette dissertation veut contribuer a I’application de la théorie des DIFs,

théorie complexe mais aussi fascinant, ou il en reste encore beaucoup a découvrir.
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CAPITULO

1

Introducao

1.1  Breve Histoéria

A generalizacdo do conceito de derivada D(x) para valores ndo-inteiros de a remonta ao inicio
do desenvolvimento da teoria do calculo diferencial tal como a conhecemos hoje. O seu interesse
surge quase ao mesmo tempo que as ideias do calculo diferencial cléssico, quando Leibniz e
Newton o inventaram ha quase 300 anos. De facto, este conceito surge de algumas especulagdes
de Leibniz (1695, 1697) e de Euler (1730). A questdo de L’Hépital: “E se n é 1/2 em d"y/dx"?”,
Leibniz profeticamente respondeu: "Chega-se a um paradoxo... Deste aparente paradoxo um dia
consequéncias Uteis serdo retiradas...” Contudo, o desenvolvimento da teoria das derivadas e
integrais fraccionarios (DIFs) é devida a Euler, Liouville e Abel (1823). Abel foi o primeiro a
fazer uma aplicacdo destas técnicas, resolvendo explicitamente — em termos de derivadas
fraccionarias — uma equacéo integral (a conhecida equacao integral de Abel), relacionada com o
chamado problema isocrono. Muitos matematicos descreveram a solugdo de Abel como
“elegante”. Provavelmente foi este facto que atraiu a atencdo de Liouville (1832), que fez a
primeira grande tentativa de definir com mais rigor este tipo de operadores. Numa das suas
tentativas, Liouville apresentou uma generalizacdo da nogdo da razéo incremental para definir a
derivada fraccionaria. Esta ideia foi mais tarde recuperada por Griinwald (1867) e Letnikov
(1868). Riemann (1853) chegou a uma expressdo similar a de Liouville para a definicdo do
integral fraccionario. Holmgren (1865/66) e Letnikov (1868/74) discutiram este problema
quando procuravam a solugdo de equacgdes diferenciais, colocando de forma correcta a
diferenciacdo fraccionaria como operacdo inversa da integracdo fraccionaria. Hadamard (1892)

propds um método de diferenciagdo fraccionaria baseado na diferenciacdo das séries de Taylor
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associada a fungdo, Weyl (1917) definiu a integragdo fraccionaria adequada a fungdes periddicas

e Marchaud (1927) apresentou uma nova forma de diferenciagdo baseada nas diferencas finitas.

1.2 O Termo “Calculo Fraccionario”

O desenvolvimento do calculo fraccionario encontra-se ligado a iniUmeros matematicos famosos,
tais como (cito somente alguns): Leibniz (1695), Euler (1730), Lagrange (1772), Laplace (1812),
Fourier (1822), Abel (1823), Liouville (1832), Riemann (1853), Grunwald (1867) e Letnikov
(1868). Todavia, foi s6 a partir de 1884, quando Laurent publica um artigo, que a teoria dos
operadores generalizados atingiu o nivel de desenvolvimento desejado para ponto de partida do
matematico moderno. Por essa altura, a teoria foi estendida de forma a incluir operadores do tipo
D¢ onde a poderia ser racional ou irracional, positivo ou negativo, real ou complexo. Daqui
surge 0 nome de calculo fraccionario, para designar a teoria e aplicacbes dos operadores de
integracéo e diferenciagdo a uma ordem arbitraria, usualmente designados de derivadas e

integrais fraccionarios.

No periodo de 1900-1970 foram publicados muito poucos textos relacionados com o célculo
fraccionario. Algumas das contribuicdes foram de Davis, Erdélyi, Hardy, Kober, Littlewood,

Love, Osler, Riesz, Samko, Sneddon, Weyl e Zygmund.

Contudo, o célculo fraccionario é ainda um tema novo, pois tem sido intensamente desenvolvido
e revivido depois de 1974, altura da publicacdo do primeiro livro inteiramente dedicado ao
calculo fraccionario “ The Fractional Calculus” de Oldham e Spanier [Old74]. Foi também o ano
da primeira conferéncia internacional sobre o tema calculo fraccionario, realizada na
Universidade de New Haven (Connecticut, USA). Desde entdo, tém sido realizadas inimeras
conferéncias internacionais e aparecido nesta area um ndmero crescente de monografias (de
referir a enciclopédia de Samko, Kilbas e Marichev [Sam93]), artigos, proceedings e jornais (de

referir o jornal “Fractional Calculus & Applied Analysis” — FCAA, editado por V. Kiryakova).

1.3 Problema Enderecado

O objectivo desta dissertacdo estd relacionado com o conceito da generalizacdo da derivada

D9 (x) para valores de a reais ndo-inteiros e algumas das suas aplicagdes praticas.

As derivadas e integrais fraccionarios ndo sdo tdo intuitivos como os de ordem inteira, pois falta-

Ihes associar uma interpretacdo geométrica 6bvia, como é a nogdo de declive e de area para o
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caso das derivadas e dos integrais de ordem inteira, respectivamente. Embora tenha havido
algumas tentativas para estabelecer uma relacdo clara entre a geometria fractal e o calculo
fraccionario [Meh91], [Rut94], o certo é que esta questdo ndo tem sido pacifica na comunidade
cientifica, estando ainda hoje por se definir uma interpretacdo geométrica (e definitiva) do

significado das derivadas e integrais fraccionarios.

Os conceitos basicos da teoria do célculo fraccionario e estudo das suas propriedades podem ser
encontradas na bibliografia [Old74], [Sam93], [Mil93]. Aplica¢des desta teoria séo referenciadas
em [Flo99], [Ous91], [Ous95], [Pod99a].

1.4 Aplicacbes do Calculo Fraccionério

Ao longo de quase trés séculos que a teoria das derivadas e integrais fraccionarios tem sido
principalmente desenvolvida de um ponto de vista tedrico, sendo o alvo de estudo de unicamente

para 0s matematicos.

No entanto, nas Ultimas décadas, tem-se verificado que este tipo de operadores sdo adequados
para a descricdo de propriedades de certas substancias e fenémenos fisicos. De facto, as
derivadas e integrais fraccionarios (DIFs) fornecem uma ferramenta poderosa para a descri¢do de
propriedades de hereditariedade e de memdria de vérias substancias, assim como para a
modelizacédo de sistemas dindmicos fractais. Aliés, esta é a vantagem mais significativa das DIFs
em relacdo aos modelos classicos de ordem inteira, onde estes efeitos ou geometria sdo

simplesmente desprezados.

O célculo fraccionério encontra aplicagBes em varias areas da ciéncia e engenharia, incluindo
campos tdo diversos como a dindmica de fluidos, a reologia, as redes eléctricas, a teoria
electromagnética, as probabilidades, a estatistica, a economia, a viscoelasticidade e a
electroquimica da corrosdo. Algumas das areas em que as DIFs se tornam de facto essenciais (e

vantajosas) sdo enunciadas a seguir.

Nas areas da fisica e quimica, as DIFs estdo actualmente associadas com a aplicacdo do fractais
na modelizagdo de reaccBes electroquimicas, da irreversibilidade e do electromagnetismo
[Meh91].

Uma outra area que faz uso das DIFs é a recentemente criada teoria dos fractais [Man88],

desenvolvida por Mandelbrot em 1975. O desenvolvimento nesta area abriu novas perspectivas
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para a teoria das DIFs, especialmente na modelizagdo dindmica de sistemas com estruturas auto-

similares e porosas (i.e estruturas fractais) [Ous95], [Meh91].

Uma é&rea de aplicacdo das DIFs onde se tem vindo a verificar um interesse cada vez maior, e
para o qual sera dada uma especial relevancia neste texto, é na teoria do controlo de sistemas
dindmicos, em que o sistema controlado ou/e o controlador é descrito por uma equacao
diferencial fraccionaria (continua ou discreta). Contudo, devido a auséncia de métodos
matematicos apropriados, os sistemas dinamicos fraccionarios tém sido praticamente estudados
de um modo marginal face a teoria e pratica dos sistemas de controlo. Neste campo, salienta-se
as contribuicbes de Oustaloup [Ous95] na analise destes sistemas no dominio das frequéncias e

de Tenreiro [Ten95] e Podlubny [Pod99a] na sua aplicacdo ao dominio dos tempos.

Quando as defini¢bes das DIFs sdo combinadas com suas formulas e regras (regra de Leibniz,
série de Taylor, etc. [Osl70]-[Osl76]) chega-se a representacBes de séries e identidades
interessantes que envolvem as funcbes. Deste modo, as DIFs fornecem uma ferramenta

alternativa (importante) para a investigacdo das propriedades das funcdes.

Praticamente nenhuma é&rea da ciéncia ou engenharia foi deixada intacta pelo calculo
fraccionario. E embora este tema seja tdo antigo como a prépria origem do calculo classico,
raramente é incluido nos programas curriculares dos cursos actualmente ministrados nas escolas.
Possivelmente, isto é devido ao facto de a maioria dos matematicos se sentirem pouco

familiarizados com o tema e as suas aplicagdes.

1.5 Organizacao da Dissertacao

O texto estd organizado em quatro capitulos principais.

No capitulo 2 é fornecida uma introducdo ao calculo fraccionario (CF). Serdo enderecados
varios topicos intimamente relacionados com o CF. Assim, varias defini¢cbes possiveis para as
derivadas e integrais fraccionarios (DIFs) serdo fornecidas, estabelecidas as principais
propriedades das DIFs, a sua relagdo com a geometria fractal, assim como as aplicagcdes mais
relevantes nesta area, particularmente no dominio do controlo automatico de sistemas. Provar-se-
& que existem certos fendmenos fisicos que sdo melhor descritos pelas DIFs (levando a equagdes
diferenciais fraccionarias) e que os controladores fraccionarios fornecem um melhor
desempenho que os tradicionais controladores, especialmente se o sistema controlado é definido

por uma funcdo de transferéncia de ordem fraccionaria. Isto é devido essencialmente ao facto
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deste tipo de operadores fornecerem uma caracterizacdo global do sistema em vez da classica

caracterizacdo localizada dos operadores inteiros.

No capitulo 3 sera tratada uma das aplicagbes mais “visiveis” da utilizacdo das DIFs, o
Commande Robuste d’Ordre Non Entier (CRONE) ou controlo robusto de ordem néo-inteira.
Este método é baseado na resposta em frequéncia e tem sido estudado por Oustaloup de ha 25
anos para ca, estando ja de algum modo definido e bem estabelecido. A interpretacdo das DIFs
no dominio das frequéncias leva a uma resposta em frequéncia fraccionaria caracterizada por
uma fungéo de transferéncia com um numero finito de polos e de zeros alternados. Sera também
evidenciada a relagdo intima entre a teoria dos fractais e as DIFs, nomeadamente na modelizagdo
de sistemas caracterizados por meios fractais (através da geometria fractal). Apesar de tudo, este
método apresenta algumas desvantagens, traduzida em oscilagdes na resposta de saida do

sistema.

No capitulo 4 ser& desenvolvido um outro método de aproximacéo das DIFs, sendo este baseado
no dominio dos tempos. Esta aproximacdo tem sido explorada de ha uns anos para ca por
Tenreiro Machado e baseia-se na definicdo de derivada fraccionaria para as diferencas
fraccionarias. Os algoritmos de controlo (fraccionarios) implementados sdo obtidos por
truncamento da série da derivada fraccionaria discreta. Tenreiro provou que este tipo de
algoritmos levam a definicdo de controladores fraccionarios (discretos) que revelam um melhor
desempenho que os tradicionais controladores, nomeadamente que os PID. Apesar deste método
ser vantajoso para uma implementacdo digital, necessita de ser efectuada uma analise tedrica

mais aprofundada.

Por Ultimo, no capitulo 5 sdo delineadas as conclusGes que decorrem deste trabalho e
apresentadas novas perspectivas de evolugdo futura na &rea das derivadas e integrais

fraccionarios.
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CAPITULO

2

Introducdo ao Calculo Fraccionario

O termo caélculo fraccionario (CF) é a designacdo para a teoria e aplicagdes dos operadores de
integracado e diferenciacdo de ordem arbitraria, usualmente denominados de derivadas e integrais
fraccionarios.

O CF unifica e generaliza as nogOes de derivagdo e integracdo de ordem inteira n. Consideremos

a sequéncia infinita de n-integrais e de n-derivadas:

ey dez]z-f(Tl)dTl, jf(Tl)dTli f(t), @1 m

dt dt?

A derivada de ordem real arbitréaria (derivada fraccionéria) a pode ser considerada como uma

interpolacdo desta sequéncia de operadores. A notacdo utilizada sera a seguinte:
DY (D)
em que os indices a e t indicam os limites da diferenciacéo fraccionéria.

Os integrais fraccionarios (i.e integrais de ordem arbitraria) correspondem a valores negativos de

a. Assim, o integral fraccionério de ordem £>0 seré dado por:
D (D)

Quando procuramos encontrar um método para o céalculo de derivadas fraccionarias Df(t), para
valores de a arbitrario, verificamos que existem varias definicbes alternativas nem todas
equivalentes. Assim, temos de seleccionar uma determinada definicdo e desenvolver o CF

utilizando essa definicao.
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Neste caso, as regras e as formulas apresentam similaridades com as estudadas no célculo
diferencial classico e podem ser deduzidas para o caso das derivadas de ordem fraccionaria.

Estas podem incluir, por exemplo, a regra de Leibniz, as séries de Taylor, etc. [Osl70]-[Osl76].

Neste capitulo serdo abordadas algumas aproximacdes relativas a generalizagdo das derivadas e
integrais a uma ordem arbitraria (i.e calculo diferencial fraccionario), a que passaremos a
designar de derivadas e integrais de ordem fraccionaria (DIFs). Serdo também mencionadas

algumas propriedades das DIFs assim como algumas das suas aplica¢des mais relevantes.

2.1  Funcdo Gama de Euler

Uma das fungdes bésicas do calculo fraccionario € a funcdo Gama de Euler, I'(z), que generaliza
0 conceito do factorial de n! a valores reais e complexos de n. E uma funcéo analitica em todos

0s pontos excepto para z =0, -1, -2,...(Figura 2-1). Pode ser definida através do integral definido:

rz)= :ie"t“dt, Re(z) >0 (2.1)

[ 5]
T

Figura 2-1: llustracdo da funcdo Gama I'(z).
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Para valores reais do argumento a funcdo Gama é dada por [Old74]:
Frx)=(x-1) r(x-1 (2.2a)
ou
F(x+1) =x [(x) (2.2b)

Dado que (1) = 1, e usando a definigdo (2.2b) para valores inteiros de x (i.e. x =1, 2, 3, ...)

obtemos:

r2)=1rm=1=1
r@)=2r@e=21u=2
r(4)=3 r@)=3 21=3

O que permite generalizar a funcédo para:
rn=mn-1) rn-)=(n-1 (n-2)1=(n-1! (2.3a)
ou

Fn+)=nr(n)=n (n-Y'=nl (2.3b)

para valores de n = 0, 1, 2, .... A funcdo Gama de um argumento inteiro positivo é reduzida ao
célculo do factorial.

A funcdo Gama satisfaz as relagdes recorrentes:
NMl+z)=z I'(2) (2.43)
FrMl-z)=-z Ir(-z) (2.4b)

A Tabela 2-1 fornece algumas expressoes da fungdo Gama e a Tabela 2-2 mostra alguns valores

importantes da fungdo Gama.
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Tabela 2-1: Algumas formulas da funcdo Gama.

Expressdes da fungdo Gama

' Fe) F(ex)=- X si:(nx)

m

2 oo Ti=x)= X sin(mx)

In[F(x +iy +1)] = In(x? + y?) +itan™* % +In[r(x +iy)]

Tabela 2-2: Alguns valores da fungdo Gama.

Valor da funcdo Gama

1 |ra2=+vn
, |Fm+12)=132 anzm_l) JI, m=1,2,3,..
__ (=p™ 2" _
r(-m+1/2) = M, m=1,23,..
3 | )*T35 amp'"

2.2 DefinicBes de Derivadas e Integrais Fraccionarios

Nesta seccdo sdo desenvolvidas varias representacdes de derivadas e integrais fraccionarios
(DIFs), isto €, de derivadas e integrais de ordem real arbitraria. Muitas das expressdes relativas
as DIFs resultam “naturalmente” do célculo classico das derivadas e integrais de ordem inteira.
Assim, sempre que possivel serd apresentado em primeiro lugar o resultado de derivadas e
integrais multiplos ordinarios e, de seguida, a correspondente defini¢do e resultado para as
derivadas e os integrais de ordem arbitraria. Estas definicbes podem ser encontradas nos livros
de referéncia [Old74], [Mil93], [Sam93].

25



Cap. 2 - Introducéo ao Célculo Fraccionério

2.2.1 Definicdo de Riemann-Liouville

A definicdo mais usual para a integracdo a uma ordem arbitraria (fraccionéria) € a extensdo da

conhecida formula de Cauchy para o n-ésimo integral:

J’dt Idt If(t )t = fl)lj(t—r)“'lf(r)dr, n N (25)

substituindo (n-1)! = I'(n). E o chamado integral fraccionario de Riemann-Liouville (RL) de

ordem a =0:

‘“f(t)—m I(t 0 (1) dt (2.6)

com D°f(t) = f(t).

As derivadas fraccionarias de RL de ordem a = 0 sdo definidas como uma composi¢do de
derivadas de ordem inteira e integrais de ordem fraccionaria, paran A (omitem-se os limites

de integracdo):

d’ 1 L f(odt
dt I(n- a)-[(t 19

DYf(t) =D"D " f(t) = n-1<a<n (2.7)
A definicdo de RL (2.7) para a diferenciacdo fraccionaria desempenha um papel importante no
desenvolvimento da teoria das derivadas e integrais fraccionarios e para a sua aplicagdo na
matematica pura (solucdo de equagdes diferenciais de ordem inteira, definicdes de novas classes
de fungdes, etc.) [Mil93].

Contudo, quando se trata na sua aplicacdo a problemas reais, isto é, na resolucdo de equacOes
diferenciais fraccionéarias que descrevem sistemas fisicos, a sua aplicabilidade é muito restrita.
Isto deve-se ao facto de a derivada de RL levar a definicdo de condigdes iniciais sem uma

interpretacdo fisica associada [Pod99a].

2.2.2 Definicdo de Weyl

Uma definicdo menos conhecida, mas também importante para a teoria das derivadas

fraccionéarias [Mil93], € o integral fraccionario de Weyl (1917):
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W (x) = LI(t -x)**f(t)dt, Re(a)<0, x>0 (2.8)
M) 5
Devido ao facto de o integral utilizado nesta defini¢do ser improprio, a funcéo f(t) € normalmente

sujeita a muitas restri¢des, pelo que o seu uso é muito limitado [Osl76].

A Tabela 2-3 fornece os valores para algumas funcdes elementares do integral fraccionario de
Weyl.

Tabela 2-3: Tabela de integrais fraccionarios de Weyl.

f(x) WV
1 g™ a~%e™, Re(a)>0, Re(a)>0
2 COSs ax

a~®cos ax+%na , 0<Re(a)<1, a>0

3 sin ax - 1
a~“sin ax+§n0(, 0<Re(a)<1, a>0

4 X r(“ - C() X OH

r) , 0<Re(a)<Re(u), x>0

2.2.3 Defini¢do de Grinwald-Letnikov

Talvez a aproximagdo mais natural da representacdo da derivada fraccionéria seja a da iniciada
por Grinwald em 1867. Grinwald comegou por escrever os ja conhecidos quocientes das

diferencas finitas:

f(t)-f(t-h)
h

f(t) - 2f (t - h) + f (¢t - 2h)
h2

f(t) - 3F (t - h) + 3f (t - 2h) - f (t - 3h)
h3
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em que os seus limites, a medida que h se aproxima de zero, fornecem respectivamente a
primeira, segunda e terceira derivadas em relacdo a t de f(t). Por indugdo obtemos a seguinte
generalizacdo de derivada de ordem inteira n:

n

D" (1) = 3

z( 1) () (t - kh) (2.9a)

onde:

" nn-)(n-2)...(n-k+1)

k . (2.9b)

é a notacdo utilizada para os coeficientes do binomio.

Estas formulas induz-nos a ideia da generalizacdo da derivada e do integral de ordem inteira n a

valores reais (ou mesmo complexos) arbitrarios de ordem a [Pod99a], [Ten95]:
DF(t) = lim = (-1 (¢ ¥t~ kh) (2.10a)
o ho Z, '

em que:

a MNa+1)
«  T(k+Dr(a-k+1)

(2.10b)
onde /é a fungdo Gama e h o incremento.

2.2.4 Outras Definicoes

Existem outras defini¢cOes para a derivada e integral fraccionario [Sam93]. No entanto, aqui vai
ser referida apenas a aproximacgdo sugerida por M. Caputo, dada a utilidade que se tem
verificado na sua utilizacdo na resolugdo de determinados problemas de aplicacdo prética
[Pod99h].

A derivada fraccionéria de Caputo (C) de ordem a com respeito a variavel t da funcdo f(t) e ao

ponto de inicio t=a é definida como:

™M (1)dt

E‘D?f(t)'r(a n)I(t 7)*’

n-1<a<n, n N (2.11)
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em que I é a funcdo Gama e f"(t) denota a derivada de ordem n.

Se a <0, temos o integral fraccionario de ordem - a:

1 ¢ f(odt

a It_qf(t):a D?f(t) = I—(_G)I(t _ T)l+u ’

<0 (2.12)

A definicdo de Caputo permite a formulacdo das convencionais condi¢fes iniciais com
interpretacdo fisica, tais como (considerando o limite inferior t=a) y’(a), y’’(a), etc. (i.e posic¢ao,
velocidade, etc.). Considerando que os modelos matematicos de determinados sistemas fisicos
levam & formulagdo de equac@es diferenciais de ordem fraccionaria (o que vem sendo cada vez
mais frequente em determinados dominios de aplicacdo), esta caracteristica torna a definicdo de
Caputo particularmente (til, pois permite a introducdo das condices iniciais em tais equacdes de

ordem fraccionaria.

2.2.5 Tabela de Derivadas e Integrais Fraccionarios

Baseada nas definices anteriores é possivel calcular as derivadas e os integrais fraccionarios de
diversas funcOes elementares, tais como aquelas que estdo representadas na Tabela 2-4 para as

derivadas e os integrais fraccionarios de Riemann-Liouville (RL).

Para efeitos de simplificacdo considera-se que todos os valores sdo reais e que t>0. A ordem a
dos operadores fraccionarios é considerada arbitraria (positiva, negativa ou zero) excepto
indicacdo explicita do contrario. As constantes a, A, p sdo consideradas sem restricbes salvo

indicacdo em contrario.

A Tabela 2-4 também pode ser utilizada para o céalculo de derivadas fracccionarias de
Grunwald-Letnikov (GL) e de Caputo. Neste caso, deve ser considerada a ordem 0<oa<1 e

combinar devidamente a derivada fraccionaria de RL com a defini¢do considerada.
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Tabela 2-4: Tabela de derivadas e integrais de diversas fungdes elementares.

f(t) DY t>0, a

_ A\
1 (t a) r()\ + 1) (t _ a))\—a, )\ >-1

FA-a+1)
A
2 t TAHD) e hsg
FA-a+l)

3 e)\t )\Ge)\t’ )\ S 0
4 e)\t+p }\ae)\tw’ )\ >0
5 sin At

MﬁnM+%?,A>Q o> -1

6 cos At

A° cos )\t+%, A>0, a>-1
7 eMsin pt reMsin(ut + ad)

r=+ A +p?, tanq):%, A>0, u>0
8 e™ cos pt re™ cos(ut + ad)

r=yN +p?, tancl):%, A>0, u>0

2.3 Propriedades das Derivadas e Integrais Fraccionarios

As definicBes de derivadas e integrais fraccionarios apresentadas na secgdo 2.2 possuem as

seguintes propriedades, onde o e 3 sdo dois valores arbitrarios (positivos, negativos ou zero):
1. DOf(t) =f(t)
2. DYDf(t) = f(t)
3. D°|DPf(t)|= DP|DUf(t)|= D*PF(t)
4. D"[D*f(t)|=D[D"f(ty|=D™f(t), n N

As propriedades listadas nem sempre se verificam para todas as defini¢Ges. Portanto, deve-se ter

em atencdo a definicdo utilizada para a DIF. De seguida sdo apresentadas outras propriedades

30



Cap. 2 - Introducéo ao Célculo Fraccionério

consideradas importantes para a analise do CF, e que resultam (geralmente) na generalizagdo

das propriedades do célculo inteiro (CI) a uma ordem fraccionéria.

2.3.1 Linearidade

De forma similar a diferenciagdo de ordem inteira, a diferenciacdo fraccionéaria é uma operagao

linear:
D (Af(t) + pg(t)) = AD*f (t) + uD%g(t) (2.13)

onde D representa qualquer uma das definigdes de diferenciacdo fraccionaria dadas neste texto.

2.3.2 Regrade Leibniz

A regra de Leibniz para a derivada de ordem inteira n do produto de duas fungdes f(t) e g(t) e

dada por:
D“[f(t)g(t)]=Z | DD () (2.14)

Generalizando a expressdo (2.14) para um valor a de ordem arbitréria, a regra de Leibniz para a

diferenciacéo fraccionaria toma a forma:
D[f(hev]=3  D**fOD'V (2.15)

A regra de Leibniz dada por (2.15) é especialmente Gtil para a determinacdo de derivadas
fraccionérias do produto de uma funcgdo que € um polindmio com uma outra fungdo em que a sua

derivada fraccionéaria é conhecida.

2.4  Diferencas de Ordem Fraccionaria

Existem actualmente varias obras que abordam o calculo de derivadas fraccionarias [Sam93],
[Mil93], onde o ordem o do operador D® = d°/(dt)® é estendida para valores arbitrarios (reais ou
complexos). No entanto, 0 mesmo ja ndo se passa com o célculo de diferengas finitas

fraccionarias, A°f, para o qual existem poucas referéncias [Osl74].
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No entanto, sabe-se que existe uma similaridade muito grande entre as férmulas do célculo

diferencial, envolvendo o operador D = d/dt, e as formulas do calculo das diferencas finitas,

envolvendo o operador A, o qual pode ser definido por Af(t) = f(t+1) — f(t). A Tabela 2-5 lista

algumas dessas formulas.

Tabela 2-5: Pares de formulas para os operadores D e A.

Operador D Operador A
D(tP)=p t** AP =p tP
1+P-n 1+(p-n)
D (") = -2 pw = PL
(L (p-n)t

D"(a') = (loga)"a'

Aa' =(a-1)"a'

D"D™f(t) = D" (1)

A"ATF(t) = A ()

6 o n © AN
f() = Z—D 1) (¢ -ay f() = Z—A 1) (a0

D" ()g(t) ; DD (Y

N (t)g(t) = ; AN k)

Nas férmulas da Tabela 2-5, a notacéo t® significa:

(= [+
Mt-p+1)

para p arbitrario e em que I" é a funcdo Gama de Euler.

Consideremos a sequéncia de diferengas inteira seguinte:

AF(t) = f(t+1) - (1)

NF(t)=f(t+2)-2f(t+1) +f(t)

(2.16)
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DF(t) = F(t+3) - 3 (t+2)) + 3(F (t +1) - F (1)

A"f(t) = i(—l)k " f(t+N-k) (2.17)

onde N é um inteiro positivo ou zero.

A equagdo (2-17) sugere a generalizacdo do operador as diferengas A%f(t) [OsI74]:
N

AOF(t) = z(—1)k " ft+a-k) (2.18a)

a MNa+1)
«  T(k+)r(a-k+1)

( 2.18b)

para valores de o arbitrarios (racionais, irracionais ou complexos). Na Tabela 2-6 estdo

representadas as diferencas fraccionarias de algumas funcdes elementares.

Tabela 2-6: Diferengas fraccionarias de algumas funcoes.

(t) A%(t)
1 1 0, Re(a)>0
5 3l a'(a-1°, [9>1
n : _ )t
3 t® = % s;?rg?;)(triaa))?(t—p) , Re(a-p)>0
4 FA-1) r(B‘A’fO()r(A_O‘_t), Re(B-A+a) >0
r(B-t) rMB-A)IrB-t)

Regras e formulas, similares as estudadas para o célculo classico das diferencgas finitas, podem
ser deduzidas para o caso do céalculo das diferencas fraccionarias. Por exemplo, a regra de

Leibniz para o produto da diferenga finita de duas fungoes f(t) e g(t):

N

AVF(D)g(t) = Z " AVTEAg(t+ N=n), N=0,1,2, .. (2.19)
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pode ser generalizado para a obtencdo da regra de Leibniz para as diferengas fraccionarias

[Os174]:

0

SCECED k A (A" g(t + o - K) (2.20)

onde o é um valor arbitrario.

Neste texto, foi apenas dada uma de varias possiveis definicdes para A%f(t). Seria interessante,
por exemplo, estudar o célculo fraccionario considerando um incremento arbitrario h, isto &,
onde Af(t) = f(t+h)-f(t), e analisar o limn>oA%f(t)/h® bem como a sua relagdo com Df(t) (ver

definigdo de derivada fraccionaria de GL).

2.5 Transformada de Laplace de Derivadas Fraccionérias

A Transformada de Laplace (TL) revela-se uma ferramenta extremamente util na analise e
projecto de sistemas de controlo [Mar90], devido a transformacdo de operacBes como a
integracdo e a diferenciagdo (entre outras operacfes) em t em operagdes algébricas em s. Nesta

perspectiva, a TL é também essencial na analise e projecto de sistemas fraccionarios.

A TL de f(t), denominada L{f(t)}=F(s), € uma funcdo de variavel complexa s = o+jw, onde:
F(s) = If (t) edt (2.21)
0
A funcdo original f(t) pode ser obtida a partir de F(s) através da transformada de Laplace inversa

Lk

C+ioo

£(t) = L{F(s)} = % [F) eds (2.22)

C—ico

onde ¢ é um valor seleccionado para a direita de todas as singularidades de F(s) no plano s
[Fran94].

A TL da derivada ou integral de ordem inteira n da funcéo f(t) é dada por:

L{D"f (t)}=s"F(s) - ngsko"'k'lf(O), N=0+1,%2 .. (2.23)
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De um modo geral podemos generalizar a expressao (2.23) a uma ordem o arbitraria do seguinte

modo:
n-1
L{D“f(t)}z SYF(s) - ;sk D f(0), paratodooa (2.24)

Contudo, esta expressdo sofrera ligeiras alteracdes conforme a definicdo utilizada para a derivada
fraccionéria, como iremos ver a seguir para a obtencdo da TL para as defini¢des de Riemann-
Liouville (RL), Caputo (C) e Grinwald-Letnikov (GL).

A TL para a derivada fraccionaria de RL de ordem a>0 é:
n-1
L{F DF (t)}= s°F(s) - zskD“'k'lf(t)| o, n-l<a<n (2.25)
Dada a auséncia de uma interpretacdo fisica dos valores limite das derivadas fraccionarias para

t=0, a sua aplicacdo pratica € muito restrita.

A TL para a derivada fraccionaria de Caputo (C) € dada por:
n-1
L{eDf (1)} = s°F(s) - Zs“'“ﬂk) (0), n-1<a<n (2.26)

Como se verifica, na expressdo da TL da derivada fraccionéria de Caputo intervém os valores da
fungéo f(t) para t=0. Isto permite a interpretagdo das convencionais condi¢des iniciais, expressas
em termos de derivadas de ordem inteira: f(0)=f, (posigéo inicial), f’(0)=f; (velocidade inicial),
f’(0)=f, (aceleracdo inicial), .... Esta caracteristica torna esta defini¢do particularmente util para
a resolucédo de problemas reais caracterizados por equacdes diferenciais fraccionarias lineares de

coeficientes constantes.

A TL para a derivada fraccionaria de GL é dada por:
L{® Dt (t)}=s°F(s), 0<a<1 (2.27)

A TL para o integral fraccionario (das definicdes de RL, C e GL) pode ser obtido omitindo, nas
formulas anteriores, a segunda parte (somatorio) do lado direito das equacdes de derivadas

fraccionarias.

De notar que o operador L permite a passagem do dominio dos tempos para 0 dominio das

frequéncias (plano s), ou seja realizar neste dominio toda a analise e projecto de sistemas, e de
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seguida voltar ao dominio dos tempos (operador L™) para verificar o seu comportamento. Nesta
ordem de ideias, esta ferramenta revela-se indispensavel no estudo de equagdes diferenciais
fraccionérias.

2.6  Transformada de Fourier de Derivadas Fraccionarias

Uma ferramenta também muito Gtil para a anélise de sistemas no dominio das frequéncias é a
chamada Transformada de Fourier (TF), pelo que igualmente se torna importante nos sistemas

fraccionarios.

A TF, F(w), da funcdo continua f(t), denominada F{f(t)}=F(w), é definida como sendo a funcéo

em frequéncia:
F(w) = If () e dt, —o< W< oo (2.28)

A funcdo f(t) pode ser determinada a partir de F(w) aplicando a transformada de Fourier inversa
Fh

f(t) = FY{F(w)}= % }F(w) e“'dw (2.29)

A TF da derivada ou integral de ordem inteira n da funcéo f(t) é dada por:
FD"f(t)}= (-i)"F(@), n=0,+1,+2, .. (2.30)

Generalizando a expresséo anterior (2.30) para valores de a de ordem arbitréaria, obtemos a

definicdo geral:
FDf (t)}= (iw)* F(w), paratodooa (2.31)
Assim, a TF do integral e da derivada fraccionéria seré dada por:
Fof(t)}= (iw) *F(w) ( 2.32a)
FDof (1)} = (-iw)* F(w) ( 2.32b)

onde D representa qualquer uma das defini¢Ges referidas para o caso em que estas coincidem,

isto é, "D =D *=°.D™*paraa = -.
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2.7 Fractais e Derivadas Fraccionarias

A geometria a que estamos habituados (designada de geometria Eucleudiana) lida com objectos
de dimens0es inteiras. Por exemplo, as linhas e as curvas tém dimensdo um, as figuras planas

(quadrados, circulos, etc.) dimenséo dois e os solidos (cubos, esferas, etc.) tm dimensao trés.

No entanto, sabe-se que muitos dos fendmenos naturais sdo melhor descritos através de uma
dimensdo ndo-inteira, a que Mandelbrot designou de dimens&o fractal. Assim, enquanto uma

linha recta tem uma dimenséo d=1, uma curva fractal terd, por exemplo, uma dimenséo 1<d<2.

Benoit Mandelbrot (1975) desenvolveu uma nova geometria para modelizar caracteristicas
irregulares de fendmenos (naturais) fisicos — a geometria fractal. Estas formas fractais possuem
a propriedade da auto-similaridade, isto é: a medida que examinamos partes cada vez mais
pequenas da forma fractal (por ampliagdo), a forma resultante é sempre similar a original. Isto

ndo acontece com as formas Eucleudianas convencionais.

A teoria dos fractais desenvolvida por Mandelbrot tera conhecido o seu inicio 1965, quando este
investigava o comprimento da costa Inglesa. Todavia, foi Richardson (1953) que a partir do
estudo da variagdo do comprimento aproximado L(n), de diferentes costas e fronteiras terrestres

em fungédo de um passo de medida n, enunciou a que ficou chamada pela lei de Richardson:
L(n) = Lyn"™ (2.33)
em que L, € o comprimento inicial (i.e quando n=L,) e d a dimensdo fractal.

Aplicando o logaritmo decimal a expressdo (2.33), obtemos a expressdo geral da dimensdo

fractal d:

g = Jog L(n) ~ log(n) (2.34)
logL, - log(n)

Para o caso particular de um comprimento unitario Lo=1, vem:

_q_logL(n) (2.35)
log(n)

Todavia, a expressdo mais usual para a dimenséo fractal d é escrita na forma:
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d=|OgN

1 (2.36)
IogF

em que N designa o nimero de segmentos idénticos e r o seu comprimento. A dimensdo fractal d
quantifica a auto-similaridade do fractal.

De seguida sdo mostrados dois exemplos tipicos de estruturas fractais em que podemos

confirmar a propriedade da auto-similaridade: o conjunto de Cantor e a curva de Koch.

2.7.1 Conjunto de Cantor Ternario

Um método muito simples de construir um fractal com dimensdo 0<d<1 esta ilustrado na Figura

2-2. Esta estrutura é designada de conjunto de Cantor ternario.

0 1 n=0

0 1/3 1/3 1

A L —_ — n=1 |
iteracao

0 1/9 1

— — — — n=2

—_—— —_—— —_—— —_—— n=3 vy

Figura 2-2: Construcdo dos quatro primeiros passos do conjunto de Cantor. As iteragdes estdo
designadas por n.

O conjunto de Cantor é construido a partir de um segmento de recta de comprimento L [0, 1]
(iteracdo n=0). Divide-se o intervalo em trés partes iguais e remove-se 0 1/3 do meio (n=1). Para
cada um dos dois segmentos resultantes repete-se 0 processo e assim sucessivamente. Verifica-se
que se trata de um processo recursivo. As caracteristicas deste conjunto de Cantor estdo
ilustradas na Tabela 2-7 e Figura 2-3.
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Tabela 2-7: Valores do conjunto de Cantor.

Iteracdo | Passo de medida | Comprimento | Logn| Log L(n)

N n L(n)

0 1 1 0 0

1 1/3 2/3 -0,477 -0,176
2 1/9 4/9 -0,954 -0,352
3 1/27 8/27 -1,431 -0,528

! log L(n)
0 logn

Figura 2-3: Grafico log L(n) vs. log n do conjunto de Cantor.

O calculo da dimensdo fractal d desta simples construcdo é dada pela formula (2.35),

considerando por exemplo n=1/3:

2.7.2 Curva de Von Koch

_q- logL(1/3) _
log(1/3)

0,631

Um outro fractal de construcdo também simples é o chamado de curva de Von Kock (1<d<2) e

estd ilustrado na Figura 2-4.
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o

1/9

1/9

iteracdo

Figura 2-4: Construcao dos trés primeiros passos da curva de Koch. As iteragdes estdo
designadas por n.

O conjunto de Koch é construido a partir do intervalo L

[0, 1] (iteragdo n=0). Divide-se o

intervalo em trés partes iguais e remove-se 0 1/3 do meio substituindo-o por um triangulo

equilatero (n=1). Para cada um dos segmentos resultantes repete-se 0 processo e assim

sucessivamente. Verifica-se novamente que se trata de um processo recursivo. As caracteristicas

da curva de Koch estéo ilustradas na Tabela 2-8 e Figura 2-5.

Tabela 2-8: Valores da curva de Koch.

Iteracdo | Passo de medida | Comprimento | Logn| Log L(n)
n n L(n)
0 1 1 0 0
1 1/3 4/3 -0,477 0,125
2 1/9 16/9 -0,954 0,249
3 1/27 64/27 -1,431 0,374
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A
log L(n)
|
0 Jogn

Figura 2-5: Grafico log L(n) vs. log n da curva de Koch.

O célculo da dimensao fractal d da curva de Koch é dada pela formula (2.35), considerando por

exemplo n=1/3:

_1- logL(1/3) _

= 1,262
log(1/3)

Uma outra variante da construgdo de Koch, chamada de “bloco de neve” de Koch ou “ilha” de

Koch, esta ilustrada na Figura 2-6. Na Figura 2-7, esta representada outra muito conhecida
estrutura fractal designada de conjunto “entrangado” de Sierpinski.

Ak

Figura 2-6: Construcéo do “bloco de neve” de Koch.

v % &

n=0 n=1 n=2 n=3

Figura 2-7: Construcdo do triangulo de Sierpinski.
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A geometria fractal permite a descricdo e a modelizacdo matematica de muitas das formas
complexas existentes na natureza. Fendmenos naturais como as costas terrestres, montanhas e
nuvens podem ser quantificados por uma dimenséo fractal, resultante da sua auto-similaridade
natural. A teoria dos fractais permitiu o desenvolvimento de praticamente todas as areas
cientificas, nomeadamente a matematica, ciéncia dos computadores, fisica, quimica,
meteorologia, cosmologia, biologia, economia, ciéncias sociais, mecanica € um numero

infindavel de aplicagdes.

Sabe-se também que existe uma relagdo de interdepedéncia entre a fractalidade (i.e estruturas
geometricas fractais) e as derivadas fraccionarias. A fractalidade depende da geometria, assim
como as derivadas fraccionarias dependem da dindmica dos sistemas. Deste modo, havendo uma
correlagdo entre a geometria e a dindmica, podemos relaciona-las, especialmente quando a
geometria condiciona um fendmeno fisico regido por uma equacgdo diferencial. A geometria
fractal conduzira entdo a uma equacdo diferencial de ordem n&o-inteira. O reciproco, em que a

dindmica condiciona a geometria é também verdade.

Dada a existéncia desta interdependéncia, as derivadas fraccionarias sdo utilizadas para

modelizar inameros fendmenos fisicos. Podemos citar varios exemplos tais como:

e Na “interface” fractal entre um metal e um meio ionico, a corrente é proporcional a derivada
ndo-inteira da tensdo (fisica-quimica);

e A corrente que atravessa um condensador é proporcional a derivada ndo-inteira da tensdo se,
pelo menos, uma das armaduras € rugosa (electricidade);

e Na relaxacdo da agua sobre um dique, o débito é proporcional a derivada ndo-inteira da
pressdo dindmica a interface dgua-dique se a estrutura interna do dique é porosa (mecanica);

< Num material viscoelastico a corrente é proporcional a derivada ndo-inteira da deformacao.

Existe pois uma ligagéo estreita entre estes dois conceitos, especialmente no estabelecimento de

uma dimenséo fractal a uma ordem de derivacdo ndo-inteira.

A fractalidade pode resultar da rugosidade ou da porosidade do objecto (como é o caso da
“interface” dgua-dique em que o dique apresenta uma estrutura interna porosa, capitulo 3). Dado
o cardcter recursivo da fractalidade, tanto a rugosidade como a porosidade sdo consideradas
através da sua recursividade. Para uma melhor compreenséo vejamos o exemplo da seccéo 2.7.3

seguinte.
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2.7.3 Modelo Fractal de uma Interface Irregular

Neste exemplo vamos considerar a transferéncia de carga eléctrica entre duas substancias
diferentes: um eléctrodo de metal e um electrolitico. A corrente eléctrica, na sua passagem,
encontra uma resisténcia (R) e uma capacidade (C) através da superficie de separacédo (interface)
entre os dois meios. Devido ao facto das superficies de contacto apresentarem uma certa
rugosidade, o circuito RC correspondente ndo d& uma descri¢do adequada da dinamica do

[processo.

A Figura 2-8 representa um corte da sec¢do do modelo da interface. Repare-se que esta estrutura

é auto-similar. Alias, ndo é mais do que a representacdo do conjunto de Cantor ternario (com n=2

.

—> ¢'— N

na figura).

H/a? o
«— » L electrolito
H/a
< > eléctrodo
H

Figura 2-8: Barra de Cantor (ternéria).
L oA
Como R = pg, a resisténcia de cada segmento vem:

L L L
R, =p—; R,=p——; R; =
PR e TP T pkH/a2

(2.37)

ou seja:

R._=Ra (2.38)

i+1 i

Em cada um dos niveis da barra a capacidade C entre o eléctrodo e a terra é constante, pois o

comprimento das faces laterais mantém-se constante. Logo resulta:

C.. =C, (2.39)
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Assim, a interface € modelizada por um circuito eléctrico recursivo equivalente conforme o
representado na Figura 2-9.

aR c ——

Figura 2-9: Circuito eléctrico recursivo da barra de Cantor.

A impedancia Z(jw) do circuito recursivo é dada por:

Z(jw) =R + ! > (2.40)
jwC +
1

aR+———

ioC + i

: a’R+...

A expressdo de Z(jw) obedece a seguinte formula recursiva:
LW, _a._,.

2(1) = 5 2(1w) (2.41)

com solucéo (k é um factor de escala):
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Z(jw) =k(jw)™, m =1.In2 (2.42)
Ina
A ordem fraccionaria m da resposta em frequéncia € devida a natureza recursiva do circuito.

Note-se a sua relacdo com a dimensé&o fractal. Genericamente, para N ramos temos:
m=1-—— (2.43)

Alguns destes resultados sdo confirmados no capitulo 3 referente ao controlo CRONE, dado que
este também resulta da analise de um fendmeno natural fractal (porosidade) que conduz a sua

modelizagdo por uma equacéo diferencial de ordem néo-inteira.

2.8  Computacdo Numeérica de Derivadas Fraccionarias

As derivadas de ordem fraccionéaria podem ser calculadas de um modo simples, através de uma
aproximacdo da ja referida definicdo de Grunwald-Letnikov (GL) (sec¢do 2.2). Esta
aproximacao é validada pelo facto de que, para uma gama variada de funcgdes, a definicdo de
Riemann-Liouville (RL) e de GL séo equivalentes [Pod99a]. Este facto permite-nos usar a
definicdo de RL, durante a formulacdo do problema, e depois regressar a definicdo de GL, para
obter a solu¢do numérica.

2.8.1 Caéalculo Numérico das Derivadas Fraccionarias

A aproximacdo “mais atraente” para o célculo de derivadas de ordem fraccionaria é, sem duvida,

a definicdo de Grinwald-Letnikov (seccdo 2.2), a qual é repetida de seguida:

t-a

LS (1) o

DI (1) = lim L LDSE(t) = ;(—1)"(E)f(t—kh) (2.44)

onde [x] significa a parte inteira de x.

Deste modo, a derivada (ou o integral) de ordem fraccionaria pode ser calculada usando a

seguinte aproximagéo:

 DIF(t)=, A3 (1) ( 2.45)
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Esta aproximacdo leva-nos a seguinte definicdo para o calculo numérico da derivada (ou

integral) de ordem fraccionaria a:

t-a

h

anf(t)zhiq z(—l)k(:)f(t—kh) (2.462)

a MNa+1)
«  T(k+Dr(a-k+1)

( 2.46b)

onde I" é a fungdo Gama e h o incremento no tempo.
1) Principio da “Memoria-curta”

Da analise da expressdo (2.46a) verificamos que para t>>a 0 nimero de termos da aproximacéo
da derivada fraccionaria se torna muito elevado. Verificamos também com base nos coeficientes
da aproximacao, que para t elevado o papel da “histéria” do comportamento da fungéo f(t), perto
do “ponto de inicio” t=a, pode ser desprezado sob certas condi¢des [Pod99a]. Estas observacdes
levaram a formulacéo por parte de I. Podlubny do chamado principio da “memoria-curta”, que
significa apenas ter em conta o “passado recente” do comportamento de f(t). Isto é, considerar

apenas o intervalo [t-L, t], onde L é o “comprimento de memoria”. Assim, temos:
DIf(t)=, D{f(t), t>a+L (2.47)

Por outras palavras, e de acordo com o principio da “memédria-curta”, a derivada fraccionaria
com o limite inferior a é aproximada pela derivada fraccionaria de limite inferior deslocado de
t-L. Devido a esta aproximacdo, 0 nimero de termos da aproximacéo (2.46) nunca € superior a

parte inteira de [L/h].

E claro que este tipo de simplificacio gera alguma imprecisdo no resultado. Se considerarmos
f(t)<M para a< t<b, o erro A(t) introduzido pelo principio da “memoria-curta” pode ser estimado

da seguinte forma [Pod99a]:

ML®
<

A(t) = —m,

DI (t)= DYF (1) a+L<ts<b (2.48)

Do mesmo modo, tendo pré-definido um erro maximo €, o “comprimento de memdria” L pode

ser determinado por:
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1/a

M

A(t)<e, a+L<t<b se L> —
gr(1-o)

(2.49)

A aplicagdo do principio da “memoria-curta” reduz o “custo” da computagdo e minimiza os

efeitos da acumulacéo dos erros de arredondamento.

2) Ordem de Aproximagao

As diferengas finitas podem ser usadas para aproximar derivativas de ordem inteira. Por
exemplo, para um tempo t fixo e um passo h pequeno, a primeira derivada pode ser aproximada

através de y(t) e y(t=h) por:

, ~, t)-y(t-h
v =y =D (250)
que ndo é mais do que a definigdo cléssica de primeira derivada omitindo a operagdo ng A

féormula (2.50) fornece a aproximagao de primeira ordem de y’(t).

A aproximagdo as diferengas finitas fraccionarias de primeira ordem da derivada de ordem o

pode ser escrita da forma (com a=0 e t=nh):

n

,DUf(t) = h“‘zocof(“)f(t—kh) (2.51)

0 = (-1 (252)

k
sendo w™® os coeficientese k=0, 1, 2, ..., n, n = [t/h].

A aproximacdo utlizada em (2.51) para a derivada fraccionéria fornece, como demonstra
Podlubny [Pod99a], a aproximacao de primeira ordem para a derivada de ordem a. De facto, se
uma funcao f(t) pode ser desenvolvida por um série de poténcias:

f(t) = Zﬁamtm (2.52)
entdo a aproximacao as diferencas fraccionarias (2.51) fornece a aproximacgéo de primeira ordem

para a derivada fraccionaria de ordem o para qualquer ponto da regido de convergéncia da série

de poténcias [Pod99a].
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3) Célculo dos Coeficientes

Para a implementacdo do método das diferencas fraccionérias é necessario o calculo dos

coeficientes w(* da derivada fraccionaria:

(A)f(q) :(_1)k o ’ k=0,1,2,... (253)
k

onde a é a ordem da diferenciacédo fraccionaria.

Os coeficientes w(™ podem ser calculados de duas formas. A primeira forma é baseada numa

das propriedades dos coeficientes do binémio, em que estes seguem as seguintes relacdes

recorrentes:

a+1

0® =1 w®=1- W, k=1,2,3.. (254)

a qual é adequada para um valor de a fixo.

Contudo, quando necessitamos de encontrar um valor apropriado de a (como € o caso na

identificacdo de sistemas), as relacdes recorrentes dadas por (2.55) ndo sdo as mais adequadas.
Uma outra forma de determinar os coeficientes w'® pode ser realizada usando a transformada de

Fourier [Pod99a]:

2mn

1 i it \a
Wi =—— [f,(t)e™dt, f (t)={-e™ 2.55
= o [fo et 1,0 =(-e") (2.55)

O método da transformada rapida de Fourier (i.e Fast Fourier Transform-FFT) [Hec97] pode ser
implementado para determinar os coeficientesw(™. Dado o nimero finito de coeficientes w'"

obtidos, 0 método FFT deve ser combinado com o principio da “memoria-curta”.

2.8.2 Solucdo Numeérica de Equacdes Diferenciais Fraccionarias

A solucdo numérica de uma equacao diferencial pode ser obtida de um modo explicito,
substituindo a derivada fraccionéria da equacdo pela definicdo da aproximacéo das diferengas

finitas fraccionérias obtida na seccéo 2.8.1.

Como exemplo consideremos uma equacdo diferencial de ordem fraccionaria definida por:
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oDEY(D) +Ay(t) = f(1), t>0 (2.56)
y®(©0)=0, k=0,1,2,...,n-1 (2.57)

onde n-1<as<n. Para 0<a<?2 esta equacdo € designada de equacdo da

relaxagdo-oscilagéo.

Utilizando a aproximagédo de primeira ordem definida em (2.51), vem:

h'“Zwﬁ“’ym_j +Ay, =f , y,=0;, m=1,23,.. (2.58)

J:

t,=mh, y,=y(t,) f,=f(t,), m=012.. (2.59)
O =(-1)) | j=01,2,.. (2.60)

i
Assim, podemos definir o seguinte algoritmo para a solu¢cdo numérica da equagéo (2.57):

yk =01 k=112;--'1n_1 (261)
y, =-Ah%y__ - Zw}“)ym_j +hef , m=n,n+1,.. (2.62)
J:

o qual é facilmente implementado por qualquer software de computa¢do numérica (tal como o

Matlab® ou 0 Mathematica?).

2.9  Aplicagdes

As aplicacdes referidas nesta seccdo dizem respeito somente a utilizacdo das derivadas e
integrais fraccionarios no dominio do controlo automatico de sistemas. Nesta ordem de ideias,
surgem duas abordagens que vém sendo estudadas nos Gltimos anos. Uma é a abordagem que
adopta o dominio das frequéncias. Sendo esta a primeira a ser estudada e com resultados
praticos, esta de algum modo ja estabelecida. A outra, mais recente, é a abordagem que adopta o

dominio dos tempos. Sendo que esta ainda pouco desenvolvida, devido essencialmente a falta de

! Matlab é uma marca registada da Mathworks
2 Mathematica é uma marca registada da Wolfram Research
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métodos analiticos bem delineados para a sua analise, existem contudo alguns estudos efectuados

neste dominio.

2.9.1 Dominio das Frequéncias

A aplicacgdo das derivadas e integrais fraccionarios no controlo de sistemas que adopta o dominio
das frequéncias é devida a Oustaloup [Ous91], [Ous95]. Este investigador vem, desde ha duas

décadas, estudando a sua aplicacdo de um ponto de vista da resposta em frequéncia do sistema.

A anélise no dominio das frequéncias de sistemas fraccionarios (i.e sistemas que utilizam
derivadas e integrais fracionarios) esta ja bastante estudada [Ous91], [Mar90]. No entanto, a
ideia da utilizacdo das derivadas fraccionarias no controlo automético sistemas deve-se ao
trabalho pioneiro desenvolvido por Oustaloup. Este utilizou controladores fraccionérios,
projectados pelos métodos da resposta em frequéncia, para provar que este tipo de controladores
fornecem um melhor desempenho do sistema que os controladores tradicionais (i.e de ordem

inteira), nomeadamente melhor que os algoritmos classicos do tipo PID.

Através da observagdo de um fendmeno natural robusto (como é a relaxacdo da agua sobre um
dique poroso), Oustaloup [Ous99a] desenhou um circuito eléctrico recursivo equivalente da

“interface” 4gua-dique, como o ilustrado na Figura 2-10:

T
] SR Z R S Ria"

C Cin

Figura 2-10: Circuito eléctrico recursivo equivalente da “interface” dgua-dique.

em que:

i+l

R, C.
1=S1,R, =4, C, =t 2.63
ZI i+l a n ( )
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onde a e ) sdo os factores de escala, | € a corrrente devida a tensdo aplicada U e R; e C; sdo 0s

elementos de resisténcia e capacidade do i-ésimo ramo do circuito.

A admitancia Y (jw) deste circuito é dada por:

1 jeCa

I(jw) =U(jw) Y(jw), Y(w)= 2 m

(2.64)

Os diagramas de Bode assimptdticos da amplitude e da fase de Y (jw) estdo ilustrados na Figura
2-11:

b V)l

__________ 20m dB/dec 3)
! %20 dB/dec

= |
“muwmﬂ E E E E
nf2 f--------- i i i i i_
mm/2 -- -- -t - - b)
0 R Wiy W W Ic; )

Figura 2-11: Diagramas de bode assimptéticos de Y (jw):
a) Amplitude, b) Fase.

As frequéncias de corte do polo w; e do zero w’; obedecem as seguintes relagdes recursivas:

— = qan, w‘=a, h=r] (2.65)
W, W ) o

i+l =
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A expressao da ordem ndo-inteira para m (i.e declive da recta média da amplitude ou fase de
Y (jw)) € dada por:

1
m=——— (2.66)
1+ logn

loga

A resposta em frequéncia de ordem fraccionaria € devida a natureza recursiva do circuito. De

facto, a admiténcia Y (jw) segue a formula recursiva:

vy 2 -1y (2.67)
an  «

com a solugdo (K é um factor de escala) de acordo com (2.67) [Ten95]:

1

1+ logn
loga

Y(w) = K(jw)™, m= (2.68)

Este método é caracterizado por um diagrama do Lugar de Raizes (Figura 2-12) que apresenta
um coeficiente de amortecimento ¢=f(8) independente do ganho K do sistema (os polos
conjugados s. e s. deslizam sobre as rectas a medida que o ganho varia), mantendo uma margem
de fase constante, contrariamente ao que ocorre nos sistemas de controlo classicos de ordem

inteira.
Plano s

S A Im(s)

polos s, s.

>
0=K Re(s)

=00 4—K

Figura 2-12: Lugar de raizes.
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O projecto de um controlador que levasse o sistema a ter este tipo de comportamento definiu a

seguinte estrutura da funcdo de transferéncia C(jw) do controlador:

1+ jo/w;
1+ jwlw,

C(jw) = |'| (2.69)
em que Cy € 0 ganho e em que as frequéncias de corte dos polos e dos zeros (i.e w; e w’;) sdo

definidos através de uma distribuicéo alternada recursiva em funcéo dos factores a e n.

A aproximacdo no dominio das frequéncias conduz a uma implementagdo com um ndmero finito
de zeros e de pdlos (expressdo (2.70)), determinados atraves de relagdes recursivas. Contudo,
este método possui algumas desvantagens. Além da sua implementacgdo digital ser eventualmente
complexa, a resposta em frequéncia fornece um “ripple” (devido ao namero finito de pélos e de

Zeros).

O método da resposta em frequéncia pelo CRONE sera alvo de um estudo mais aprofundado no

capitulo 3 deste texto.

2.9.2 Dominio dos Tempos

2.9.2.1 Meétodo Analitico

Um método analitico usado para o controlo de sistemas, apesar de ainda estar na sua fase inicial
(pelo que muitas questdes estdo ainda por responder), foi desenvolvido por Podluny [Pod99b].
Este método adopta a analise no dominio dos tempos de sistemas de ordem fraccionéria,
permitido deste modo obter a solucdo analitica explicita da resposta y(t) do sistema
(Figura 2-13).

Consideremos o sistema de controlo de realimentacdo unitaria da Figura 2-13, onde G(s) é a
fungdo de transferéncia do sistema controlado, C(s) é a funcdo de transferéncia do controlador,
R(s) é a entrada de referéncia , E(S) é o erro, U(s) é a saida do controlador e Y(s) a saida do
sistema.
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R(s) + ~E() o) U(s) 5 Y()

Figura 2-13: Sistema de controlo de realimentag&o unitaria.

As fungdes de transferéncia do sistema da Figura 2-13, contrariamente & aproximagéo cléssica,
sdo descritas por funcGes de transferéncia de ordem arbitraria, isto é, utilizando derivadas e
integrais de ordem ndo-inteira. Estes sistemas, designados de sistemas de ordem fraccionaria,

incluem também o caso particular dos sistemas de ordem inteira.

Assim, as funcdes de transferéncia de ordem fraccionaria (FTOF) sdo dadas por uma expressao

do tipo:
6,07 (2.70)
a,s" +a, st .. +ast +a,ss
onde:
B, k=0,1,2,..,n éum namero real arbitrério (2.71)
By >Bys > >B>By >0 (2.72)
a,, k=0,1,2,..,n éuma constante arbitraria (2.73)

No dominio dos tempos, a FTOF (2.71) corresponde a uma equacdo diferencial de ordem

fraccionéria (EDOF) de n termos:
a,DPy(t) +a,,DPy(t) +...+a,DPy(t) + a,D™y(t) = u(t) (2.74)

onde D*=,D{ é a derivada fraccionaria de Caputo de ordem o com respeito a variavel t e com o
ponto de inicio t=0 (ver seccdo 2.2).

A escolha da derivada fraccionaria de Caputo, em detrimento de outras definices bem mais
conhecidas, como é o caso da RL, resulta da consideracéo por parte desta das condi¢des iniciais
y(0) =v,,Y'(0) = y,,etc (i.e posicdo, velocidade, etc.) mais facilmente interpretaveis. Além

disso, a derivada de Caputo de uma constante € zero. Por estas razdes, a utilizacdo da definicdo

de Caputo parece ser a mais adequada entre todas as outras.
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A resposta y(t) do sistema da EDOF (2.75) ao degrau unitario ou ao Dirac de u(t) é obtida

através da obtencéo da transformada de Laplace inversa (operador L) da funcéo Gn(s).

Dada a ndo existéncia de tabelas com formulas de inverséo da transformada de Laplace para o
tipo de fungdes (fraccionarias) dadas por (2.71), é introduzida uma nova fungdo que permite a
solucdo analitica deste tipo de equagOes. Esta funcdo é designada de Mittag-Leffler em dois
parametros E, ;(z) [Pod99a], [Pod99b], [Kir98]:

e 7
Eq,g(z)—gma a,p>0 (2.75)

A derivada de ordem k desta fung&o é dada por:

c (k!

EX(z) = , k=0,1,2,... 2.76
s (2) & Il (aj+ ak +B) (270)

E introduzida por conveniéncia a fungo:
e (ty,op)=t PR (VtY), k=0,1,2,... (2.77)

A transformada de Laplace desta fungdo (2.78) é dada por:

klso®

EETE Iy (2.78)

J’e's‘sk(t,iy;a,ﬁ)dt =
0

Uma das propriedades mais interessantes da fungdo ek(t,y;a,B) é a sua diferenciagdo ser

simples:
ODt)\ek(t,y;a,B)=ek(t,y;cx,[3—)\), A<B (2.79)

A utilizacdo de (2.79) permite a determinacdo da transformada inversa de Laplace da FTOF
Gn(s) (2.71) e, logo, a obtencdo de gy(t), tal como estad demonstrado em Podlubny [Pod99b],
[Kir98].

As férmulas anteriores estabelecem um método analitico para a resolucdo de equacdes
diferenciais fraccionérias fornecendo, consequentemente, expressdes analiticas explicitas para a
resposta do sistema as entradas de teste (i.e degrau, rampa, parabola, etc.) do sistema tipo

ilustrado na Figura 2-13.
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Podluny [Pod99b] aplicou esta teoria para a obtencdo de uma generalizagdo do controlador PID
classico, e que designou de controlador PI*D, devido ao facto de envolver um integrador de
ordem A e um diferenciador de ordem p. A funcdo de transferéncia deste tipo de controlador

toma entdo a forma:

Cls =%:KP+K,S’A+KDS“, Au>0 (2.80)
S

A equacdo de saida u(t) do controlador PI*D" no dominio dos tempos é:
u(t) = K,e(t) + K,D™e(t) + K, D"e(t) (2.81)

A Tabela 2-9 mostra que o classico controlador PID (PI, PD ou P) é um caso particular do

controlador fraccionario PI*DV.

Tabela 2-9: Casos particulares do controlador PI*D¥.

A v Controlador
1 1 PID

1 0 Pl

0 1 PD

0 0 P

Podlubny [Pod99b] conclui que o controlador PIXD* de ordem fraccionéria é adequado para o
controlo de sistemas dindmicos de ordem fraccionaria. Este facto é importante, pois existem
sistemas reais que sio melhores descritos por equac@es diferenciais de ordem fraccionaria. E
claro que a aplicacdo deste método exige o desenvolvimento de métodos de identificacdo dos
parametros de modelos de ordem fraccionéria, assim como a escolha mais apropriada da ordem
do modelo. A limitacdo mais importante deste método esta relacionada com o facto de apenas

serem considerados os sistemas lineares de coeficientes constantes.

Da mesma forma, para a realizacdo fisica do controlador PI*D" s&o necessarios circuitos
especificos, nomeadamente que efectuam a diferenciacdo e integracdo de ordem fraccionéria de

Caputo. Estes integradores e diferenciadores estdo ja descritos em [Old74].
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Como conclusdo podemos referir que para um sistema de ordem fraccionaria parece ser mais
adequado usar um controlador de ordem fraccionaria, em vez do controlador PID classico de
ordem inteira.

2.9.2.2 Método Numérico

Uma outra aproximagdo das derivadas fraccionarias no controlo de sistemas que adopta o
dominio dos tempos € baseada directamente da definicdo de Grinwald-Letnikov (GL). Este
método é desenvolvido por Tenreiro [Ten96] e resulta do facto de a definicdo de GL para a
derivada de ordem fraccionaria (DOF) poder ser obtida através da sua expansdo em série. Assim,
para um algoritmo de controlo discreto no tempo de periodo de amostragem T, a formula pode
ser aproximada por uma série truncada de n termos, resultando as seguintes equacdes nos

dominios do tempo e z:

Dx(t) =T%Z(—1)k k x(t - KT) (2.82a)

12 (D r@+y

P} 73 KIF(o-K+1)

X(2) (2.82b)
De maneira a termos uma boa aproximagéo, o nimero de termos n deve ser elevado e o tempo de

amostragem T pequeno.

O estudo deste método é realizado sobre o sistema de realimentacdo unitéria representado na
Figura 2-14, e que traduz um sistema de controlo fraccionario, dado que o controlador

implementa uma accéo de controlo de ordem ndo-inteira .

Controlador
Fraccionario

rt) + ~c¢e u(t) y(t)
kD¢ » Processo >

Figura 2-14: Sistema de controlo fraccionario.
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Como jé foi referido, o algoritmo de controlo fraccionario € obtido por uma truncatura da série
definida por (2.83) em n termos, e que pode ser obtido através da sua expansdo em série de
Taylor [Ten98]:

a

D°(z") =k % 1-ozt + (2.83)

a(al—l) 24 4 a(a —1)..;](!cx -n+1l) S

O algoritmo de controlo pode implementar uma acgdo derivativa D ou integral | considerando

respectivamente um valor positivo ou negativo de a.

Tenreiro demonstrou [Ten97] que os controladores fraccionarios revelam um melhor
desempenho no controlo de sistemas que os tradicionais controladores PID. Demonstrou também
gue a medida que a série (2.84) contém mais termos melhor é o desempenho do sistema. Estes

factos sdo tanto mais verdade quando o sistema esta na presenca de fendmenos ndo-lineares.

Este método é particularmente adequado para uma analise por transformada z e para uma
implementacdo digital. Contudo, falta analisar certas questdes, tal como a estabilidade do
método, como o sistema de controlo se comporta na presenca de sistemas definidos por equac6es
diferenciais de ordem fraccionaria (sistemas fraccionarios) e a escolha de uma ordem o adequada

para o desempenho desejado do sistema.

Este método serd alvo de um estudo mais aprofundado no capitulo 4 deste texto.

2.10 Conclusoes

As derivadas fraccionarias sdo hoje em dia uma das ferramentas mais poderosas para a
modelizacdo de certos fendmenos fisicos. Devido ao crescente interesse na area dos fractais, e
sabendo-se da existéncia de uma relacdo entre estas duas areas, é possivel com este operador
obter uma descricdo mais completa e generalizada de certos fendmenos que apresentavam
caracteristicas irregulares. Na teoria classica, estas caracteristicas eram simplesmente
desprezadas. Isto vai permitir que também se efectue um controlo mais efectivo sobre o

processo, obtendo deste modo resultados mais satisfatorios.

Apesar de j& existirem vérios estudos da resposta em frequéncia de sistemas fraccionarios
[Ous91], [Ous95], assim como (mais recentemente) do estudo destes sistemas no dominio

discreto [Ten97], [Pod99a], estes métodos necessitam de um analise mais aprofundada de certos
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aspectos do seu desenvolvimento tedrico. Nomeadamente, precisam de um estudo mais

sistematico que levem a uma efectiva e unificada analise matematica.

As varias defini¢des possiveis para as derivadas fraccionérias (todos elas validas) dificultam o
desenvolvimento de métodos analiticos para o estudo efectivo deste novo tipo de sistemas: 0s
sistemas fraccionarios. Contudo, existem algumas tentativas de encontrar uma teoria unificada
do calculo fraccionaria. Saliente-se neste campo a contribuicdo importante, primeiro pelo

primeiro livro inteiramente dedicado ao célculo fraccionario “ The Fractional Calculus” de
Oldham e Spanier [Old74] e, posteriormente, de Miller e Ross no seu livro “An Introduction to
the Fractional Calculus and Fractional Differential Equations” [Mil93] e de Samko e Marichev
“Fractional Integrals and Derivatives” [Sam93]. Mais recentemente, de salientar as contribuicdes
de Podlubny (“Fractional Differential Equations”, [Pod99a]) e V. Kiryakova (“Fractional
Calculus and Mittag-Leffler Functions”, [Kir98]), particularmente na teoria do controlo de

sistemas.

Estd demostrado que os controladores fraccionarios fornecem um melhor desempenho que os
tradicionais controladores, especialmente se o sistema controlado é definido por uma funcéo de
transferéncia de ordem fraccionaria. Este facto é devido essencialmente ao facto destes
operadores fornecerem uma caracterizacdo global do sistema em vez da caracterizagdo local

realizada pelos controladores de ordem inteira.
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