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Resumo 

Nesta dissertação são estudadas as derivadas e integrais fraccionários (DIFs) e são analisadas 

algumas das suas aplicações. A teoria das DIFs, genericamente designada de Cálculo 

Fraccionário, é uma teoria relativamente “nova”, pois somente de há duas décadas para cá se 

tem encontrado aplicações “reais” deste tipo de operadores. As DIFs mostram-se particularmente 

úteis na modelização de sistemas físicos, permitindo na sua descrição ter em conta 

particularidades que os métodos clássicos de modelização simplesmente desprezavam. Por este 

facto, os primeiros estudos e aplicações envolvendo DIFs foram efectuados no domínio das 

ciências fundamentais, nomeadamente da física e da química. Contudo, a teoria do cálculo 

fraccionário está ainda longe de incidir em todas as áreas científicas, restando ainda por 

descobrir os limites da sua utilização.  

O crescente interesse que se tem verificado nas últimas décadas foi impulsionado pela teoria dos 

fractais, e mais recentemente pela teoria do caos. O principal objectivo deste texto consiste em 

analisar algumas das contribuições mais recentes da aplicação das DIFs, especialmente no 

domínio do controlo automático de sistemas. Neste sentido, serão estudadas e analisadas duas 

das aproximações  mais frequentes às DIFs: uma no domínio das frequências e outra no domínio 

dos tempos. A aproximação no domínio das frequências, corresponde ao já relativamente bem 

estabelecido controlo CRONE (Commande Robuste d’Ordre Non Entier). A aproximação no 

domínio dos tempos, consiste no desenvolvimento de algoritmos fraccionários recorrendo a 

equações às diferenças. Assim, esta dissertação pretende dar uma contribuição na aplicação desta 

teoria das DIFs, simultaneamente fascinante e complexa onde ainda muito está por descobrir.  



 

Abstract 

This dissertation is devoted to the theory of fractional derivatives and integrals (FDIs) and some 

of their applications. The theory of DIFs, usually called Fractional Calculus, is a relatively 

“new” theory, because only in the last two decades were found “real” applications. The FDIs are 

well adapted to the modelling of physical systems, allowing the description to take into account 

some particularities that the classical integer-order models simply neglect. For this reason, the 

first studies and applications involving DIFs had been carried through in the domain of basic 

sciences, namely of physics and chemistry. However, the theory of fractional calculus is far from 

touching all the areas of the human knowledge, being its limitations yet to be explored. 

In the last decades the progress in the areas of chaos and fractals revealed subtle relationships 

with the fractional calculus leading to an increasing interest in the development of the FDIs. The 

main purpose of this dissertation is to analyse the most recent contributions in this field, namely 

in the area of automatic control. In this line of thought, are studied two methods: the frequency-

domain and the time-domain approaches. In the frequency-domain approach it is adressed the 

well established CRONE (Commande Robuste d’Ordre Non Entier) control method. The time-

domain approach consists in the development of fractional-order algoritms based on difference 

equations. In this perspective, this dissertation intends to make a contribution on the application 

of the theory of FDIs, in fact,  an amazing but complex theory where so much is yet to be 

discovered. 



 

Résumé 

Cette dissertation est consacrée à la théorie des dérivées et intégrales fractionnaires (DIFs) et à 

certaines de leurs applications. La théorie des DIFs, habituellement appelée de Calcul 

Fractionnaire, est une théorie relativement “nouvelle”, car c’est seulement dans les deux 

dernières décennies, qu’on leur a trouvé de “vraies” applications. Les DIFs sont particulièrement 

utiles pour obtenir des modèles de systèmes physiques, permettant, dans leur description, de 

considérer des particularités que les méthodes classiques méprisent. Voilà pourquoi les 

premières études et applications de DIFs ont eu lieu dans le domaine des sciences de base, 

nommément de la physique et de la chimie. Cependant, la théorie du calcul fractionnaire est loin 

d’atteindre tous les domaines de la connaissance humaine, restant encore à décrouvir les limites 

de son utilisation. 

L’intérêt croissant qui c’est vérifié dans les dernières années a été stimulé par la théorie des 

fractales et plus récemment par la théorie du chaos. Le but principal de cette dissertation est 

d’analyser les contributions les plus récentes dans ce domaine, à savoir, dans le domaine du 

contrôle automatique. Suivant cette ligne de pensée, seront étudiées et analysées deux des 

approches les plus fréquentes aux DIFs: une dans le domaine des fréquences et une autre dans le 

domaine des temps. L’approache dans le domaine des fréquences, correspond à la commande 

déjà relativement bien établie CRONE (Commande Robuste d’Ordre Non Entier). L’approache 

dans le domaine des temps consiste à développer des algorithmes fractionnaires en utilisant des 

équations à différences. Cette dissertation veut contribuer à l’application de la théorie des DIFs, 

théorie complexe mais aussi fascinant, où il en reste encore beaucoup à découvrir.  
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CAPÍTULO 

1  
 
Introdução   
 

1.1 Breve História 

A generalização do conceito de derivada Dαf(x) para valores não-inteiros de α remonta ao início 

do desenvolvimento da teoria do cálculo diferencial tal como a conhecemos hoje. O seu interesse 

surge quase ao mesmo tempo que as ideias do cálculo diferencial clássico, quando Leibniz e 

Newton o inventaram há quase 300 anos. De facto, este conceito surge de algumas especulações 

de Leibniz (1695, 1697) e de Euler (1730). À questão de L’Hôpital: “E se n é 1/2 em dny/dxn?”, 

Leibniz profeticamente respondeu: ”Chega-se a um paradoxo... Deste aparente paradoxo um dia 

consequências úteis serão retiradas...” Contudo, o desenvolvimento da teoria das derivadas e 

integrais fraccionários (DIFs) é devida a Euler, Liouville e Abel (1823). Abel foi o primeiro a 

fazer uma aplicação destas técnicas, resolvendo explicitamente – em termos de derivadas 

fraccionárias − uma equação integral (a conhecida equação integral de Abel), relacionada com o 

chamado problema isócrono. Muitos matemáticos descreveram a solução de Abel como 

“elegante”. Provavelmente foi este facto que atraiu a atenção de Liouville (1832), que fez a 

primeira grande tentativa de definir com mais rigor este tipo de operadores. Numa das suas 

tentativas, Liouville apresentou uma generalização da noção da razão incremental para definir a 

derivada fraccionária. Esta ideia foi mais tarde recuperada por Grünwald (1867) e Letnikov 

(1868). Riemann (1853) chegou a uma expressão similar à de Liouville para a definição do 

integral fraccionário.  Holmgren (1865/66) e Letnikov (1868/74) discutiram este problema 

quando procuravam a solução de equações diferenciais, colocando de forma correcta a 

diferenciação fraccionária como operação inversa da integração fraccionária. Hadamard (1892) 

propôs um método de diferenciação fraccionária baseado na diferenciação das séries de Taylor 
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associada à função, Weyl (1917) definiu a integração fraccionária adequada a funções periódicas 

e Marchaud (1927) apresentou uma nova forma de diferenciação baseada nas diferenças finitas. 

1.2 O Termo “Cálculo Fraccionário”  

O desenvolvimento do cálculo fraccionário encontra-se ligado a inúmeros matemáticos famosos, 

tais como (cito somente alguns): Leibniz (1695), Euler (1730), Lagrange (1772), Laplace (1812), 

Fourier (1822), Abel (1823), Liouville (1832), Riemann (1853), Grünwald (1867) e Letnikov 

(1868). Todavia, foi só a partir de 1884, quando Laurent publica um artigo, que a teoria dos 

operadores generalizados atingiu o nível de desenvolvimento desejado para ponto de partida do 

matemático moderno. Por essa altura, a teoria foi estendida de forma a incluir operadores do tipo 

Dα, onde α poderia ser racional ou irracional, positivo ou negativo, real ou complexo. Daqui 

surge o nome de cálculo fraccionário, para designar a teoria e aplicações dos operadores de 

integração e diferenciação a uma ordem arbitrária, usualmente designados de derivadas e 

integrais fraccionários.  

No período de 1900-1970 foram publicados muito poucos textos relacionados com o cálculo 

fraccionário. Algumas das contribuições foram de Davis, Erdélyi, Hardy, Kober, Littlewood, 

Love, Osler, Riesz, Samko, Sneddon, Weyl e Zygmund. 

Contudo, o cálculo fraccionário é ainda um tema novo, pois tem sido intensamente desenvolvido 

e revivido depois de 1974, altura da publicação do primeiro livro inteiramente dedicado ao 

cálculo fraccionário “ The Fractional Calculus” de Oldham e Spanier [Old74]. Foi também o ano 

da primeira conferência internacional sobre o tema cálculo fraccionário, realizada na 

Universidade de New Haven (Connecticut, USA). Desde então, têm sido realizadas inúmeras 

conferências internacionais e aparecido nesta área um número crescente de monografias (de 

referir a enciclopédia de Samko, Kilbas e Marichev [Sam93]), artigos, proceedings e jornais (de 

referir o jornal “Fractional Calculus & Applied Analysis” – FCAA, editado por V. Kiryakova). 

1.3 Problema Endereçado 

O objectivo desta dissertação está relacionado com o conceito da generalização da derivada 

Dαf(x) para valores de α reais não-inteiros e algumas das suas aplicações práticas. 

As derivadas e integrais fraccionários não são tão intuitivos como os de ordem inteira, pois falta-

lhes associar uma interpretação geométrica óbvia, como é a noção de declive e de área para o 
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caso das derivadas e dos integrais de ordem inteira, respectivamente. Embora tenha havido 

algumas tentativas para estabelecer uma relação clara entre a geometria fractal e o cálculo 

fraccionário [Meh91], [Rut94], o certo é que esta questão não tem sido pacífica na comunidade 

científica, estando ainda hoje por se definir uma interpretação geométrica (e definitiva) do 

significado das derivadas e integrais fraccionários. 

Os conceitos básicos da teoria do cálculo fraccionário e estudo das suas propriedades podem ser 

encontradas na bibliografia [Old74], [Sam93], [Mil93]. Aplicações desta teoria são referenciadas 

em [Flo99], [Ous91], [Ous95], [Pod99a]. 

1.4 Aplicações do Cálculo Fraccionário  

Ao longo de quase três séculos que a teoria das derivadas e integrais fraccionários tem sido 

principalmente desenvolvida de um ponto de vista teórico, sendo o alvo de estudo de unicamente 

para os matemáticos. 

No entanto, nas últimas décadas, tem-se verificado que este tipo de operadores são adequados 

para a descrição de propriedades de certas substâncias e fenómenos físicos. De facto,  as 

derivadas e integrais fraccionários (DIFs) fornecem uma ferramenta poderosa para a descrição de 

propriedades de hereditariedade e de memória de várias substâncias, assim como para a 

modelização de sistemas dinâmicos fractais. Aliás, esta é a vantagem mais significativa das DIFs 

em relação aos modelos clássicos de ordem inteira, onde estes efeitos ou geometria são 

simplesmente desprezados.  

O cálculo fraccionário encontra aplicações em várias áreas da ciência e engenharia, incluindo 

campos tão diversos como a dinâmica de fluídos, a reologia, as redes eléctricas, a teoria 

electromagnética, as probabilidades, a estatística, a economia, a viscoelasticidade e a 

electroquímica da corrosão. Algumas das áreas em que as DIFs se tornam de facto essenciais (e 

vantajosas) são enunciadas a seguir. 

Nas áreas da física e química, as DIFs estão actualmente associadas com a aplicação do fractais 

na modelização de reacções electroquímicas, da irreversibilidade e do electromagnetismo 

[Meh91]. 

Uma outra área que faz uso das DIFs é a recentemente criada teoria dos fractais [Man88], 

desenvolvida por Mandelbrot em 1975. O desenvolvimento nesta área abriu novas perspectivas 
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para a teoria das DIFs, especialmente na modelização dinâmica de sistemas com estruturas auto-

similares e porosas (i.e estruturas fractais) [Ous95], [Meh91]. 

Uma área de aplicação das DIFs onde se tem vindo a verificar um interesse cada vez maior, e 

para o qual será dada uma especial relevância neste texto, é na teoria do controlo de sistemas 

dinâmicos, em que o sistema controlado ou/e o controlador é descrito por uma equação 

diferencial fraccionária (contínua ou discreta). Contudo, devido à ausência de métodos 

matemáticos apropriados, os sistemas dinâmicos fraccionários têm sido praticamente estudados 

de um modo marginal face à teoria e prática dos sistemas de controlo. Neste campo, salienta-se 

as contribuições de Oustaloup [Ous95] na análise destes sistemas no domínio das frequências e 

de Tenreiro [Ten95] e Podlubny [Pod99a] na sua aplicação ao domínio dos tempos.  

Quando as definições das DIFs são combinadas com suas fórmulas e regras (regra de Leibniz, 

série de Taylor, etc. [Osl70]-[Osl76]) chega-se a representações de séries e identidades 

interessantes que envolvem as funções. Deste modo, as DIFs fornecem uma ferramenta 

alternativa (importante) para a investigação das propriedades das funções.  

Praticamente nenhuma área da ciência ou engenharia foi deixada intacta pelo cálculo 

fraccionário. E embora este tema seja tão antigo como a própria origem do cálculo clássico, 

raramente é incluído nos programas curriculares dos cursos actualmente ministrados nas escolas. 

Possivelmente, isto é devido ao facto de a maioria dos matemáticos se sentirem pouco 

familiarizados com o tema e as suas aplicações.    

1.5 Organização da Dissertação 

O texto está organizado em quatro capítulos principais.  

No capítulo 2 é fornecida uma introdução ao cálculo fraccionário (CF). Serão endereçados 

vários tópicos intimamente relacionados com o CF. Assim, várias definições possíveis para as 

derivadas e integrais fraccionários (DIFs) serão fornecidas, estabelecidas as principais 

propriedades das DIFs, a sua relação com a geometria fractal, assim como as aplicações mais 

relevantes nesta área, particularmente no domínio do controlo automático de sistemas. Provar-se-

á que existem certos fenómenos físicos que são melhor descritos pelas DIFs (levando a equações 

diferenciais fraccionárias) e que os controladores fraccionários fornecem um melhor 

desempenho que os tradicionais controladores, especialmente se o sistema controlado é definido 

por uma função de transferência de ordem fraccionária. Isto é devido essencialmente ao facto 
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deste tipo de operadores fornecerem uma caracterização global do sistema em vez da clássica 

caracterização localizada dos operadores inteiros. 

No capítulo 3 será tratada uma das aplicações mais “visiveis” da utilização das DIFs, o 

Commande Robuste d’Ordre Non Entier (CRONE) ou controlo robusto de ordem não-inteira. 

Este método é baseado na resposta em frequência e tem sido estudado por Oustaloup de há 25 

anos para cá, estando já de algum modo definido e bem estabelecido. A interpretação das DIFs 

no domínio das frequências leva a uma resposta em frequência fraccionária caracterizada por 

uma função de transferência com um número finito de pólos e de zeros alternados. Será também 

evidenciada a relação íntima entre a teoria dos fractais e as DIFs, nomeadamente na modelização 

de sistemas caracterizados por meios fractais (através da geometria fractal). Apesar de tudo, este 

método apresenta algumas desvantagens, traduzida em oscilações na resposta de saída do 

sistema. 

No capítulo 4 será desenvolvido um outro método de aproximação das DIFs, sendo este baseado 

no domínio dos tempos. Esta aproximação tem sido explorada de há uns anos para cá por 

Tenreiro Machado e baseia-se na definição de derivada fraccionária para as diferenças 

fraccionárias. Os algoritmos de controlo (fraccionários) implementados são obtidos por 

truncamento da série da derivada fraccionária discreta. Tenreiro provou que este tipo de 

algoritmos levam à definição de controladores fraccionários (discretos) que revelam um melhor 

desempenho que os tradicionais controladores, nomeadamente que os PID. Apesar deste método 

ser vantajoso para uma implementação digital, necessita de ser efectuada uma análise teórica 

mais aprofundada.  

Por último, no capítulo 5 são delineadas as conclusões que decorrem deste trabalho e 

apresentadas novas perspectivas de evolução futura na área das derivadas e integrais 

fraccionários.  



CAPÍTULO 

2  
 
Introdução ao Cálculo Fraccionário  
 
O termo cálculo fraccionário (CF) é a designação para a teoria e aplicações dos operadores de 

integração e diferenciação de ordem arbitrária, usualmente denominados de derivadas e integrais 

fraccionários.  

O CF unifica e generaliza as noções de derivação e integração de ordem inteira n. Consideremos 

a sequência infinita  de n-integrais e de n-derivadas: 

...   ,
dt
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A derivada de ordem real arbitrária (derivada fraccionária) α pode ser considerada como uma 

interpolação desta sequência de operadores. A notação utilizada será a seguinte: 

 )t(fDta
α  

em que os índices a e t indicam os limites da diferenciação fraccionária. 

Os integrais fraccionários (i.e integrais de ordem arbitrária) correspondem a valores negativos de 

α.  Assim, o integral fraccionário de ordem β>0 será dado por: 

 )t(fDta
β−  

Quando procuramos encontrar um método para o cálculo de derivadas fraccionárias Dαf(t), para 

valores de α arbitrário, verificamos que existem várias definições alternativas nem todas 

equivalentes. Assim, temos de seleccionar uma determinada definição e desenvolver o CF 

utilizando essa definição. 
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Neste caso, as regras e as fórmulas apresentam similaridades com as estudadas no cálculo 

diferencial clássico e podem ser deduzidas para o caso das derivadas de ordem fraccionária. 

Estas podem incluir, por exemplo, a regra de Leibniz, as séries de Taylor, etc. [Osl70]-[Osl76]. 

Neste capítulo serão abordadas algumas aproximações relativas à generalização das derivadas e 

integrais a uma ordem arbitrária (i.e cálculo diferencial fraccionário), a que passaremos a 

designar de derivadas e integrais de ordem fraccionária (DIFs). Serão também mencionadas 

algumas propriedades das DIFs assim como algumas das suas aplicações mais relevantes. 

2.1 Função Gama de Euler 

Uma das funções básicas do cálculo fraccionário é a função Gama de Euler, Γ(z), que generaliza 

o conceito do factorial de n! a valores reais e complexos de n. É uma função analítica em todos 

os pontos excepto para z = 0, -1, -2,...(Figura 2-1). Pode ser definida através do integral definido: 

 0Re(z)   ,dtte)z( 1z

0

t >=Γ −
∞

−∫  (  2.1) 

 

 

Figura  2-1: Ilustração da função Gama Γ(z). 



Cap. 2 - Introdução ao Cálculo Fraccionário 

 24

Para valores reais do argumento a função Gama é dada por [Old74]: 

 )1x()1x()x( −Γ⋅−=Γ  (  2.2a) 

ou 

 )x(x)1x( Γ⋅=+Γ  (  2.2b) 

Dado que Γ(1) = 1, e usando a definição (2.2b) para valores inteiros de x (i.e. x = 1, 2, 3, ...) 

obtemos: 

 

    ...     ...           ...         ...  
!3!23)3(3)4(
!2!12)2(2)3(

!11)1(1)2(

=⋅=Γ⋅=Γ
=⋅=Γ⋅=Γ
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O que permite generalizar a função para: 

     )!1n()!2n()1n()1n()1n()n( −=−⋅−=−Γ⋅−=Γ  (  2.3a) 

ou  

     !n)!1n(n)n(n)1n( =−⋅=Γ⋅=+Γ  (  2.3b)  

 

para valores de n = 0, 1, 2, .... A função Gama de um argumento inteiro positivo é reduzida ao 

cálculo do factorial. 

A função Gama satisfaz as relações recorrentes: 

 )z(z)z1( Γ⋅=+Γ  (  2.4a) 

 )z(z)z1( −Γ⋅−=−Γ  (  2.4b) 

A Tabela 2-1 fornece algumas expressões da função Gama e a Tabela 2-2 mostra alguns valores 

importantes da função Gama. 
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Tabela  2-1: Algumas fórmulas da função Gama. 

 Expressões da função Gama 

1 
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Tabela  2-2: Alguns valores da função Gama. 

 Valor da função Gama 

1 π=Γ )2/1(  

2 ... 3, 2, 1,m   ,
2
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2.2 Definições de Derivadas e Integrais Fraccionários 

Nesta secção são desenvolvidas várias representações de derivadas e integrais fraccionários 

(DIFs), isto é, de derivadas e integrais de ordem real arbitrária.  Muitas das expressões relativas 

às DIFs resultam “naturalmente” do cálculo clássico das derivadas e integrais de ordem inteira. 

Assim, sempre que possível será apresentado em primeiro lugar o resultado de derivadas e 

integrais múltiplos ordinários e, de seguida, a correspondente definição e resultado para as 

derivadas e os integrais de ordem arbitrária. Estas definições podem ser encontradas nos livros 

de referência [Old74], [Mil93], [Sam93]. 
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2.2.1 Definição de Riemann-Liouville 

A definição mais usual para a integração a uma ordem arbitrária (fraccionária) é a extensão da 

conhecida fórmula de Cauchy para o n-ésimo integral: 

 ∫ ∫ ∫∫ Ν∈τττ−
−

= −
−t

0
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0
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0

1n
t

0
nn21

1 1n

 n    ,d)(f)t(
)!1n(

1dt)t(f...dtdt  (  2.5 ) 

substituindo (n-1)! = Γ(n). É o chamado integral fraccionário de Riemann-Liouville (RL) de 

ordem α ≥ 0: 

 τττ−
αΓ

= ∫ −αα− d )(f)t(
)(

1)t(fD
t

0

1
t0  (  2.6) 

com )t(f)t(fD0 = . 

As derivadas fraccionárias de RL de ordem α ≥ 0 são definidas como uma composição de 

derivadas de ordem inteira e integrais de ordem fraccionária, para n ∈ Ν (omitem-se os limites 

de integração): 

 n1-n   ,
)t(
d )(f

)n(
1

dt
d)t(fDD)t(fD

t

0
1n

n
)n(n <α<

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

τ−
ττ

α−Γ
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== ∫ +−α

α−−α  (  2.7) 

A definição de RL (2.7) para a diferenciação fraccionária desempenha um papel importante no 

desenvolvimento da teoria das derivadas e integrais fraccionários e para a sua aplicação na 

matemática pura (solução de equações diferenciais de ordem inteira, definições de novas classes 

de funções, etc.) [Mil93]. 

Contudo, quando se trata na sua aplicação a problemas reais, isto é, na resolução de equações 

diferenciais fraccionárias que descrevem sistemas físicos, a sua aplicabilidade é muito restrita. 

Isto deve-se ao facto de a derivada de RL levar à definição de condições iniciais sem uma 

interpretação física associada [Pod99a]. 

2.2.2 Definição de Weyl 

Uma definição menos conhecida, mas também importante para a teoria das derivadas 

fraccionárias [Mil93], é o integral fraccionário de Weyl (1917):  
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 0   x0,)Re(   ,dt )t(f)xt(
)(

1)x(fW
x

1
x ><α−

αΓ
= ∫

∞
−αα−

∞  (  2.8) 

Devido ao facto de o integral utilizado nesta definição ser impróprio, a função f(t) é normalmente 

sujeita a  muitas restrições, pelo que o seu uso é muito limitado [Osl76]. 

A Tabela 2-3 fornece os valores para algumas funções elementares do integral fraccionário de 

Weyl. 

Tabela  2-3: Tabela de integrais fraccionários de Weyl. 

 f(x) α−
∞Wx  

1 axe−  0Re(a)   0,)Re(   ,ea ax >>α−α−  

2 ax cos  
  0a   1,)Re(0   ,

2
1axcosa ><α<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πα+α−  

3 ax sin  
  0a   1,)Re(0   ,

2
1axsina ><α<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πα+α−  

4 μ−x  0   x,)Re()Re(0   ,x
)(

)(
>μ<α<

μΓ
α−μΓ μ−α  

 

2.2.3 Definição de Grünwald-Letnikov 

Talvez a aproximação mais natural da representação da derivada fraccionária seja a da iniciada 

por Grünwald em 1867. Grünwald começou por escrever os já conhecidos quocientes das 

diferenças finitas: 

h
)ht(f)t(f −−  

2h
)h2t(f)ht(f2)t(f −+−−  

3h
)h3t(f)h2t(f3)ht(f3)t(f −−−+−−  
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em que os seus limites, à medida que h se aproxima de zero, fornecem respectivamente a 

primeira, segunda e terceira derivadas em relação a t de f(t). Por indução obtemos a seguinte 

generalização de derivada de ordem inteira n: 

 ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−== ∑

=
→

)kht(f)1(
h
1lim

dt
)t(fd)t(fD n

k

n

0k

k
n0hn

n
n  (  2.9a ) 

onde: 

 
!k

)1kn( ... )2n)(1n(nn

k

+−−−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  (  2.9b) 

é a notação utilizada para os coeficientes do binómio.  

Estas fórmulas induz-nos a ideia da generalização da derivada e do integral de ordem inteira n a 

valores reais (ou mesmo complexos) arbitrários de ordem α [Pod99a], [Ten95]: 

 ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−= α

∞

=
α→

α ∑ )kht(f)1(
h
1lim)t(fD k

0k

k

0h
 (  2.10a) 

em que: 

 
)1k()1k(

)1(
k +−αΓ+Γ

+αΓ
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α  (  2.10b) 

onde Γ é a função Gama e h o incremento. 

2.2.4 Outras Definições 

Existem outras definições para a derivada e integral fraccionário [Sam93]. No entanto, aqui vai 

ser referida apenas a aproximação sugerida por M. Caputo, dada a utilidade que se tem 

verificado na sua utilização na resolução de determinados problemas de aplicação prática 

[Pod99b]. 

A derivada fraccionária de Caputo (C) de ordem α com respeito à variável t da função f(t) e ao 

ponto de início t=a é definida como: 

 Ν∈<α<
τ−

ττ
−αΓ

= ∫ −+α
α n    ,n1-n   ,

)t(
d)(f

)n(
1)t(fD

t

a
n1

)n(

ta  (  2.11 ) 
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em que Γ é a função Gama  e f(n)(t) denota a derivada de ordem n. 

Se  0<α , temos o integral fraccionário de ordem α− : 

 0   ,
)t(
d)(f

)(
1)t(fD)t(fI

t

a
1tata <α

τ−
ττ

α−Γ
== ∫ α+

αα−  (  2.12) 

A definição de Caputo permite a formulação das convencionais condições iniciais com 

interpretação física, tais como (considerando o limite inferior t=a) y’(a), y’’(a), etc. (i.e posição, 

velocidade, etc.). Considerando que os modelos matemáticos de determinados sistemas físicos 

levam à formulação de equações diferenciais de ordem fraccionária (o que vem sendo cada vez 

mais frequente em determinados domínios de aplicação), esta característica torna a definição de 

Caputo particularmente útil, pois permite a introdução das condições iniciais em tais equações de 

ordem fraccionária.  

 

2.2.5 Tabela de Derivadas e Integrais Fraccionários 

Baseada nas definições anteriores é possível calcular as derivadas e os integrais fraccionários de 

diversas funções elementares, tais como aquelas que estão representadas na Tabela 2-4 para as 

derivadas e os integrais fraccionários de Riemann-Liouville (RL). 

Para efeitos de simplificação considera-se que todos os valores são reais e que t>0. A ordem α 

dos operadores fraccionários é considerada arbitrária (positiva, negativa ou zero) excepto 

indicação explícita do contrário. As constantes a, λ, μ são consideradas sem restrições salvo 

indicação em contrário. 

A Tabela 2-4 também pode ser utilizada para o cálculo de derivadas fracccionárias de   

Grünwald-Letnikov (GL) e de Caputo. Neste caso, deve ser considerada a ordem 0<α<1 e 

combinar devidamente a derivada fraccionária de RL  com a definição considerada. 
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Tabela  2-4: Tabela de derivadas e integrais de diversas funções elementares. 

 f(t) ℜ∈α>α
∞−      0,   t,Dt  

1 λ− )at(  1   ,)at(
)1(

)1(
−>λ−

+α−λΓ
+λΓ α−λ  

2 λt  1   ,t
)1(

)1(
−>λ

+α−λΓ
+λΓ α−λ  

3 teλ  0   ,e t >λλ λα  

4 μ+λte  0   ,e t >λλ μ+λα  

5 t sin λ  
  1   0,   ,

2
tsin −>α>λ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πα

+λλα  

6 t cos λ  
  1   0,   ,

2
tcos −>α>λ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πα

+λλα  

7 t sine t μλ  ( )

 0   0,   ,    tan ,r

tsiner

22

t

>μ>λ
λ
μ

=ϕμ+λ=

αϕ+μλα

 

8 t cose t μλ  ( )

 0   0,   ,    tan ,r

tcoser

22

t

>μ>λ
λ
μ

=ϕμ+λ=

αϕ+μλα

 

 

2.3 Propriedades das Derivadas e Integrais Fraccionários 

As definições de derivadas e integrais fraccionários apresentadas na secção 2.2 possuem as 

seguintes propriedades, onde α e β são dois valores arbitrários (positivos, negativos ou zero):  

1. )t(f)t(fD0 =  
 
2. )t(f)t(fDD =α−α  
 
3. [ ] [ ] )t(fD)t(fDD)t(fDD β+ααββα ==  

 
4. [ ] [ ] Ν∈== α+αα  n    ),t(fD)t(fDD)t(fDD nnn  

 
As propriedades listadas nem  sempre se verificam para todas as definições. Portanto, deve-se ter 

em atenção a definição utilizada para a DIF. De seguida são apresentadas outras propriedades 
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consideradas importantes  para a análise do CF, e que resultam (geralmente) na generalização 

das propriedades do cálculo inteiro (CI) a uma ordem fraccionária.  

2.3.1 Linearidade 

De forma similar à diferenciação de ordem inteira, a diferenciação fraccionária é uma operação 

linear: 

 ( ) )t(gD)t(fD)t(g)t(fD ααα μ+λ=μ+λ  (  2.13) 

onde Dα representa qualquer uma das definições de diferenciação fraccionária dadas neste texto. 

2.3.2 Regra de Leibniz 

A regra de Leibniz para a derivada de ordem inteira n do produto de duas funções f(t) e g(t) é 

dada por: 

 [ ] ∑
=

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

n

0k

kkn
n

k

n )t(gD)t(fD)t(g)t(fD  (  2.14) 

Generalizando a expressão (2.14) para um valor α de ordem arbitrária, a regra de Leibniz para a 

diferenciação fraccionária toma a forma: 

 [ ] ∑
∞

=

−α
α

α ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

0k

kk

k
)t(gD)t(fD)t(g)t(fD  (  2.15) 

A regra de Leibniz dada por (2.15) é especialmente útil para a determinação de derivadas 

fraccionárias do produto de uma função que é um polinómio com uma outra função em que a sua 

derivada fraccionária é conhecida.  

2.4 Diferenças de Ordem Fraccionária 

Existem actualmente várias obras que abordam o cálculo de derivadas fraccionárias [Sam93], 

[Mil93], onde o ordem  α do operador Dα = dα/(dt)α é estendida para valores arbitrários (reais ou 

complexos). No entanto, o mesmo já não se passa com o cálculo de diferenças finitas 

fraccionárias, Δαf, para o qual existem poucas referências [Osl74].  
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No entanto, sabe-se que existe uma similaridade muito grande entre as fórmulas do cálculo 

diferencial, envolvendo o operador D = d/dt, e as fórmulas do cálculo das diferenças finitas, 

envolvendo o operador Δ, o qual pode ser definido por Δf(t) = f(t+1) – f(t).  A Tabela 2-5 lista 

algumas dessas fórmulas. 

 

Tabela  2-5: Pares de fórmulas para os operadores D e Δ.

 Operador D Operador Δ 

1 1pp tp)t(D −⋅=  1p)p( tpt −⋅=Δ  

2 
)!np(

t!p)t(D
np

pn

−
=

−

 
)!np(

t!pt
)np(

)p(n

−
=Δ

−

 

3 tntn a)a(log)a(D =  tntn a)1a(a −=Δ  

4 )t(fD)t(fDD mnmn +=  )t(f)t(f mnmn +Δ=ΔΔ  

6 
∑
∞

=

−=
0n

n
n

)at(
!n

)a(fD)t(f  ∑
∞

=

−
Δ

=
0n

)n(
n

)at(
!n

)a(f)t(f  

7 
)t(gD)t(fD)t(g)t(fD kkn

0k

n

k

n −
∞

=
∑ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  )knt(g)t(f)t(g)t(f kkn

0k

n

k

n −+ΔΔ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=Δ −

∞

=
∑  

 

Nas fórmulas da Tabela 2-5, a notação t(p) significa: 

 
)1pt(

)1p(t )p(

+−Γ
+Γ

=  (  2.16 ) 

para p arbitrário e em que Γ é a função Gama de Euler. 

Consideremos a sequência de diferenças inteira seguinte: 

 

 )t(f)1t(f)t(f −+=Δ  

 )t(f)1t(f2)2t(f)t(f2 ++−+=Δ  
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 )t(f)1t(f(3))2t(f3)3t(f)t(f3 −+++−+=Δ  

 
.
.
.
 

 ( ) )kNt(f1)t(f
N

0k

N

k

kn −+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=Δ ∑

=

 (  2.17) 

onde N é um inteiro positivo ou zero.  

A equação (2-17) sugere a generalização do operador às diferenças Δαf(t) [Osl74]: 

 ( ) )kt(f1)t(f
N

0k k

k −α+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=Δ ∑

=

α
α  (  2.18a) 

 
)1k()1k(

)1(
k +−αΓ+Γ

+αΓ
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α  (  2.18b) 

para valores de α  arbitrários (racionais, irracionais ou complexos). Na Tabela 2-6 estão 

representadas as diferenças fraccionárias de algumas funções elementares.  

Tabela  2-6: Diferenças fraccionárias de algumas funções. 

 f(t) Δαf(t) 

1 1 0)Re(   ,0 >α  

2 ta  1a   ,)1a(a t >− α  

3 
)1pt(

)1t(t )p(

+−Γ
+Γ

=  0p)-Re(   ,
)p())t((sin

t)p()t(sin )p(

>α
−Γα+π

−αΓπ α−

 

4 
)tB(
)tA(

−Γ
−Γ  0)A-Re(B   ,

)tB()AB(
)tA()AB(

>α+
−Γ−Γ

−α−Γα+−Γ  

 

Regras e fórmulas, similares às estudadas para o cálculo clássico das diferenças finitas, podem 

ser deduzidas para o caso  do cálculo das diferenças fraccionárias. Por exemplo, a regra de 

Leibniz para o produto da diferença finita de duas funções f(t) e g(t): 

 ... 2, 1, 0,N   ),nNt(g)t(f)t(g)t(f n
N

0n

nN
N

n

N =−+ΔΔ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=Δ ∑

=

−  (  2.19 ) 
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pode ser generalizado para a obtenção da regra de Leibniz para as diferenças fraccionárias 

[Osl74]: 

  )kt(g)t(f)t(g)t(f nn

0k k
−α+ΔΔ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=Δ −α

∞

=

α
α ∑  (  2.20) 

onde α é um valor arbitrário. 

Neste texto, foi apenas dada uma de várias possíveis definições para Δαf(t). Seria interessante, 

por exemplo, estudar o cálculo fraccionário considerando um incremento arbitrário h, isto é, 

onde Δf(t) = f(t+h)-f(t), e analisar o limh->0Δαf(t)/hα bem como a sua relação com Dαf(t) (ver 

definição de derivada fraccionária de GL). 

2.5 Transformada de Laplace de Derivadas Fraccionárias 

A Transformada de Laplace (TL) revela-se uma ferramenta extremamente útil na análise e 

projecto de sistemas de controlo [Mar90], devido à transformação de operações como a 

integração e a diferenciação (entre outras operações) em t em operações algébricas em s. Nesta 

perspectiva,  a TL é também essencial na análise e projecto de sistemas fraccionários.  

A TL de f(t), denominada L{f(t)}=F(s), é uma função de variável complexa s = σ+jω, onde: 

 ∫
∞

−⋅=
0

stdte)t(f)s(F  (  2.21) 

A função original f(t) pode ser obtida a partir de F(s) através da transformada de Laplace inversa 

L−1: 

  { } ∫
∞+

∞−

− ⋅
π

==
ic

ic

st1 dse)s(F
i2

1)s(FL)t(f  (  2.22) 

onde c é um valor seleccionado para a direita de todas as singularidades de F(s) no plano s 

[Fran94]. 

A TL da derivada ou integral de ordem inteira n da função f(t) é dada por: 

 { } ... 2, 1, 0,n   ),0(fDs)s(Fs)t(fDL 1kn
1n

0k

knn ±±=−= −−
−

=
∑  (  2.23) 
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De um modo geral podemos generalizar a expressão (2.23) a uma ordem α arbitrária do seguinte 

modo: 

 { } α−= −−α
−

=

αα ∑  o  todopara   ),0(fDs)s(Fs)t(fDL 1k
1n

0k

k  (  2.24) 

Contudo, esta expressão sofrerá ligeiras alterações conforme a definição utilizada para a derivada 

fraccionária, como iremos ver a seguir para a obtenção da TL para as definições de Riemann-

Liouville (RL), Caputo (C) e Grünwald-Letnikov (GL). 

A TL para a derivada fraccionária de RL de ordem α>0 é: 

 { } n1n   ,)t(fDs)s(Fs)t(fDL 0t
1k

1n

0k

kRL <α<−−= =
−−α

−

=

αα ∑  (  2.25 ) 

Dada a ausência de uma interpretação física dos valores limite das derivadas fraccionárias para 

t=0, a sua aplicação prática é muito restrita. 

A TL para a derivada fraccionária de Caputo (C) é dada por: 

 { } n1n   ),0(fs)s(Fs)t(fDL )k(
1n

0k

1kC <α<−−= ∑
−

=

−−ααα  (  2.26) 

Como se verifica, na expressão da TL da derivada fraccionária de Caputo intervêm os valores da 

função f(t) para t=0. Isto permite a interpretação das convencionais condições iniciais, expressas 

em termos de derivadas de ordem inteira: f(0)=f0 (posição inicial), f’(0)=f1 (velocidade inicial), 

f’’(0)=f2 (aceleração inicial), .... Esta característica torna esta definição particularmente útil para 

a resolução de problemas reais caracterizados por equações diferenciais fraccionárias lineares de 

coeficientes constantes. 

A TL para a derivada fraccionária de GL é dada por: 

 { } 10   ),s(Fs)t(fDL GL <α<= αα  (  2.27) 

A TL para o integral fraccionário (das definições de RL, C e GL) pode ser obtido omitindo, nas 

fórmulas anteriores, a segunda parte (somatório) do lado direito das equações de derivadas 

fraccionárias. 

De notar que o operador L permite a passagem do domínio dos tempos para o domínio das 

frequências (plano s), ou seja realizar neste domínio toda a análise e projecto de sistemas, e de 
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seguida voltar ao domínio dos tempos (operador L−1) para verificar o seu comportamento. Nesta 

ordem de ideias, esta ferramenta revela-se indispensável no estudo de equações diferenciais 

fraccionárias. 

2.6 Transformada de Fourier de Derivadas Fraccionárias 

Uma ferramenta também muito útil para a análise de sistemas no domínio das frequências é a 

chamada Transformada de Fourier (TF), pelo que igualmente se torna importante nos sistemas 

fraccionários. 

A TF, F(ω), da função contínua f(t), denominada F{f(t)}=F(ω), é definida como sendo a função 

em frequência: 

 ∞<ω<∞−⋅=ω ∫
∞

∞−

ω−    ,dte)t(f)(F tj  (  2.28) 

A função f(t) pode ser determinada a partir de F(ω) aplicando a transformada de Fourier inversa 

F−1: 

 { } ∫
∞

∞−

ω− ω⋅ω
π

=ω= de)(F
2
1)(FF)t(f ti1  (  2.29) 

A TF da derivada ou integral de ordem inteira n da função f(t) é dada por: 

 { } ... 2, 1, 0,n   ),(F)i()t(fDF nn ±±=ωω−=  (  2.30) 

Generalizando a expressão anterior (2.30) para valores de α de ordem  arbitrária, obtemos a 

definição geral: 

 { } αωω−= αα  o  todopara   ),(F)i()t(fDF  (  2.31) 

Assim, a TF do integral e da derivada fraccionária será dada por: 

  { } )(F)i()t(fDF ωω= α−α−  (  2.32a)  

 { } )(F)i()t(fDF ωω−= αα  (  2.32b)  

onde D representa qualquer uma das definições referidas para o caso em que estas coincidem, 

isto é, α−α−α− == DDD GL
a

C
a

RL
a para a = −∞. 
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2.7 Fractais e Derivadas Fraccionárias 

A geometria  a que estamos habituados (designada de geometria Eucleudiana) lida com objectos 

de dimensões inteiras. Por exemplo, as linhas e as curvas têm dimensão um, as figuras planas 

(quadrados, círculos, etc.) dimensão dois e os sólidos (cubos, esferas, etc.) têm dimensão três. 

No entanto, sabe-se que muitos dos fenómenos naturais são melhor descritos através de uma 

dimensão não-inteira, a que Mandelbrot designou de dimensão fractal. Assim, enquanto uma 

linha recta tem uma dimensão d=1, uma curva fractal terá, por exemplo, uma dimensão 1<d<2. 

Benoit Mandelbrot (1975) desenvolveu uma nova geometria para modelizar características 

irregulares de fenómenos (naturais) físicos – a geometria fractal. Estas formas fractais possuem 

a propriedade da auto-similaridade, isto é:  à medida que examinamos partes cada vez mais 

pequenas da forma fractal (por ampliação), a forma resultante é sempre similar à original. Isto 

não acontece com as formas Eucleudianas convencionais.  

A teoria dos fractais desenvolvida por Mandelbrot terá conhecido o seu início 1965, quando este 

investigava o comprimento da costa Inglesa. Todavia, foi Richardson (1953) que a partir do 

estudo da variação do comprimento aproximado L(η), de diferentes costas e fronteiras terrestres 

em função de um passo de medida η, enunciou a que ficou chamada pela lei de Richardson: 

 d1d
0L)(L −η=η  (  2.33 ) 

em que Lo é o comprimento inicial (i.e quando η=L0) e d a dimensão fractal.  

Aplicando o logaritmo decimal à expressão (2.33), obtemos a expressão geral da dimensão 

fractal d: 

 
)log(Llog
)log()(Llogd

0 η−
η−η

=  (  2.34) 

Para o caso particular de um comprimento unitário L0=1, vem: 

 
)log(
)(Llog1d

η
η

−=  (  2.35) 

Todavia, a expressão mais usual para a dimensão fractal d é escrita na forma: 
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r
1log

Nlogd =  (  2.36) 

em que N designa o número de segmentos idênticos e r o seu comprimento. A dimensão fractal d 

quantifica a auto-similaridade do fractal. 

De seguida são mostrados dois exemplos típicos de estruturas fractais em que podemos 

confirmar a propriedade da auto-similaridade: o conjunto de Cantor e a curva de Koch. 

 

2.7.1 Conjunto de Cantor Ternário 

Um método muito simples de construir um fractal com dimensão 0<d<1 está ilustrado na Figura 

2-2. Esta estrutura é designada de conjunto de Cantor ternário. 

 

n = 0

n = 1

n = 2

n = 3
...

10

0

0

1

1

1/3 1/3

1/9
iteração

 

Figura  2-2: Construção dos quatro primeiros passos do conjunto de Cantor. As iterações estão 
designadas por n. 

O conjunto de Cantor é construido a partir de um segmento de recta de comprimento L ∈ [0, 1] 

(iteração n=0). Divide-se o intervalo em três partes iguais e remove-se o 1/3 do meio (n=1). Para 

cada um dos dois segmentos resultantes repete-se o processo e assim sucessivamente. Verifica-se 

que se trata de um processo recursivo. As características deste conjunto de Cantor estão 

ilustradas na Tabela 2-7 e Figura 2-3. 
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Tabela  2-7: Valores do conjunto de Cantor. 

Iteração 

N 

Passo de medida 

η 

Comprimento 

 L(η) 

Log η Log L(η) 

0 1 1 0 0 

1 1/3 2/3 -0,477 -0,176 

2 1/9 4/9 -0,954 -0,352 

3 1/27 8/27 -1,431 -0,528 

 

log L(η)

log η0

 

Figura  2-3: Gráfico log L(η) vs. log η do conjunto de Cantor. 

O cálculo da dimensão fractal d desta simples construção é dada pela fórmula (2.35), 

considerando por exemplo η=1/3: 

 631,0
)3/1log(
)3/1(Llog1d =−=   

2.7.2 Curva de Von Koch 

Um outro fractal de construção também simples é o chamado de curva de Von Kock (1<d<2) e 

está ilustrado na Figura 2-4. 

 

 

 



Cap. 2 - Introdução ao Cálculo Fraccionário 

 40

 

n = 0

n = 1

n = 2

1

1

1

0

0

0

1/3
1/3 1/3

1/3

1/9 1/9

...

iteração

 

Figura  2-4: Construção dos três primeiros passos da curva de Koch. As iterações estão 
designadas por n. 

O conjunto de Koch é construído a partir do intervalo L ∈ [0, 1] (iteração n=0). Divide-se o 

intervalo em três partes iguais e remove-se o 1/3 do meio substituindo-o por um triângulo 

equilátero (n=1). Para cada um dos segmentos resultantes repete-se o processo e assim 

sucessivamente. Verifica-se novamente que se trata de um processo recursivo. As características 

da curva de Koch estão ilustradas na Tabela 2-8 e Figura 2-5. 

 

Tabela  2-8: Valores da curva de Koch. 

Iteração 

n 

Passo de medida 

η 

Comprimento 

 L(η) 

Log η Log L(η) 

0 1 1 0 0 

1 1/3 4/3 -0,477 0,125 

2 1/9 16/9 -0,954 0,249 

3 1/27 64/27 -1,431 0,374 
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log L(η)

log η0

 

Figura  2-5: Gráfico log L(η) vs. log η da curva de Koch. 

O cálculo da dimensão fractal d da curva de Koch é dada pela fórmula (2.35), considerando por 

exemplo η=1/3: 

 262,1
)3/1log(
)3/1(Llog1d =−=   

Uma outra variante da construção de Koch, chamada de “bloco de neve” de Koch ou “ilha” de 

Koch, está ilustrada na Figura 2-6. Na Figura 2-7, está representada outra muito conhecida 

estrutura fractal designada de conjunto “entrançado” de Sierpinski. 

 
   n=0   n=1          n=2       n=3   … 
 

Figura  2-6: Construção do “bloco de neve” de Koch. 

    
 

n=0   n=1   n=2   n=3     … 
 

Figura  2-7: Construção do triângulo de Sierpinski. 
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A geometria fractal permite a descrição e a modelização matemática de muitas das formas 

complexas existentes na natureza. Fenómenos naturais como as costas terrestres, montanhas e 

nuvens podem ser quantificados por uma dimensão fractal, resultante da sua auto-similaridade 

natural. A teoria dos fractais permitiu o desenvolvimento de praticamente todas as áreas 

cientifícas, nomeadamente a matemática, ciência dos computadores, física, química, 

meteorologia, cosmologia, biologia, economia, ciências sociais, mecânica e um número 

infindável de aplicações.   

Sabe-se também que existe uma relação de interdepedência entre a fractalidade (i.e estruturas  

geométricas fractais) e as derivadas fraccionárias. A fractalidade depende da geometria, assim 

como as derivadas fraccionárias dependem da dinâmica dos sistemas. Deste modo, havendo uma 

correlação entre a geometria e a dinâmica, podemos relacioná-las, especialmente quando a 

geometria condiciona um fenómeno físico regido por uma equação diferencial. A geometria 

fractal conduzirá então a uma equação diferencial de ordem não-inteira. O recíproco, em que a 

dinâmica condiciona a geometria é também verdade.  

Dada a existência desta interdependência, as derivadas fraccionárias são utilizadas para 

modelizar inúmeros fenómenos físicos. Podemos citar vários exemplos tais como:  

• Na “interface” fractal entre um metal e um meio iónico, a corrente é proporcional à derivada 

não-inteira da tensão (física-química);  

• A corrente que atravessa um condensador é proporcional à derivada não-inteira da tensão se, 

pelo menos, uma das armaduras é rugosa (electricidade); 

• Na relaxação da água sobre um dique, o débito é proporcional à derivada não-inteira da 

pressão dinâmica à interface água-dique se a estrutura interna do dique é porosa (mecânica);  

• Num material viscoelástico a corrente é proporcional à derivada não-inteira da deformação.  

Existe pois uma ligação estreita entre estes dois conceitos, especialmente no estabelecimento de 

uma dimensão fractal a uma ordem de derivação não-inteira.  

A fractalidade pode resultar da rugosidade ou da porosidade do objecto (como é o caso da 

“interface” água-dique em que o dique apresenta uma estrutura interna porosa, capítulo 3). Dado 

o carácter recursivo da fractalidade, tanto a rugosidade como a porosidade são consideradas 

através da sua recursividade. Para uma melhor compreensão vejamos o exemplo da secção 2.7.3 

seguinte. 
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2.7.3 Modelo Fractal de uma Interface Irregular  

Neste exemplo vamos considerar a transferência de carga eléctrica entre duas substâncias 

diferentes: um eléctrodo de metal e um electrolítico. A corrente eléctrica, na sua passagem, 

encontra uma resistência (R) e uma capacidade (C) através da superfície de separação (interface) 

entre os dois meios. Devido ao facto das superfícies de contacto apresentarem uma certa 

rugosidade, o circuito RC correspondente não dá uma descrição adequada da dinâmica do 

processo. 

A Figura 2-8 representa um corte da secção do modelo da interface. Repare-se que esta estrutura 

é auto-similar. Aliás, não é mais do que a representação do conjunto de Cantor ternário (com n=2 

na figura). 

H/a2

H

L

L

L

L

H/a

eléctrodo

electrólito

 

Figura  2-8: Barra de Cantor (ternária). 

Como 
S
LR ρ= , a resistência de cada segmento vem: 

 ...   
a/kH

LR   ;
a/kH

LR   ;
kH
LR 2321 ρ=ρ=ρ=  (  2.37 ) 

ou seja: 

 aRR i1i =+  (  2.38) 

Em cada um dos níveis da barra a capacidade C entre o eléctrodo e a terra é constante, pois o 

comprimento das faces laterais mantém-se constante. Logo resulta: 

   i1i CC =+  (  2.39) 
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Assim, a interface é modelizada por um circuito eléctrico recursivo equivalente conforme o 

representado na Figura 2-9. 

...

Z

C

R

aR

C

a2R

C

a2R

a2R

a2R

aR

C

C

C

C

...

...

...

 

Figura  2-9: Circuito eléctrico recursivo da barra de Cantor. 

A impedância Z(jω) do circuito recursivo é dada por: 

 

...Ra
2Cj

1aR

2Cj

1R)j(Z

2 +
+ω

+
+ω

+=ω  (  2.40 ) 

A expressão de Z(jω) obedece à seguinte fórmula recursiva:  

 )j(Z
2
a)

a
j(Z ω=
ω  (  2.41) 

com solução (k é um factor de escala): 
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aln 
2ln -1m   ,)j(k)j(Z m =ω=ω −  (  2.42) 

A ordem fraccionária m da resposta em frequência é devida à natureza recursiva do circuito. 

Note-se a sua relação com a dimensão fractal. Genericamente, para N ramos temos: 

  
aln 
Nln -1m =  (  2.43) 

Alguns destes resultados são confirmados no capítulo 3 referente ao controlo CRONE, dado que 

este também resulta da análise de um fenómeno natural fractal (porosidade) que conduz à sua 

modelização por uma equação diferencial de ordem não-inteira.  

2.8 Computação Numérica de Derivadas Fraccionárias 

As derivadas de ordem fraccionária podem ser calculadas de um modo simples, através de uma 

aproximação da já referida definição de Grünwald-Letnikov (GL) (secção 2.2). Esta 

aproximação é validada pelo facto de que, para uma gama variada de funções, a definição de 

Riemann-Liouville (RL) e de GL são equivalentes [Pod99a]. Este facto permite-nos usar a 

definição de RL, durante a formulação do problema, e depois regressar à definição de GL, para 

obter a solução numérica. 

2.8.1 Cálculo Numérico das Derivadas Fraccionárias 

A aproximação “mais atraente” para o cálculo de derivadas de ordem fraccionária é, sem dúvida, 

a definição de Grünwald-Letnikov (secção 2.2), a qual é repetida de seguida: 

 

 ( ) )kht(f)1()t(f    ,
h

)t(f
lim)t(fD k

h
at

0k

k
ha

ha

0hta −−=Δ
Δ

= α
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

=

α
α

α

→

α ∑  (  2.44) 

onde [x] significa a parte inteira de x. 

Deste modo, a derivada (ou o integral) de ordem fraccionária pode ser calculada usando a 

seguinte aproximação: 

 )t(f)t(fD hata
αα Δ≈  (  2.45) 
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Esta aproximação leva-nos à seguinte definição para o cálculo numérico da derivada (ou 

integral) de ordem fraccionária α: 

 ( ) )kht(f)1(
h
1)t(fD k

h
at

0k

k
ta −−≈ α

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

=
α

α ∑  (  2.46a ) 

 
)1k()1k(

)1(
k +−αΓ+Γ

+αΓ
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α  (  2.46b) 

onde Γ é a função Gama e h o incremento no tempo. 

1) Princípio da “Memória-curta” 

Da análise da expressão (2.46a) verificamos que para t>>a o número de termos da aproximação 

da derivada fraccionária se torna muito elevado. Verificamos também com base nos coeficientes 

da aproximação, que para t elevado o papel da “história” do comportamento da função f(t), perto 

do “ponto de início” t=a, pode ser desprezado sob certas condições [Pod99a]. Estas observações 

levaram à formulação por parte de I. Podlubny do chamado princípio da “memória-curta”, que 

significa apenas ter em conta o “passado recente” do comportamento de f(t). Isto é, considerar 

apenas o intervalo [t−L, t], onde L é o “comprimento de memória”. Assim, temos: 

 La   t),t(fD)t(fD tL-tta +>≈ αα  (  2.47 ) 

Por outras palavras, e de acordo com o princípio da “memória-curta”, a derivada fraccionária 

com o limite inferior a é aproximada pela derivada fraccionária de limite inferior deslocado de    

t−L. Devido a esta aproximação, o número de termos da aproximação (2.46) nunca é superior à 

parte inteira de [L/h]. 

É claro que este tipo de simplificação gera alguma imprecisão no resultado. Se considerarmos 

f(t)≤M para a≤ t≤b, o erro Δ(t) introduzido pelo princípio da “memória-curta” pode ser estimado 

da seguinte forma [Pod99a]: 

 btLa   ,
)1(

ML)t(fD)t(fD)t( tL-tta ≤≤+
α−Γ

≤−=Δ
α

αα  (  2.48) 

Do mesmo modo, tendo pré-definido um erro máximo ε, o “comprimento de memória” L pode 

ser determinado por: 
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α

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

αΓε
≥≤≤+ε≤Δ

/1

)-(1
ML   se   btLa   ,)t(  (  2.49) 

A aplicação do princípio da “memória-curta” reduz o “custo” da computação e minimiza os 

efeitos da acumulação dos erros de arredondamento. 

2) Ordem de Aproximação 

As diferenças finitas podem ser usadas para aproximar derivativas de ordem inteira. Por 

exemplo, para um tempo t fixo e um passo h pequeno, a primeira derivada pode ser aproximada 

através de y(t) e y(t−h) por: 

   
h

)ht(y)t(y)t(y~)t(y −−
=′≈′  (  2.50) 

que não é mais do que a definição clássica de primeira derivada omitindo a operação 
0h

lim
→

. A 

fórmula (2.50) fornece a aproximação de primeira ordem de y’(t). 

A aproximação às diferenças finitas fraccionárias de primeira ordem da derivada de ordem α 

pode ser escrita da forma (com a=0 e t=nh): 

  )kht(fh)t(fD~
n

0k

)(
kt0 −ω= ∑

=

αα−α  (  2.51) 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=ω
α

α

k

k)(
k )1(  (  2.52) 

sendo )(
k
αω  os coeficientes e k = 0, 1, 2, ..., n, n = [t/h]. 

A aproximação utlizada em (2.51) para a derivada fraccionária fornece, como demonstra 

Podlubny [Pod99a], a aproximação de primeira ordem para a derivada de ordem α. De facto, se 

uma função f(t) pode ser desenvolvida por um série de potências: 

 ∑
∞

=

=
0m

m
m ta)t(f  (  2.52) 

então a aproximação às diferenças fraccionárias (2.51) fornece a aproximação de primeira ordem 

para a derivada fraccionária de ordem α para qualquer ponto da região de convergência da série 

de potências [Pod99a]. 
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3) Cálculo dos Coeficientes 

Para a implementação do método das diferenças fraccionárias é necessário o cálculo dos 

coeficientes )(
k
αω  da derivada fraccionária: 

 ... 2, 1, 0,k   ,)1(
k

k)(
k =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=ω
α

α  (  2.53 ) 

onde α é a ordem da diferenciação fraccionária. 

Os coeficientes )(
k
αω  podem ser calculados de duas formas. A primeira forma é baseada numa 

das propriedades dos coeficientes do binómio, em que estes seguem as seguintes relações 

recorrentes: 

 ... 3 2, 1, k   ,  
k

1-1    ;1 )(
1-k

)(
k

)(
0 =ω⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +α

=ω=ω ααα  (  2.54 ) 

a qual é adequada para um valor de α fixo. 

Contudo, quando necessitamos de encontrar um valor apropriado de α (como é o caso na 

identificação de sistemas), as relações recorrentes dadas por (2.55) não são as mais adequadas. 

Uma outra forma de determinar os coeficientes )(
k
αω  pode ser realizada usando a transformada de 

Fourier [Pod99a]: 

  ( )α−
α

π

α
α −=

π
=ω ∫ it

2

0

ikt)(
0 e1)t(f   ,dte)t(f

i2
1  (  2.55) 

O método da transformada rápida de Fourier (i.e Fast Fourier Transform-FFT) [Hec97] pode ser 

implementado para determinar os coeficientes )(
k
αω . Dado o número finito de coeficientes )(

k
αω  

obtidos, o método FFT deve ser combinado com o princípio da “memória-curta”. 

2.8.2 Solução Numérica de Equações Diferenciais Fraccionárias 

A solução numérica de uma equação diferencial pode ser obtida de um modo explícito, 

substituindo a derivada fraccionária da equação pela definição da aproximação das diferenças 

finitas fraccionárias obtida na secção 2.8.1. 

Como exemplo consideremos uma equação diferencial de ordem fraccionária definida por: 
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 0   t),t(f)t(Ay)t(yDt0 >=+α  (  2.56) 

 1-n ..., 2, 1, 0,k   ,0)0(y )k( ==  (  2.57) 

onde n 1n ≤α<− . Para 20 ≤α<  esta equação é designada de equação da                  

relaxação-oscilação. 

Utilizando a aproximação de primeira ordem definida em (2.51), vem: 

    ... 3, 2, 1,m   ;0y   ,fAyyh 0mmjm

m

0j

)(
j ===+ω −

=

αα− ∑  (  2.58) 

 ... 2, 1, 0,m   ),t(ff   ),t(yy   ,mht mmmmm ====  (  2.59) 

 ... 2, 1, 0,j   ,)1(
j

j)(
j =⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=ω
α

α  (  2.60) 

Assim, podemos definir o seguinte algoritmo para a solução numérica da equação (2.57): 

 1-n ..., 2, 1, k   ,0yk ==  (  2.61) 

    ... 1,n ,nm   ,fhyyAhy mjm

m

1j

)(
j1mm +=+ω−−= α

−
=

α
−

α ∑  (  2.62)  

o qual é facilmente implementado por qualquer software de computação numérica (tal como o 

Matlab1 ou o Mathematica2). 

2.9 Aplicações 

As aplicações referidas nesta secção dizem respeito somente à utilização das derivadas e 

integrais fraccionários no domínio do controlo automático de sistemas. Nesta ordem de ideias, 

surgem duas abordagens que vêm sendo estudadas nos últimos anos. Uma é a abordagem que 

adopta o domínio das frequências. Sendo esta a primeira a ser estudada e com resultados 

práticos, está de algum modo já estabelecida. A outra, mais recente, é a abordagem que adopta o 

domínio dos tempos. Sendo que está ainda pouco desenvolvida, devido essencialmente à falta de 

                                                 
1 Matlab é uma marca registada da Mathworks  
2 Mathematica é uma marca registada da Wolfram Research  
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métodos analíticos bem delineados para a sua análise, existem contudo alguns estudos efectuados 

neste domínio. 

2.9.1 Domínio das Frequências 

A aplicação das derivadas e integrais fraccionários no controlo de sistemas que adopta o domínio 

das frequências é devida a Oustaloup [Ous91], [Ous95]. Este investigador vem, desde há duas 

décadas, estudando a sua aplicação de um ponto de vista da resposta em frequência do sistema. 

 A análise no domínio das frequências de sistemas fraccionários (i.e sistemas que utilizam 

derivadas e integrais fracionários) está já bastante estudada [Ous91], [Mar90]. No entanto, a 

ideia da utilização das derivadas fraccionárias no controlo automático sistemas deve-se ao 

trabalho pioneiro desenvolvido por Oustaloup. Este utilizou controladores fraccionários, 

projectados pelos métodos da resposta em frequência, para provar que este tipo de controladores 

fornecem um melhor desempenho do sistema que os controladores tradicionais (i.e de ordem 

inteira), nomeadamente melhor que os algoritmos clássicos do tipo PID. 

Através da observação de um fenómeno natural robusto (como é a relaxação da água sobre um 

dique poroso), Oustaloup [Ous99a] desenhou um circuito eléctrico recursivo equivalente da 

“interface” água-dique, como o ilustrado na Figura 2-10: 

U

I

IiI1 I2
+

-

R

C

R/α

C/η

R/α i-1

C/η i-1

 

Figura  2-10: Circuito eléctrico recursivo equivalente da “interface” água-dique. 

em que: 

 ∑=
i

iII , 
α

=+
i

1i
RR , 

η
=+

i
1i

C
C  (  2.63 ) 
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onde α e η são os factores de escala, I é a corrrente devida à tensão aplicada U e Ri e Ci são os 

elementos de resistência e capacidade do i-ésimo ramo do circuito. 

A admitância Y(jω) deste circuito é dada por: 

 ∑
= αη+ω

αω
=ωω⋅ω=ω

n

1i
1-i

1-i

)(CRj
Cj)Y(j   ),j(Y)j(U)j(I  (  2.64 ) 

Os diagramas de Bode assimptóticos da amplitude e da fase de Y(jω) estão ilustrados na  Figura 

2-11: 

log η log α

 Δ dB

0

|Y(ω)|dB

arg {Y(ω)}

log ω

π /2

m π /2

0 ω 'i ω 'i+1ω i ω i+1 ω 'i+2 log ω

a)

b)

20 dB/dec
20m dB/dec

 

Figura  2-11: Diagramas de bode assimptóticos de Y(jω):                                                   
a) Amplitude, b) Fase.  

As frequências de corte do pólo ωi e do zero ω’i obedecem às seguintes relações recursivas: 

 η=
ω
ω′

α=
ω′
ω

αη=
ω′
ω′

=
ω
ω +++

i

1i

i

i

i

1i

i

1i     ,    ,  (  2.65) 
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A expressão da ordem não-inteira para m (i.e declive da recta média da amplitude ou fase de 
Y(jω)) é dada por: 

 

α
η+

=

log
log1

1m  (  2.66) 

A resposta em frequência de ordem fraccionária é devida à natureza recursiva do circuito. De 

facto, a admitância Y(jω) segue a fórmula recursiva: 

 )(Y1Y ω
α

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
αη
ω  (  2.67) 

com a solução (K é um factor de escala) de acordo com (2.67) [Ten95]: 

 

α
η

+
=ω=ω −

log
log1

1m   ,)j(K)(Y m  (  2.68) 

Este método é caracterizado por um diagrama do Lugar de Raízes (Figura 2-12) que apresenta 

um coeficiente de amortecimento ζ=f(θ) independente do ganho K do sistema (os pólos 

conjugados s+ e s- deslizam sobre as rectas à medida que o ganho varia), mantendo uma margem 

de fase constante, contrariamente ao que ocorre nos sistemas de controlo clássicos de ordem 

inteira. 

Re(s)

Im (s)s+

s-

θ

Plano s

θ

 

Figura  2-12: Lugar de raízes. 

+∞ ←K 

-∞ ←K 

0 =K 

pólos s+, s- 
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O projecto de um controlador que levasse o sistema a ter este tipo de comportamento definiu a 

seguinte estrutura da função de transferência C(jω) do controlador: 

 ∏
= ωω+

ω′ω+
=ω

N

1i i

i
0 /j1

/j1
C)j(C  (  2.69) 

em que C0 é o ganho e em que as frequências de corte dos pólos e dos zeros (i.e ωi e ω’i) são 

definidos através de uma distribuição alternada recursiva em função dos factores α e η. 

A aproximação no domínio das frequências conduz a uma implementação com um número finito 

de zeros e de pólos (expressão (2.70)), determinados através de relações recursivas. Contudo, 

este método possui algumas desvantagens. Além da sua implementação digital ser eventualmente 

complexa, a resposta em frequência fornece um “ripple” (devido ao número finito de pólos e de 

zeros). 

O método da resposta em frequência pelo CRONE será alvo de um estudo mais aprofundado no 

capítulo 3 deste texto. 

2.9.2 Domínio dos Tempos 

2.9.2.1  Método Analítico 

Um método analítico usado para o controlo de sistemas, apesar de ainda estar na sua fase inicial 

(pelo que muitas questões estão ainda por responder), foi desenvolvido por Podluny [Pod99b]. 

Este método adopta a análise no domínio dos tempos de sistemas de ordem fraccionária, 

permitido deste modo obter a solução analítica explícita da resposta y(t) do sistema                  

(Figura 2-13). 

Consideremos o sistema de controlo de realimentação unitária da Figura 2-13, onde G(s) é a 

função de transferência do sistema controlado, C(s) é a função de transferência do controlador, 

R(s) é a entrada de referência , E(s) é o erro, U(s) é a saída do controlador e Y(s) a saída do 

sistema.  
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R(s) Y(s)
C(s) G(s)

E(s) U(s)+

-

 

Figura  2-13: Sistema de controlo de realimentação unitária. 

As funções de transferência do sistema da Figura 2-13, contrariamente à aproximação clássica, 

são descritas por funções de transferência de ordem arbitrária, isto é, utilizando derivadas e 

integrais de ordem não-inteira. Estes sistemas, designados de sistemas de ordem fraccionária, 

incluem também o caso particular dos sistemas de ordem inteira. 

Assim, as funções de transferência de ordem fraccionária (FTOF) são dadas por uma expressão 

do tipo: 

 
011nn sasa...sasa

1)s(G
011nn

n βββ
−

β ++++
=

−
 (  2.70) 

onde: 

 arbitrário real número  um én    ..., 2, 1, ,0k   ,k =β  (  2.71) 

 0  ...  011nn >β>β>>β>β −  (  2.72) 

 arbitrária constante uma én    ..., 2, 1, 0,k   ,a k =  (  2.73) 

No domínio dos tempos, a FTOF (2.71) corresponde a uma equação diferencial de ordem 

fraccionária (EDOF) de n termos: 

 )t(u)t(yDa)t(yDa...)t(yDa)t(yDa 011nn
011nn =++++ βββ

−
β −  (  2.74) 

onde αα = t0 DD  é a derivada fraccionária de Caputo de ordem α com respeito à variável t e com o 

ponto de início t=0 (ver secção 2.2).  

A escolha da derivada fraccionária de Caputo, em detrimento de outras definições bem mais 

conhecidas, como é o caso da RL, resulta da consideração por parte desta das condições iniciais 

,y(0)y ,y)0(y 10 =′= etc (i.e posição, velocidade, etc.) mais facilmente interpretáveis. Além 

disso, a derivada de Caputo de uma constante é zero. Por estas razões, a utilização da definição 

de Caputo parece ser a mais adequada entre todas as outras. 
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A resposta y(t) do sistema da EDOF (2.75) ao degrau unitário ou ao Dirac de u(t) é obtida 

através da obtenção da transformada de Laplace inversa (operador L-1) da função Gn(s).  

Dada a não existência de tabelas com fórmulas de inversão da transformada de Laplace para o 

tipo de funções (fraccionárias) dadas por (2.71), é introduzida uma nova função que permite a 

solução analítica deste tipo de equações. Esta função é designada de Mittag-Leffler em dois 

parâmetros )z(E ,βα [Pod99a], [Pod99b], [Kir98]: 

 ∑
∞

=
βα >βα

β+αΓ
=

0j

j

,    0 ,   ,
)j(

z)z(E  (  2.75) 

A derivada de ordem k desta função é dada por: 

 ∑
∞

=
βα =

β+α+αΓ
+

=
0j

j
)k(

,    ... 2, 1, 0,k   ,
)kj(!j

z)!kj()z(E  (  2.76) 

É introduzida por conveniência a função: 

 ... 2, 1, 0,k   ),yt(Et),;y,t( k
,

1

k
==βαε α

βα
−β+α  (  2.77) 

A transformada de Laplace desta função (2.78) é dada por: 

 α

+α

β−α∞
− >=βα±ε∫

/1
1kk

0

st yRe(s)   ,
)ys(

s!kdt),;y,t(e
m

 (  2.78) 

Uma das propriedades mais interessantes da função ),;y,t(
k

βαε  é a sua diferenciação ser 

simples: 

 β<λλ−βαε=βαελ    ),,;y,t(),;y,t(D
kkt0

 (  2.79) 

A utilização de (2.79) permite a determinação da transformada inversa de Laplace da FTOF 

Gn(s) (2.71) e, logo, a obtenção de gn(t), tal como está demonstrado em Podlubny [Pod99b], 

[Kir98]. 

As fórmulas anteriores estabelecem um método analítico para a resolução de equações 

diferenciais fraccionárias fornecendo, consequentemente, expressões analíticas explícitas para a 

resposta do sistema às entradas de teste (i.e degrau, rampa, parábola, etc.) do sistema tipo 

ilustrado na Figura 2-13. 
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Podluny [Pod99b] aplicou esta teoria para a obtenção de uma generalização do controlador PID 

clássico, e que designou de controlador PIλDμ, devido ao facto de envolver um integrador de 

ordem λ e um diferenciador de ordem μ. A função de transferência deste tipo de controlador 

toma então a forma: 

 0 ,   ,sKsKK
)s(E
)s(U)s(C DIP >μλ++== μλ−  (  2.80) 

A equação de saída u(t) do controlador PIλDμ no domínio dos tempos é: 

 )t(eDK)t(eDK)t(eK)t(u DIP
μλ− ++=  (  2.81) 

A Tabela 2-9 mostra que o clássico controlador PID (PI, PD ou P) é um caso particular do 

controlador fraccionário PIλDμ.  

Tabela  2-9: Casos particulares do controlador PIλDμ. 

λ μ Controlador 

1 1 PID 

1 0 PI 

0 1 PD 

0 0 P 

 

Podlubny [Pod99b] conclui que o controlador PIλDμ de ordem fraccionária é adequado para o 

controlo de sistemas dinâmicos de ordem fraccionária. Este facto é importante, pois existem 

sistemas reais que são melhores descritos por equações diferenciais de ordem fraccionária. É 

claro que a aplicação deste método exige o desenvolvimento de métodos de identificação dos 

parâmetros de modelos de ordem fraccionária, assim como a escolha mais apropriada da ordem 

do modelo. A limitação mais importante deste método está relacionada com o facto de apenas 

serem considerados os sistemas lineares de coeficientes constantes. 

Da mesma forma, para a realização física do controlador PIλDμ são necessários circuitos 

específicos, nomeadamente que efectuam a diferenciação e integração de ordem fraccionária de 

Caputo. Estes integradores e diferenciadores estão já descritos em [Old74]. 
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Como conclusão podemos referir que para um sistema de ordem fraccionária parece ser mais 

adequado usar um controlador de ordem fraccionária, em vez do controlador PID clássico de 

ordem inteira. 

2.9.2.2 Método Numérico 

Uma outra aproximação das derivadas fraccionárias no controlo de sistemas que adopta o 

domínio dos tempos é baseada directamente da definição de Grünwald-Letnikov (GL). Este 

método é desenvolvido por Tenreiro [Ten96] e resulta do facto de a definição de GL para a 

derivada de ordem fraccionária (DOF) poder ser obtida através da sua expansão em série. Assim, 

para um algoritmo de controlo discreto no tempo de período de amostragem T, a fórmula pode 

ser aproximada por uma série truncada de n termos, resultando as seguintes equações nos 

domínios do tempo e z: 

 )kTt(x)1(
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1)t(xD

n

0k k

k −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−≈ ∑

=

α

α
α  (  2.82a) 

 { } )z(Xz
)1k(!k
)1()1(

T
1)t(xDZ

n

0k

k
k

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−αΓ
+αΓ−

≈ ∑
=

−
α

α  (  2.82b) 

De maneira a termos uma boa aproximação, o número de termos n deve ser elevado e o tempo de 

amostragem T pequeno. 

O estudo deste método é realizado sobre o sistema de realimentação unitária representado na 

Figura 2-14, e que traduz um sistema de controlo fraccionário, dado que o controlador 

implementa uma acção de controlo de ordem não-inteira α. 

y(t)
kDα Processo

e(t) u(t)+

-

Controlador
Fraccionário

r(t)

 

Figura  2-14: Sistema de controlo fraccionário. 
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Como já foi referido, o algoritmo de controlo fraccionário é obtido por uma truncatura da série 

definida por (2.83) em n termos, e que pode ser obtido através da sua expansão em série de 

Taylor [Ten98]: 

  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−α−αα

++
−αα

+α−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≈ −−−

α
−α n211 z

!n
)1n)...(1(...z

!2
)1(z1

T
1k)z(D  (  2.83 ) 

O algoritmo de controlo pode implementar uma acção derivativa D ou integral I considerando 

respectivamente um valor positivo ou negativo de α. 

Tenreiro demonstrou [Ten97] que os controladores fraccionários revelam um melhor 

desempenho no controlo de sistemas que os tradicionais controladores PID. Demonstrou também 

que à medida que a série (2.84) contém mais termos melhor é o desempenho do sistema. Estes 

factos são tanto mais verdade quando o sistema está na presença de fenómenos não-lineares.  

Este método é particularmente adequado para uma análise por transformada z e para uma 

implementação digital. Contudo, falta analisar certas questões, tal como a estabilidade do 

método, como o sistema de controlo se comporta na presença de sistemas definidos por equações 

diferenciais de ordem fraccionária (sistemas fraccionários) e a escolha de uma ordem α adequada 

para o desempenho desejado do sistema. 

Este método será alvo de um estudo mais aprofundado no capítulo 4 deste texto. 

2.10 Conclusões 

As derivadas fraccionárias são hoje em dia uma das ferramentas mais poderosas para a 

modelização de certos fenómenos físicos. Devido ao crescente interesse na área dos fractais, e 

sabendo-se da existência de uma relação entre estas duas áreas, é possível com este operador 

obter uma descrição mais completa e generalizada de certos fenómenos que apresentavam 

características irregulares. Na teoria clássica, estas características eram simplesmente 

desprezadas. Isto vai permitir que também se efectue um controlo mais efectivo sobre o 

processo, obtendo deste modo resultados mais satisfatórios.  

 
Apesar de já existirem vários estudos da resposta em frequência de sistemas fraccionários 

[Ous91], [Ous95], assim como (mais recentemente) do estudo destes sistemas no domínio 

discreto [Ten97], [Pod99a], estes métodos necessitam de um análise mais aprofundada de certos 
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aspectos do seu desenvolvimento teórico. Nomeadamente, precisam de um estudo mais 

sistemático que levem a uma efectiva e unificada análise matemática. 

 
As várias definições possíveis para as derivadas fraccionárias (todos elas válidas) dificultam o 

desenvolvimento de métodos analíticos para o estudo efectivo deste  novo tipo de sistemas: os 

sistemas fraccionários. Contudo, existem algumas tentativas de encontrar uma teoria unificada 

do cálculo fraccionária. Saliente-se neste campo a contribuição importante, primeiro pelo 

primeiro livro inteiramente dedicado ao cálculo fraccionário “ The Fractional Calculus” de 

Oldham e Spanier [Old74] e, posteriormente, de Miller e Ross no seu livro “An Introduction to 

the Fractional Calculus and Fractional Differential Equations” [Mil93] e de Samko e Marichev 

“Fractional Integrals and Derivatives” [Sam93]. Mais recentemente, de salientar as contribuições 

de Podlubny (“Fractional Differential Equations”, [Pod99a]) e V. Kiryakova (“Fractional 

Calculus and Mittag-Leffler Functions”, [Kir98]), particularmente na teoria do controlo de 

sistemas. 

 
Está demostrado que os controladores fraccionários fornecem um melhor desempenho que os 

tradicionais controladores, especialmente se o sistema controlado é definido por uma função de 

transferência de ordem fraccionária. Este facto é devido essencialmente ao facto destes 

operadores fornecerem uma caracterização global do sistema em vez da caracterização local 

realizada pelos controladores de ordem inteira. 

 
 
 
 

 

 


