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Analise de Sistemas Nao Lineares por Plano de Fase
Recorrendo ao MATLAB

Sumario: Pretende-se com este trabalho, fazer uma introducéo as capacidades de desenho de
trajectdrias de equacles diferenciais de segunda ordem no Plano de Fase, através
da integragéo pelo Método de Runge-Kutta, recorrendo ao software MATLAB.

Considere-se como exemplo a seguinte equacédo diferencial de segunda ordem:

d’x dx
e +E+X:O

Equacéo 1: Exemplo de equacéo diferencial de um sistema de segunda ordem

O objectivo deste trabalho consiste na representacdo das solu¢des de uma equacao diferencial
de segunda ordem no Plano de Fase. Uma equacao deste tipo pode ser escrita como:

d?x ( dx)
a2 + f X ot =0

<:>d—2X——f(x %)
dt? " dt

Equacao 2: Forma alternativa da equacéao diferencial do sistema de segunda ordem

Fazendo:
X; =X
X _xe X _ %
27 dt 2 dt

Equacao 3: Escolha das variaveis para representacédo no Plano de Fase

Substituindo este resultado na equacéo 2, fica:

dx,

d @
X
d—tzz—f(xl,xz)

Equacdo 4: Forma alternativa (variaveis de fase) da equacao diferencial para representacao no Plano de Fase

Considerando agora a equacéo 1 (exemplo que pretendemos representar no Plano de Fase), e
colocando-a na forma apresentada na equacdo 4, obtém-se o seguinte sistema de duas
equacOes diferenciais de primeira ordem:

dx
i

Equacdo 5: Forma alternativa (variaveis de fase) do exemplo a representar no Plano de Fase
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1.

b)

c)
d)

e)

Implementacdo da Equacéao Diferencial no MATLAB
O primeiro passo para a representacdo desta equacao no Plano de Fase, passa pela sua
definicdo no MATLAB.

Para esse efeito inicie a aplicacdo MATLAB.

Todo o codigo necessario para efectuar a representacéo das solu¢des de uma equacao no
Plano de Fase pode ser escrito directamente na janela do MATLAB. Alternativamente,
pode-se introduzir todo o codigo num ficheiro de dados do MATLAB, genericamente
chamado M-File (¢ um ficheiro de texto normal, com extensao *.m), que é depois carregado
para o MATLAB sempre que necessario.

Esta solucéo é preferencial quando o codigo se torna extenso, para evitar ter que o estar a
re-escrever de novo sempre que se pretende efectuar uma nova representacao.

Para criar um novo M-File, escolha a opgéo "New" do menu "File" do MATLAB.
Dentro da opgéo "New", escolha a subopg¢éo "M-File".

Aparecer-lhe-4 numa nova janela o editor do MATLAB, com o seguinte aspecto:

) MATLAE Command Window =13
File Edit ‘Window Help
DI k(@ o] s(al &l 2|
To get started, type one of these commands: helpwin, helpdesk, or demo. j
For information on all of the HMathWorks products, type tour.
p* ® . MATLAB Editor/Debugger - [Untitled1] M= E3
File Edit “iew Debug Window Help _|ﬁ'|1|

DR =) 22 <@ ElE|EE] s

Fieady Line 1 854 &AM 2

Figura 1: Janela do editor de ficheiros tipo M do MATLAB

Comece a introduzir o codigo que lhe vai sendo dado (podera introduzir comentarios no seu
M-File, para o que devera iniciar os comentarios pelo caracter %).

O primeiro passo da escrita de um M-File devera passar pela definicAo de um cabecalho
gue indique claramente a que se refere o ficheiro em questdo. Como exemplo, apresenta-
se 0 seguinte codigo:
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M-File para tracar as trajectorias no Plano de Fase
de Equacoes diferenciais de segunda ordem

Dezembro de 1999

Manuel Silva, Tenreiro Machado

%x (1)=x(t)
%x(2)=dx/dt

%Equacdo 1 - Pag. 22 dos apontamentos
%

%DDx+Dx+x=0

% => x(1)=x,x(2)=Dx,Dx(2)=DDx

%

b)

d)

f)

9)

Figura 2: Janela do editor de ficheiros tipo M do MATLAB

O primeiro M-File a implementar, servira para definir as variaveis de fase da equacédo
diferencial a representar no Plano de Fase (ver equacao 5).

Este M-File sera chamado recursivamente pela fungdo ode45 (que analisaremos a frente),
ao longo da execucdo do programa de calculo das trajectérias no Plano de Fase, e servira
para efectuar os varios céalculos necessarios a determinacao de dx,/dt e dx,/dt.

As variaveis de fase tém que ser definidas num vector coluna (no nosso caso chamado dx)
em que a primeira linha corresponde a definicdo da expressdo da variavel dx,/dt e a
segunda linha a definicdo da expressao da variavel dx,/dt.

Este M-File foi implementado com a estrutura de uma funcdo do MATLAB. A esta fungéo
sdo passados dois vectores, o vector X e 0 vector t. O primeiro destes vectores contém o0s
valores de dx,/dt e dx,/dt, e o segundo vector contém o instante de tempo no qual estes
valores foram calculados. A fungéo retorna o vector dx que contém os valores de dx,/dt e
dx,/dt calculados nessa iteragao.

E de realcar que o vector dx ndo contém os valores de dx,/dt e dx./dt, mas sim os valores
calculados em cada iteracdo, sendo os valores de dx,/dt e dx,/dt armazenados no vector X.

Sempre que se torne necessario representar no Plano de Fase uma nova equacéo, este é o
Unico M-File que é necessario alterar.

Apo6s terminar a introducdo do cédigo grave o M-File, de forma a ser possivel voltar a
carrega-lo sempre que necessario. Para isso seleccione a opcdo "Save As..." do menu
"File" da janela do Editor do MATLAB e guarde o seu M-file com o0 nome “casol.m”.

O cbdigo completo deste M-File é o apresentado na figura 3, assim como no Anexo 2.
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a)

) MATLAB Command Window 2] =]
E F . MATLAB Editor/Debugger - [cazol.m - C:AMATLABAbin\cazol.m™]
[ @ File Edit Wiew Debug Tools Window Help _|ﬁ||1|

DESH |/ BR(82 @2 E EHE sk _ | L

lfunct,ion dx=casolit,x]:
>

> %
%
(Definigéo das wvaridveis
%

S

sx{1)=xit]
sx (2] =dx/dt

5
5
(Definigéo da equagdo diferencial a desenhar no Plano de Fase

S

S

%
(Equagdo 1 - Pag. 22 dos apontsmentos
Y

FDDR+Dx+x=0

¥ =r ®K(l)=x,®x(2)=Dx,Dx(2)=DDx

S

dx=[x{2);-x(1)-x(2]];

| @ cazol.m- C:...l

Ready Line 1 B1E PM 2 lll
L

al
Figura 3: Janela do editor de ficheiros tipo M do MATLAB

Crie um novo M-File.

Neste M-File vai ser implementado o cédigo para se efectuarem os calculos necessarios a
representacdo da equacéo 1, no Plano de Fase.

Depois de introduzir o cabecalho do ficheiro, deverdo ser definidas as constantes e/ou os
parametros a serem utilizadas (ver figura 4).

Em primeiro lugar, comeca por se efectuar a limpeza da memoria do MATLAB e a da janela
de graficos, apds o que se define e inicializa a variavel auxiliar aux com o valor 1.

De seguida inicializa-se a variavel dt que corresponde ao incremento temporal entre cada
iteracdo durante o calculo dos integrais de X; e X, pelo método de Runge-Kutta. Por sua
vez o parametro t max corresponde ao maximo tempo durante o qual vamos analisar a
evolucao das trajectérias no Plano de Fase (neste caso t_max= 6 seg).

ApGs isto define-se e inicializa-se o vector que vai conter 0s instantes de tempo nos quais
vao ser calculados os valores dos integrais (vector_t), através de um ciclo for.

Em seguida define-se o parametro n_que indica 0 numero de condi¢bes iniciais das
trajectdrias a considerar, para a representacao no Plano de Fase.

A definicdo dos parametros conclui-se com a introdugdo dos valores maximos que as
trajectérias podem apresentar no Plano de Fase, X max e Dx max, correspondendo
respectivamente aos valores maximos de X; € Xo.

M-Fille para tracar as trajectoérias no Plano de Fase
de Equacoes diferenciais de segunda ordem

Dezembro de 1999

Manuel Silva, Tenreiro Machado
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%Limpeza da memdéria do MATLAB
clear;

%Limpeza da janela com o grafico
close;

%variavel auxiliar
aux=1;

%incremento temporal
dt=0.01;

%intervalo de tempo a considerar

t0=0;

t_max=6;

for I=tO0:dt:t_max
vector_t(aux)=[i];
aux=aux+1;

end

aux=1;

%Numero de pontos na grelha
n=6;

%Valores maximos da grelha
X_max=1;
Dx_max=1;

Figura 4: Cadigo correspondente a definicdo dos parametros

7. Chegados a esta fase devem-se calcular os valores iniciais das trajectérias.

a) Para este efeito os pontos iniciais da trajectéria vao ser calculados de acordo com as
equacgles gque se apresentam na figura 5, de forma a que fiqguem igualmente distribuidos na
janela em que virdo a ser apresentados os resultados.

%Inicializacao da posicao e da velocidade: Condicoes iniciais
for i = 1:n,
for j = 1:n,

%Posicao inicial na grelha
x1=(i-(n+1)/2)*x_max/n;

%Velocidade inicial na grelha
x2=(J-(n+1)/2)*Dx_max/n;

%vector inicial
x0=[x1;x2];

Figura 5: Cadigo correspondente a definicdo das condigdes iniciais

8. Estamos agora em condi¢cBes de iniciar a integracdo das variaveis de fase (ver equacéo 5),
através do méctodo de Runge-Kutta. Esta integracao é efectuada recorrendo ao comando
ode45 do MATLAB.
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a) Este comando aceita como entradas o nome do M-File onde se encontram definidas as
equacgles a integrar, o vector de instantes de tempo nos quais vao ser calculados os
integrais e as condicdes inicias.

b) A saida, o comando ode45 retorna dois vectores, um com os resultados da integracio
(vector xX) e outro com os correspondentes instantes de tempo (vector t) em que foram
determinados os valores dos integrais.

¢) Os resultados de x(1) e x(2) séo guardados, respectivamente, na primeira e segunda
colunas do vector X.

[t.,x]=0de45("casol”,vector_t,x0);

Figura 6: Cdadigo correspondente a integracao das equages diferenciais de primeira ordem pelo método de Runge
Kutta 4(5)

9. Quando o célculo de uma trajectéria esta completa, esta é representada.

a) Sao também representados os eixos do grafico e as respectivas legendas, como se pode
observar do codigo apresentado na figura 7.

%
%Representacao das trajectoérias no plano de fase
%

if (aux ==
plot(x(:,1),x(:,2))
hold on
aux=2;
else
plot(x(:,1),x(:,2))
end

end %ciclo j
end %ciclo 1

hold off

%

%Apresentar a parte importante do grafico
%

axis([-x_max,Xx_max,-Dx_max,Dx_max])

%

%Desenho dos eixos do grafico
%

line([-x_max,x_max],[0,0])
line([0,0], [-Dx_max,Dx_max]1)

%

%Legendas dos eixos do grafico
%

xlabel ("x1%)

ylabel ("x2%)

Figura 7: Codigo correspondente a representagdo das trajectdrias no Plano de Fase
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10. Grave o M-File com o nome “plano_de_fase”.

a) O cdbdigo completo para a representagdo das solugBes desta equacgdo no Plano de Fase
(correspondente ao M-File “plano_de_fase”) é apresentado em anexo (ver Anexo 1).

11. Para executar o M-File “plano_de_fase”, devera executar o seguinte comando no “prompt
do MATLAB:

a) >plano_de fase;

b) As trajectérias correspondentes a solugdo da equacdo 1 no Plano de Fase sdo as
apresentadas na figura 8 (o ponto singular, cujas coordenadas séo (0, 0) corresponde a um
foco estavel, com valores préprios Mf_lijﬁ).

2772

) MATLAB Command Window 2] x|
File Edit ‘“Window Help

D&% EEo @B 2

To get started, type one of these: helpwin, helpdesk, or demo.
For product information, visit www.mathworks.com.
# Figure No. 1 =] 3

lano_de f
» prano_de_tase e Edt window Help

»

I

x2

[}
]
e

01

a2t N 1

®1

-
| 3

Figura 8: Representacéo no Plano de Fase correspondente a equagéo 1

12. Vejamos agora o procedimento necessario caso seja pretendido representar a seguinte
equacgédo no Plano de Fase.

d?x |dx
+_
dt? |dt

Equacéo 6: Exemplo de equacéao diferencial de um sistema néo linear

+x=0

a) Tal como indicado no ponto 4., deverd ser criado um M-File que servir4 para definir as
variaveis de fase da equacéao diferencial a representar no Plano de Fase (ver equagéo 7).

dx

a
dx
R

Equacao 7: Variaveis de fase para a representacdo da equacao 6 no Plano de Fase
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b) No M-file referido na alinea anterior, as variaveis de fase tém que ser definidas num vector
coluna (no nosso caso chamado dx) em que a primeira linha corresponde a variavel dx,/dt
e a segunda linha a variavel dx,/dt (o cédigo completo deste M-File é o apresentado no
Anexo 3).

c) Apo6s terminar a introducéo do cédigo grave o M-File com o nome “caso2.m”.
d) As trajectérias correspondentes a solugdo da equacdo 6 no Plano de Fase sdo as
apresentadas na figura 9 (o ponto singular, cujas coordenadas séo (0, 0) corresponde, para

0 caso em que dx/dt>0, a um foco estavel, com valores proprios xm:_}ijﬁ e, para o
2772

caso em que dx/dt<0, a um foco instavel, com valores proprios Ay ,=1 jﬁ).
2772

J MATLAB Command Window == B
File Edit “Window Help

O2| 4 E@lv | @E &2

To get staptod tuna nno nf thoca= halnwin haolndacls n+ damn

For product IR M= &=

File Edit ‘Window Help
» plano_de_fa

2 T T T T T T

Escolha a eq

DDx+D 151 E
DDx+1
DDx+a
DDx+E
DDx+D
T=DDx
T=DDx
T=DDx
DDx+9
DDx+D
DDx+D
dx1=¢ 05
dx2=-

DDx-(

DDx+5 -1
DDx+cC

DDx-x

0.5

=R R = RN B L B

x2
(o]

18
1
12

SN

equacdo: J

3

-
| 3

Figura 9: Representacdo no Plano de Fase correspondente a equacao 6

13. Por ultimo, vejamos agora o procedimento necessario caso seja pretendido representar a
seguinte equacéo no Plano de Fase.

2
d 2X+%+%sen(x):0
dt dt 1

Equacéo 8: Equacéo diferencial de um sistema néo linear

a) Como ja referido anteriormente, torna-se necessario desenvolver um M-file para definir as
variaveis de fase, de acordo com o indicado na equacdo 9 (o cédigo completo deste M-File
€ 0 apresentado no Anexo 4).

dxl_
| gt
X, 9.8
—2 =—""gen(x,) - x
™ 1 (X)) = X,

Equacao 9: Variaveis de fase para a representacdo da equacao 8 no Plano de Fase
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b) Apds terminar a introducéo do codigo grave o M-File com 0 nome “caso3.m”.

Y

c) As trajectorias correspondentes a solugdo da equacdo 8 no Plano de Fase séo as
apresentadas na figura 10 (os pontos singulares, cujas coordenadas séo (2.n.w, 0) — n =0,

1, 2, ... - correspondem a focos estaveis, com valores proprios A;,=_1 . j\/38:2 ; por sua vez,
2 2
0s pontos singulares, cujas coordenadas sao ((2.n.+1).7, 0) —n =0, 1, 2, ... - correspondem

a pontos de sela, com valores proprios A,=—3.67 e 1,=2.67).

) MATLAB Command Window 2] =]
File Edit Window Help

DE|dEelc| @R R e

11 - DDx+Dx+9_8/1*sin{x)=0 ;'
12 - dx1=A_3-A_1xx1+%22+{—A_1RR=xx1xx1-A_7LAxI xx? Y 2w
LEFS -/ Figure No_ 1 =] B3
13 - DDX-"Fie Eoit indow Help
14 - DDx+
15 - DDx+
16 - DDx- 25 T T T T T T T T
equagdo: ok |
» plano_de_f

Escolha a e

WO

equagdo:

»

1

DDx+
DDx+
DDx+
DDx+
DDx+
T=DD
T=DD
T=DD
DDx+
DDx+

W2

DDx+ A5+ i
dx1=

dx2=

DDx- -20r 1
DDx+ .

oD R . . . . . . . .

DD 0 8 6 -4 2 0 2 4 & 8 10

Figura 10: Representagdo no Plano de Fase correspondente a equacao 8

2. Conclusdes

Acabamos de ver como é possivel recorrendo ao software MATLAB efectuar o estudo de um
sistema através da representacéo no Plano de Fase.

As nog¢bGes aqui introduzidas, de uma forma necessariamente resumida, podem ser
desenvolvidas recorrendo a bibliografia que se apresenta de seguida.
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4. Anexo 1: Codigo para Representacao das Solugfes da Equacéao
Diferencial no Plano de Fase

% M-File para tracar as trajectorias no Plano de Fase
% de Equacoes diferenciais de segunda ordem

% Dezembro de 1999

% Manuel Silva, Tenreiro Machado

%
%Definicdo e valores por defeito dos parametros
%

%Limpeza da meméria do MATLAB
clear;

%Limpeza da janela com o grafico
close;

%variavel auxiliar
aux=1;

%incremento temporal
dt=0.01;

%intervalo de tempo a considerar

t0=0;

t _max=6;

for I=t0:dt:t_max
vector_t(aux)=[i];
aux=aux+1;

end

aux=1;

%Numero de pontos na grelha
n=6;

%Valores maximos da grelha
X_max=1;
Dx_max=1;

%
%Desenho da equacdo diferencial no Plano de Fase
%

%Inicializacao da posicao e da velocidade: Condicoes iniciais
for i = 1:n,
for j = 1:n,

%Posicao inicial na grelha
x1=(i-(n+1)/2)*x_max/n;

%Velocidade inicial na grelha
x2=(J-(n+1)/2)*Dx_max/n;

%vector inicial
x0=[x1;x2];
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%
%Integracao das equacOes diferenciais pelo método de Runge Kutta 4(5)
%

[t,x]=0de45("casol”,vector_t,x0);

%
%Representacdo das trajectorias no plano de fase
%

if (aux == 1)
plot(x(:,1),x(:,2))
hold on
aux=2;

else

plot(x(:,1),x(:,2))

end

end %ciclo j
end %ciclo i

hold off

%

%Apresentar a parte importante do grafico
%

axis([-x_max,x_max,-Dx_max,Dx_max])

%

%Desenho dos eixos do grafico
%

line([-x_max,x_max],[0,0])
line([0,0], [-Dx_max,Dx_max])

%

%Legendas dos eixos do grafico
%

xlabel ("x1%)

ylabel ("x2%)

5. Anexo 2: Definicdo das variaveis de fase para representacdo da
equacao diferencial 1 no Plano de Fase

function dx=casol(t,x);

%
%Definicdo das variaveis
%

%x(1)=x(t)
%x (2)=dx/dt

%

%Equacdo 1 - Pag. 22 dos apontamentos
%

%DDx+Dx+x=0

% => x(1)=x,x(2)=Dx,Dx(2)=DDx
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%

dx=[x(2);-x(1)-x(2)];

6. Anexo 3: Definicdo das variaveis de fase para representacdo da
equacéao diferencial 6 no Plano de Fase

function dx=caso2(t,x);

%
%Definicdo das variaveis
%

%x(1)=x(t)
%x(2)=dx/dt

%

%Equacdo 6 - Pag. 26 dos apontamentos
%

%DDx+abs (Dx)+x=0

% => x(1)=x(t),x(2)=Dx,Dx(2)=DDx

%

dx=[x(2);-x(1)-abs(x(2))1:

7. Anexo 4: Definicdo das variaveis de fase para representacdo da
equacéo diferencial 8 no Plano de Fase

function dx=caso3(t,x);

%
%Definicdo das variaveis
%

%x(1)=x(t)
%x(2)=dx/dt

%
%Definicdo da equacdo diferencial a desenhar no Plano de Fase
%

%

%Equacdo 8 - Pag. 618 - Péndulo com atrito
%

%DDx+Dx+9.8/1*sin(x)=0

% => x(1)=x(t),x(2)=Dx,Dx(2)=DDx

%

dx=[x(2);-9.8/1*sin(x(1))-x(2)]:;
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