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Resumo

O trabalho realizado nesta tese de dissertagdo enquadra-se na aplica¢do da teoria das

derivadas e integrais fraccionarios para a analise dinamica e controlo de sistemas.

Esta drea da matematica ¢ vulgarmente designada por cdlculo fraccionario; todavia, trata-
se de uma designacdo que ndo ¢ a mais adequada, devido essencialmente a razdes historicas,
sendo que a denominag¢do mais correcta seria de cdlculo integro-diferencial de ordem

arbitraria.

O conceito de derivadas e integrais de ordem fracciondria remonta ao inicio da teoria do
calculo diferencial. No entanto, a complexidade acrescida desta teoria levou a que a sua
aplicacdo na fisica e na quimica e, mais recentemente, nas ciéncias da engenharia,
nomeadamente na modelacdo e no controlo, s6 nos ultimos anos tenha conhecido um
desenvolvimento mais acentuado. De facto, assiste-se actualmente a um interesse crescente na
sua aplicagdo e no desenvolvimento de um conjunto de estudos nas mais diversas areas
cientificas, tais como a viscoelasticidade, caos e fractais, biologia, processamento de sinal,
difusdo, irreversibilidade, electronica, entre outros. Mais ainda, as potencialidades reveladas
por este “novo” método matematico tornam-no, actualmente, numa das ferramentas mais

poderosas e uteis na resolugdo de inimeros problemas na matematica, ciéncia e engenharia.

No tocante a area do controlo automatico de sistemas, s6 nas ultimas décadas ¢ que a
teoria do célculo fraccionario encontrou as suas primeiras aplicagdes. No entanto, a sua
adopcdo nesta area tem revelado elevados desempenhos face as estratégias “classicas”,
fazendo com que seja, actualmente, uma das areas com mais potencialidades de aplicacdo dos
conceitos associados a teoria do célculo fraccionario. Nesta perspectiva, o trabalho
apresentado “Analise Dinamica e Controlo de Sistemas de Ordem Fraccionaria” insere-se nas

correntes actualmente emergentes que apontam para o desenvolvimento deste tipo de sistemas.
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viii RESUMO

Assim, numa primeira abordagem ao tema, estabelecem-se os fundamentos do célculo
fracciondrio e apresentam-se alguns dos métodos mais utilizados para o estudo e analise dos
sistemas de ordem fracciondria. Sdo também descritas algumas das aplicagdes mais
significativas do calculo fracciondrio na area do controlo de sistemas. De seguida, definem-se
varios modelos dinamicos para diversos fenomenos, seja a partir de uma formulacao
matematica, seja a partir de uma formulacdo com base em algoritmos computacionais. Uma
vez estabelecidos os modelos adequados desenvolve-se, de seguida, uma analise dindmica
para sistemas lineares e ndo lineares. Por ultimo, sdo desenvolvidos novos métodos e
aplicagdes da teoria das derivadas e integrais fraccionarios na area do controlo automatico de
sistemas. Nesta perspectiva, comparam-se também varias estruturas e algoritmos de controlo

sob os pontos de vista de projecto, robustez e facilidade de implementacdo computacional.

Esta tese de dissertacdo tem também por objectivo divulgar e fomentar a aplicagdo da
teoria das derivadas e integrais fraccionarios nas mais diversas areas da ciéncia e engenharia e,
em particular, na area do controlo automatico de sistemas. A ordem fracciondria abre uma
nova dimensdo em praticamente todas as areas do conhecimento humano, para as quais ainda

estd por esclarecer o seu verdadeiro impacto.

Palavras-chaves: Calculo fraccionario, derivadas e integrais fraccionarios, sistemas de ordem
fraccionaria, controlo de ordem fraccionaria, sistemas ndo lineares, modelagdo de sinal,

aproximacdes digitais, PID, controlo robusto.



Abstract

! I YHE work developed in this dissertation is devoted to the application of the theory of
fractional derivatives and integrals in the dynamic analysis and control of automatic

systems.

This area of mathematics is usually called fractional calculus. Nevertheless, the term
“fractional” is a misnomer, but it is retained following historical reasons. This theory should

be more precisely defined as theory of derivatives and integrals of arbitrary order.

The concept of derivatives and integrals to a fractional-order goes back to the beginning
of the theory of differential calculus but its inherent complexity postponed the application of
the associated concepts. Their application in the fields of physics and mathematics and, more
recently, in the sciences of engineering, namely in the modeling and control, had a more
pronounced development only during the last years. In fact, the growing interest in fractional
calculus motivated its application in the most diverse scientific areas, such as viscoelasticity,
chaos and fractals, biology, signal processing, diffusion, irreversibility, electronics and control.
Moreover, the potentialities revealed by this “new” mathematical method makes it, nowadays,
one of the most powerful and useful tool for the resolution of problems in the areas of

mathematics, science and engineering.

In what concerns the area of automatic control systems, the first applications only took
place in the last decades. However, its adoption in this field revealed superior performance
when compared to the “classical” strategies, being, nowadays, one of the most promising
areas for the application of the concepts associated to the fractional calculus theory. In this
perspective, the presented work “Analise Dindmica e Controlo de Sistemas de Ordem
Fracciondria” points out to the development of this type of systems. In a first phase are

introduced the fundamentals of fractional calculus, the most relevant methods for the study
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X ABSTRACT

and analysis of fractional-order systems and some important applications in the area of
automatic control systems. In a second phase the dynamic models for several phenomena are
defined, from a mathematical or computational viewpoint. Once established the appropriate
models, a dynamic analysis for linear and nonlinear systems is developed. Finally, new
methods and applications of the theory of fractional derivatives and integrals for the field of
control systems are developed. Bearing these ideas in mind, several structures and control
algorithms are also compared from the viewpoint of design, robustness and computational

implementation easiness.

This dissertation constitutes also a medium to spread and encourage the adoption of the
theory of fractional calculus in science and engineering and, particularly, in the field of
automatic control systems. In fact, the fractional-order opens a new dimension in almost all
areas of the human knowledge, for which the complete understanding of its real impact it is

still lacking.

Keywords: Fractional calculus, fractional integrals and derivatives, fractional-order systems,
fractional-order control, nonlinear systems, signal modeling, digital approximations, PID,

robust control.



Résumé

I E travail développé dans cette dissertation est consacré a l'application de la théorie de
derivées et d'intégrales fractionnaires dans l'analyse et le control dynamique des

systémes automatiques.

Ce domaine des mathématiques s'appelle habituellement calcul fractionnaire. Néanmoins,
le terme "fractionnaire" est un misnomer, mais il est maintenu pour des raisons historiques.
Cette théorie devrait étre définie avec plus de précision comme théorie de dérivées et

d'intégrales d'ordre arbitraire.

Le concept de dérivées et d’intégrales d‘ordre fractionnaire est développé depuis le début
de la théorie du calcul différentiel, mais sa complexité inhérente a remis I'application dans des
domaines tels que la physique, la chimie et, plus récemment, les sciences du génie, a savoir
dans le modelage et control. Au fait, son intérét croissant a motivé l'application et le
développement des études dans des secteurs scientifiques les plus divers, tels que la
visco-¢lasticité, le chaos et les fractals, la biologie, le traitement des signaux, la diffusion,
l'irréversibilité, 1'électronique et le control. D'ailleurs, les potentialités indiquées par cette
"nouvelle" méthode mathématique 1’on transformé, de nos jours, dans un des outils les plus
puissants et plus utiles pour la résolution de problémes de mathématiques, de la science et du
génie.

Dans ce qui concerne les systémes de contrdle automatique, seulement dans les derniéres
décades ont lieu les premicres applications. Cependant, son adoption dans ce domaine a
indiqué des performances supérieures a celles des stratégies classiques. Ainsi, de nos jours,
c’est une méthode a envisager, l'application des concepts associés a la théorie du calcul
fractionnaire. Dans cette perspective, le travail présenté "Analise Dinamica e Controlo de

Sistemas de Ordem Fraccionaria" concerne le développement de ce type de systémes. Par
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Xii RESUME

conséquent, dans une premiere approche, les principes fondamentaux du calcul fractionnaire
sont fournis et certaines des méthodes les plus utilisées pour 1'étude et 1'analyse des systémes
d'ordre fractionnaire sont présentés. Quelques applications importantes du calcul fractionnaire
dans le domaine des systémes de control automatique sont aussi décrits. Ensuite, les divers
modeles dynamiques sont définis pour plusieurs phénomenes, soit d'un point de vue de
formulation mathématique, soit s’appuyant sur algorithmes informatiques. Une fois établi les
modeles appropriés, une analyse dynamique pour les systémes linéaires et non linéaires a été
développée. Finalement, de nouvelles méthodes et applications de la théorie des dérivées et
intégrales fractionnaires sont développées pour des systémes de control automatique. Dans
cette perspective, plusieurs structures et control d’algorithmes sont également comparées du

point de vue de la conception, de la robustesse et de la facilité d’exécution informatique.

Cette dissertation a également le but de répandre et d’encourager I'utilisation de la théorie
du calcul de dérivées et d’intégrales dans des secteurs scientifiques et du génie les plus divers
aussi bien que, et en particulier, dans le domaine des systémes de control automatique.
L'ordre fractionnaire ouvre une nouvelle dimension dans presque tous les secteurs du savoir

humain, dont I’impact est encore a découvrir.

Mots-clés: Calcul fractionnaire, intégrales fractionnaires et dérivées, systémes d'ordre-
fractionnaire, control d'ordre-fractionnaire, systémes non-linéaires, signal modelant,

approximations numériques, PID, control robuste.



Agradecimentos

maior agradecimento ¢ devido aos meus pais pelo seu apoio, encorajamento ¢

compreensdo que sempre manifestaram na prossecugao dos meus estudos académicos. E

a eles que dedico este trabalho.

Ao longo da realizagdo deste trabalho contei com o apoio de pessoas e instituicdes, que de
uma forma ou de outra, contribuiram para que este fosse concluido. A todas elas exprimo aqui

0s meus sinceros agradecimentos.

Agradeco ao meu orientador, Professor Doutor Tenreiro Machado, a forma como orientou
os meus trabalhos de Doutoramento. O seu apoio, dedicagdo, entusiasmo e disponibilidade
foram uma constante ao longo de toda a orientagdo. De igual forma, a sua experiéncia e
competéncia profissional contribuiram decisivamente para a realizagdo dos trabalhos
conducentes a elaboragdo desta tese de dissertacao. Agradego ainda o esfor¢o desenvolvido na
leitura e as sugestdes de revisdo que permitiram o enriquecimento do texto desta dissertagao.

Agradego também a Professora Doutora Isabel M. Ferreira a sua co-orientagao.

Agradeco também a todos os meus colegas de trabalho do Instituto Superior de
Engenharia do Porto (ISEP), em especial ao Manuel Silva, Isabel Jesus, Lino Figueiredo e
Cecilia Reis pela colaboragdo prestada e disponibilidade sempre demonstrada. Uma mengao
especial ao meu colega de gabinete, Manuel Silva, pelas inumeras trocas de ideias, discussdes
e sugestoes dadas ao longo do periodo de realizagdo deste trabalho, as quais se revelaram
uteis e muitas vezes pertinentes e que, de certa forma, também contribuiram para a realizagao
de um trabalho melhor. Outro agradecimento especial vai para a Isabel Jesus pela ajuda

prestada na formatagdo desta tese de dissertagao.

Deixo também uma palavra de agradecimento ao Dr. Fernando Duarte, da Escola Superior
de Tecnologia de Viseu (ESTV), ao Eduardo Pires, da Universidade de Trés-os-Montes e Alto

Xiii



xiv AGRADECIMENTOS

Douro (UTAD), e ao Nuno Ferreira, do Instituto Superior de Engenharia de Coimbra (ISEC),
pela sua disponibilidade, quer telefonica quer por correio electronico, assim como pelas varias
palestras (nos mais diversos temas) por eles proferidas.

Gostaria ainda de agradecer ao ISEP as condi¢des disponibilizadas para a realizacao deste
trabalho, nomeadamente através do Departamento de Engenharia Electrotécnica, grupo de

Automacao e Robdtica, ¢ a todos os seus elementos.

Agradeco ao Programa PRODEP III — Medida 5 — Acgdo 5.3 referente ao concurso
2/5.3/PRODEP/2000, pela concessdo de uma bolsa de Doutoramento que me permitiu

beneficiar de dispensa de servigo docente durante trés anos.

Por ultimo, gostaria de deixar os meus agradecimentos ao ISEP, ao Instituto de Sistemas e
Robdtica do Porto (ISR —Porto), a Fundagdo Calouste Gulbenkian e a Fundacao
Luso-Americana para o Desenvolvimento (FLAD) pelo apoio financeiro concedido para a

participagcdo em diversas conferéncias internacionais.



Indice

IIAICE wevoverrerrerrersesrssessessessessessessssssssssessessessessessessessesssssssssssssassessassessessessessssesssssassssessassessassesss XV
INAICE A FIGUIAS «.vuvereererrcrecreescresessesssessesessesssessessssessessssesssssssessssessessssessssessessssessssessesssseses Xix
INAICE A@ TADEIAS c..vevereerrerreererreesessessessssessssessessessessessesssssessssssessessssessessessesssssessessssassassens XXVil
Tabela de ACIONIMOS......ccouieieiiiiinseinininsseissniissensssiesssissssessssssssessssssssessssssssesssssssssssssssssesass xXxix

CAPITULO 1

INEFOAUGCAOD covvrrreeeiiiicniiinssrnenneiicossssesssssssssecssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnnes 1
L1 ReSUMO HISEOTICO. ..c.uuiiiiiiiiiiiiieieceieete ettt ettt 1
1.2 Aplicagdes do CAlculo FTacCIONATIO ....c..eeeeveieeiieeeiieceiieeeiee ettt eae e e 3
1.3 MoOtivagao € ODJECLIVOS ...coueiiiriiiriiiiieitenieete ettt ettt sttt sttt et sae e s esaeene s 4
1.4 ESHrUtura da T@SE.....cueeeiieiieeiiieiieeieeiie ettt ettt ettt et e e teeeteeaeeesbeeseesnseenseeenseenens 5

CAPITULO 2

Fundamentos do Calculo Fraccionario € APliICACOES .....cccceeerrurrcssnnicssnrscssanscssnssssnsssssasssssanes 7
2.1 INETOAUGAO ..ottt ettt e et eete e e e aae e staeesasaeesasaeesaseeeenreeennneeas 8
2.2 Notagdo das Derivadas FracCIONATIas ..........cceeeevuiiiiiieeiiie e 10
2.3 Defini¢oes Basicas de Derivadas Fraccionarias.............cooveeeeeiiieeccciiiee e 11

2.3.1 Definigao de Grinwald-LetniKov ..........cccceiiiiiieiiiiieiiiieciie e 12
2.3.2 Definigdo de Riemann-Liouville............cccoviiiiiiiiiiiiiiiiiciee e 14
2.3.3 Definiga0 de CapuLO.......cccveeeiiieeiiieeiiteeiiee et e eiteeeteeesaeeesaeeeiaeeeaaeesareesseeees 17
2.4 Propriedades das Derivadas FracCIONArias.........cccueeevvierieeeriieeniie e e 18
2.4.1 LINAridade......c.cccovuiiiiiiiiiiie ettt e et e e et e e e aae e ae e e eneeenes 18
2.4.2 Re@rade LeibNIZ .....cccoovuiieiiiiiieiieiieeieeee ettt 19

XV



xvi INDICE

2.5 Transformada de Laplace de Derivadas FracCionarias...........ccceeeveeerieeenieesieeesenneenns 19
2.5.1 Integral FTaCCIONATIIO. ......ccivvieieiieeiiie ettt e et e eieeeetee et eesveeesaaeeeaaeeenraeesaseeeenseees 20
2.5.2 Derivada FraCCIONATIA. .....cccueiiiiiiiiiieeiiie ettt et eeeaa e e aae e e as 21

2.6 Transformada de Fourier de Derivadas Fraccionarias..........ccccceeeeveeviervenieenienneneenne. 23
2.6.1 Integral FraCCIONATIO. ....cc.iiviieiieriieeiieeiie et eeite et e eeteebeeeteereeseaeeseeseseeseessneenseas 24
2.6.2 Derivada FraCCIONATIA ... .eeiuiiiiieiieeiieiie ettt ettt 25

2.7 Solugdo Analitica de Equacdes Diferenciais Fraccionarias ..........cccoeceeeveeevveeieennnnnne. 26
2.7.1 Aplicagdo na Solugdo Analitica de Equacdes Diferenciais Fracciondrias............ 27

2.8 Célculo Numérico de Derivadas FracCionarias .........cccoeceveevierieneenienieniceieeeeseene 28
2.8.1 Principio da “MemoOria-Curta” ...........ccceeeeieeeiieeriiieeieeeeieeeseeesreeesreeeseveeenenee s 29
2.8.2 Calculo dos COCTICIENTES ......eeeviieeiiieeiie e eeiee e tee et e e e esveeeeaaee s 31
2.8.3 Aplicagdo na Solugdo Numérica de Equacdes Diferenciais Fraccionarias .......... 32

2.9 Célculo Matricial de Derivadas FracCionarias............cccoecueveenienienieenienienieeieseeseenne. 33
2.9.1 Aplicagdo na Solugdo Numérica de Equacdes Diferenciais Fraccionarias .......... 35

2.10 Aplicagdes do CAlculo FracCIONArio........cceevuiriiriieiiriiiiciecicseceeeeeese e 38
2.10.1 Funcao de Transferéncia Ideal de Bode como Sistema de Referéncia................. 39
2.10.2 Controlo CRONE .......ooiiiiiiiieeee ettt 42
2.10.3 Controlador PI*D* FrACCIONALIO «..........vveveeveeeeeeeeseeeeeeeeees oo 48

21T CONCIUSDES ...ttt ettt et e st e bt e et e be e et e e sbeeeabeeeee 50

CAPITULO 3
Analise Dinidmica de Alguns Sistemas Nao Lineares........ccccceeveescvecsnecnnens 53

3.1 INEEOAUGAO ...t e e ettt e e et e e e e eaa e e e e eata e e e e e aaaaeeeenneeas 54

3.2 Fundamentos da Analise Através do Método da Funcgao Descritiva............c.............. 55

3.3 Analise de Sistemas com Folga € Impactos...........ccocceeriiiiieniienieiiieiecieeee e, 58
3.3.1 Sistema de Folga EStAtiCa.......c.ccciiiiiiiiiiiiieiiecieeeece e 59
3.3.2 Sistema de Folga DINAmMICA ........ccccuvieiiiieiiieeiie ettt 62
3.3.3 Predicao de Ciclos LIMIte......cccviieiuiiieiiieciiee ettt 70

3.4 Oscilador de Van der Pol.........ccccooiiiiiiiiiiiiiiicceeeeee e 72
3.4.1 Analise por FUNgao DESCIItIVA .....c.eeeeiuiiiiiiiieeiiieeiieeceeecee et 75

3.5 Oscilador de Van der Pol FracCiOnArio...........cocueeiuieiiieniiiiiienieeieee e 79
3.5.1 Esquema de SImMulagao .........ccerviiriiriiiiiniiniieientesieeeet ettt 79

3.5.2 Aproximagoes Inteiras ao Integrador FracCionario ...........cccoeevvevieeieenieeciiennnnne 80



INDICE xvii

3.5.3 Apresentacao dos Resultados Obtidos .........cceeeviieiiiieiiiieiiieeieeceecee e 83

3.0 CONCIUSDES ..ttt ettt ettt et e et e bt e e st e bt e st e e nbeeenbeesbeesabeenaeeens 90
CAPITULO 4

Aproximagoes Digitais de Operadores Fraccionarios Através de Funcées Racionais.....93

4.1 INITOAUGAO ...uvvvieieeiieee et e et e e e et e e e eeta e e e e eetae e e e eeaaeeeeeeasaeeeeenaneeeeas 94

4.2 Discretizagao de Integradores e Diferenciadores de Ordem Fraccionaria................... 96

4.3 Aproximacgdes Digitais de Operadores Fraccionarios Através de Fungdes

RACIONALS ...ttt ettt et st e be e et e b e e ens 100
4.4 Resposta Impulsional de Operadores Digitais FracCionarios ............coceeeevvereennennne. 102
4.5 Modelagao de Sinal.........ccoocoiiiiiiiiiiiiii e 105
4.5.1 Metodo de Pade.........oouieiiiiiiiiiieeee s 107
4.5.2 MEtOdO d€ PrONY .....ccccuiiiiiiiiciiiecie ettt et e e e aae e e aeeeaaee s 110
4.5.3 Metodo de ShanKsS .......cccueeiuiiiiiiiiieiiiee e 112
4.6 Aproximacao Digitais Racionais Através do Método de Identificagdo dos Minimos
QUAATAAOS ...t ettt ettt e e e eae e e aaeeeans 116
4.7 Aplicagdo das Técnicas Propostas: Exemplo [Tustrativo .........cccceevevveeeciieencieennnens 119
4.7.1 Aproximagdes de Pade€..........ccooiiiiiiiiiiiii e 123
4.7.2 AproximagOes de PTONY .........cccocieiiiiiiieiiieiieee e 127
4.7.3 Aproximagdes de Shanks .........ccceeeviiiiiiiiiiiiieeiieeee e 132
4.7.4 Observacoes Sobre os Resultados Obtidos .........cceeeeviieiiiieciiieciieeceeeeeeee 136
4.8 Desempenho das Aproximacdes Digitais no Célculo de Derivadas e Integrais
Fraccionarios de Fungoes TempPOTais........ceevueeeiieriieeiiieniiieieeeie et 138
4.9 CONCIUSDES ..ottt ettt ettt ettt ettt eb et et see e b eaees 146
CAPITULO 5
Sintonia de Controladores PID Robustos 149
5.1 INEFOAUGEO ..ottt et ettt et et 150
5.2 Fungao de Transferéncia Ideal de Bode Como Sistema de Referéncia ..................... 151
5.2.1 Integral de BOAE ........cooiiiiiiiiiiiiiee et 154
5.2.2 Andlise N0 Plano ComPleX0......c.cccuiiiiiiiiieniieniieiie ettt 156
5.2.3 Anadlise no Dominio das Frequéncias..........ccceccueevuieriieriieniieiienieeieeseeesiee e 157

5.2.4 Analise no Dominio dos TemMPOS ......c.eeeecuvieriiiieeiieeeiieeeiie e e eveeesaee e 160



xviii INDICE

5.3 Sintonia de Controladores PID ......o..e oo eeeee oo 167
5.3.1 CoNtrOladOr PID ... e e e e e eeaaeeaaaaes 168
5.3.2 Método de OptimIZACAO. ......eeoueeueruiireieiieientiente ettt ettt sre e 169

5.4 Aplicacdo da Metodologia Proposta: Exemplos [lustrativos.............cccceeevveeieennnnne. 172

5.5 COMCIUSOES ettt ettt e e e et ee e e e e e et e e e e e e e et e ——aaeeeeteeaa———_ 184

CAPITULO 6
Conclusdes e Perspectivas de Evolucio Futura..........ceeiiceninieicssencssnnncssnnecssseccsnnnes 187
6.1 Discussdo dos Resultados € CONCIUSOES. .....ovuuumneeeeeeeeeeeeeeee e eeeeeeee s 187

6.1.1 Analise de Sistemas com Folga Dinamica e do Oscilador de Van der Pol
FIaCCIONATIO ...ttt 188

6.1.2 Desenvolvimento de Aproximagdes Digitais Racionais aos Operadores

FTacCCIONATIOS . ..eeuiiiiieiie ettt et 189

6.1.3 Sintonia de Controladores PID RobuUStos ..........cccocuiiiiiiiiieniiniiiieeiceeeeee, 190

6.2 ContribuigOES da TESE ...ccuvvieiiiieiiie ettt ettt e e v e e eaa e e eaee e e raeesvaeees 191

6.3 Perspectivas de EVOlugao FUtura.........c.ccouveeiieiieiiiciicciccecce et 192
ANEXO A

Funcodes Especiais do CAlculo FracCionario.........cceceeeccercssersssercsssescsssssssssssssasssssasssssanes 197

ALl FUNGAO GAIMA......uiiiiiiiiiii ettt e e e eta e e e e e aae e e e e satsaeeeeeanseeeesnneeaeas 197

A2 FUNGAO BELA.....uuiiiiiiiiiiecee et e e e e e e e e e e e e e e e e eeaanes 199

A.3 Fung@o de Mittag-Lefller.......coouiiiiiiiiiiie e 200

A4 Integrais de FIresnel.......oooiiiiiiiiiiieieciee e 201

Referéncias Bibliograficas......ccccevenveicsicssernsnnnssercsnessnncsnnsssssosanens .203




Indice de Figuras

Figura 2. 1 — Evolugdo dos coeficientes oagca) para varios valores de a=0,1;0,3;...;0,9. ...... 30
Figura 2. 2 — Sistema de referéncia com fung¢ao de transferéncia ideal de Bode. .................... 39
Figura 2. 3 — Resposta ao degrau unitario de 7'(s) para K =1 ¢ 0=0.25;0,5;...;2. ..cceecuuvee. 41
Figura 2. 4 — Resposta em frequéncia de T(s) para K=1¢e¢ a=0.25,0,5;...;1,75. cceevervrennenn. 41
Figura 2. 5 — Ilustragdo da robustez do CRONE no plano-s. ..........ccceeeveevierieeneencieeneeereennen. 43
Figura 2. 6 — Ilustracao da robustez do CRONE na resposta temporal. ...........ccccveeeeuveerneeennee. 44

Figura 2. 7 — Sistema de realimentacao unitario definindo uma fun¢do de transferéncia em

malha aberta NA0 INTEITA. .......eevuiiiiiiiiiieieet ettt 44
Figura 2. 8 — Ilustragdo da robustez do CRONE nas frequéncias. ..........cccceevvevreerieenneennennen. 45
Figura 2. 9 — Sistema de CONtIOl0. ........oeeiuiiiiiiieciiiecee e et 46
Figura 2. 10 — Defini¢ao no plano dos controladores PID (cléssico e fraccionéario)................ 49

Figura 3.1 — Diagrama de blocos do sistema ndo linear realimentado usado para a analise
POT TUNGAO AESCIILIVAL ...eviieiiieeiiie ettt ettt et e st e e e e e st e e snbeeessbeeesaseeennes 57
Figura 3.2 — Representagdo da ndo linearidade folga estatica: a) Modelo geométrico e b)
Caracteristica entrada-Saida. .........c.eeeuiiiiiiiiieiieeiee e 60

Figura 3.3 — Sistema da folga estatica COmM Massa. .......ccceeuerierierierieenieeieneee et 60

Figura 3.4 — Tragado de Nyquist de —1/ N (F , co) para o sistema da Figura 3.3,

F=10,20,...,50N, 0<o<w®,, M,=M,=1kge h=10" M. ...cccccoommmmrrrrrrrrrrrrrrrrrrr. 61

Figura 3.5 — Sistema com duas massas sujeito a folga dindmica. ...........ccceeevevereerieereennennnen. 62
Figura 3.6 — Diagrama de Nyquist de —1/N(F,») para a folga dindmica com F' = 50 N,
My =M,=1kg, h= 10" mee= {0,2; 0,45 0,5; 0,6; 0,8}, weeeeerieeiieeeee e 64

X1X



XX INDICE DE FIGURAS

Figura 3.7 — Diagramas de Nyquist de —1/N(F,w) para a folga dinamica com F = {20, 60,

100} N, M; =M, =1kg, h=10" mepara:a)e=0,2,b)c=0,5¢ec)c=0.8. .............. 66
Figura 3.8 — Graficos log-log das partes: a) Re{-1/N} e b) Im{-1/N}, em funcio da

frequéncia de excitagio o para F=50 N, M, =M, =1kg, h=10"me

€= {0,2; 0,45 0,05 0,8} ..ottt sttt et 67
Figura 3.9 — Graficos da transformada de Fourier do deslocamento de saida x;(¢),

TF{x(?)}, sobre 100 ciclos, em funcdo da frequéncia de excitacdo 1,0 < o < 40,5 rad/s

e com um indice harmoénico compreendido entre 0 < k <4 para F' =50 N,

Mi=M,=1kg, h=10"mepara:a)e=0,2;b)e=0,5¢¢)&=0,8. ccererrrrrerrrrrrerrerrur.. 69
Figura 3.10 — Sistema de controlo realimentado com algoritmo PID e sistema de duas

massas sujeito a folga e impactos (a entrada de referéncia € zero, 7(f) = 0). ....cceevueeeneee. 70
Figura 3.11 — Tragcado de Nyquist de —1/N(F,») com FF'=27,5N, M, =M, =1 kg,

h=10"m, e=0,5¢ C(jw) para o sistema com folga dinAmica. .............coceveeveereereeunncn. 71
Figura 3.12 — Resposta nos tempos da for¢a de excitacao f{¢) e do deslocamento de saida

x1(?) do sistema com folga dindmica para a situagdo de ciclo limite da Figura 3.11. ...... 72

Figura 3.13 — Plano de fase (yl,y2 ) do oscilador de Van der Pol para: a) f = {0, 2:1;2;5; 10}
eb) B= {0; 0,2;0,4;0,6;0,8; 1}. De notar que as escalas dos eixos diferem para os
diferentes VAlores de PB.......c.cooiieiiieriieiieeie ettt ettt et et e b nbeeneeas 74

Figura 3.14— Oscilacao de saida y(t) e correspondente amplitude do espectro de
frequéncias do sistema VPO para: a) =0,2, b) f=1,c) =5 ed) B=10............... 75

Figura 3.15 — Representacdo em malha fechada da equagdo de Van der Pol. ..............c......... 76

Figura 3.16 — Tragado de Nyquist de G(jw) e de —1/N(4) para o oscilador de

Van der POL...c..ooiiiiiee e 77
Figura 3.17 — Variagdo do periodo 7" em func¢do de B do oscilador de Van der Pol. Para

B=0, o periodo T =27 (i.e., oscilador harménico). A medida que B — c observa-se

QUE O PEIIOAO 77 3 00, 1uvviiieiiieeeiie ettt eeiiee ettt e ettt e e tte e et eeetaeesnsaeesnseeensseeensseeensseesnsneesnneeas 78

Figura 3.18- Diagrama de blocos do FrVPO nao for¢ado. Para a. =1 obtém-se o classico

Figura 3.19 — Plano de fase ( Vi yz) para o sistema FrVPO com ordem fraccionaria de

o ={0,4;0,6;0,7;0,8;0,9;1,0} eum pardmetro de controlo de B=1. ....ccccccecourerrurne, 84



INDICE DE FIGURAS xxi

Figura 3.20 — Plano de fase (y,, y,) para o sistema FrVPO com ordem fraccionaria de

o =0,8 ¢ um pardmetro de controlo de B ={0,5;1;2;4;8;16}. ...cccovevrerrrrrnrrercrrnnenne. 84
Figura 3.21 — Evolugdo do perfodo 7 do ciclo limite para B, (o) <B<1e 0,3<a<I. ...85
Figura 3.22 — Evolugdo da amplitude 4 do ciclo limite para B, (a)<p<le 0,3<a<1...85
Figura 3.23 — Valor maximo do parametro de controlo em funcdo de a, f3 . (oc), para

(0 o 2 TSRS P PP 86
Figura 3.24 — Respostas nos tempos da saida y(t) (esquerda) e espectro de frequéncias

(direita) do sistema FrVPO, com o ={0,4;0,6;0,8;1,0} € B=1. ..cccccoevrinrrnrrrrrrnnnnne. 87

Figura 3.25 — Critério de poténcia em percentagem, n(%), para 0 <a <1l e B=1. ..o, 89

Figura 4.1 — Amplitude das sequéncias impulsionais, |#* (k) , dos operadores de Euler,
Tustin e Al-Alaouicom 7 =1 separa:a) a=1/2,b) a==1/2. cceeeirrvieeiieieereenen. 104
Figura 4.2 — Método (directo) dos minimos quadrados. ..........ccceeveeeriieriiienieniienieeieeeee 106
Figura 4.3 — Interpretagdo do método de Prony para modelagao de sinal................cccvenenee. 110
Figura 4.4 — Interpretagdo do método de Shanks para a modelacdo de sinal......................... 113
Figura 4.5 — Ilustracdo do método de identificacao. ........ccceevueeeeciieeniieeniie e 116

Figura 4.6 — Diagramas de Bode (esquerda) e respostas ao degrau (direita) das

aproximagdes de Prony ao operador de Euler, com a.=-1/2, para m=n=35 ¢
N ={11,100, 200, 500, 1000} . ......cvorerrerrmerermeremmreereneeeeeeseseesecessseeseseseseseseeeseennes 122

Figura 4.7 — Diagramas de Bode (esquerda) e respostas ao degrau (direita) das

aproximagdes de Prony ao operador de Tustin, com oo =—1/2, para m=n=5 e
N ={11,100, 200, 500, 1000} ........comrmmrrerrierermeemiceieeeeeeeemesmieseeeeeseeesesesnseseeseeeees 122

Figura 4.8 — Diagramas de Bode (esquerda) e respostas ao degrau (direita) das

aproximagdes de Prony ao operador de Al-Alaoui, com oo =—1/2, para m=n=5 e

N ={11,100, 200, 500, 1000} . ......ccvomerrerrmmrmimrimmeeirceiceeeseeeesieesisesse e 122
Figura 4.9 — Respostas impulsionais das aproximagdes de Padé para m =n = {1, 3,5,7, 9}

e oo =—1/2: a) Euler, b) Tustin, ¢) Al-Alaoui e d) Os trés operadores para m=n=>5. 125



xxii INDICE DE FIGURAS

Figura 4.10 — Diagramas de Bode das aproximagdes de Padé para m =n = {l, 3,57, 9} e
a.=-1/2: a) Euler, b) Tustin, ¢) Al-Alaoui e d) Os trés operadores para m =n =5.... 125

Figura 4.11 — Respostas ao degrau unitario das aproximagdes de Padé para
m=n={1,3,5,7,9} e o.=—1/2: a) Euler, b) Tustin, ¢) Al-Alaoui ¢ d) Os trés
OPETaAdOTES PATA 711 = 71 = 5. ooeiiiiiieiie ettt ettt ettt et sttt et eebee et e enbeeenee 126

Figura 4.12 — Distribuigao dos p6los e dos zeros das aproximacdes de Padé para

m=n= {1, 5,7, 9} e oo =—1/2: a) Euler, b) Tustin e ¢) Al-Alaoui. .....cccecervrrrucrrrnnes 127
Figura 4.13 — Respostas impulsionais das aproximag¢des de Prony para

m=n= {1, 3,5,7, 9} , a=—1/2 ¢ N=1000: a) Euler, b) Tustin, ¢) Al-Alaoui e

d) Os trés operadores PAra M =F = 5. ..cccceccieeeieeeiieeesieeecieeeeteeesreeesaeeeeaeeeraeesseeeenns 129

Figura 4.14 — Diagramas de Bode das aproximagdes de Prony para m =n = {l, 3,5,7, 9} ,

a=-1/2 e N =1000: a) Euler, b) Tustin, ¢) Al-Alaoui e d) Os trés operadores para

TIU=T0 = 5 ettt et h et h et e h et et b e et e bt e e aaeenbeenareen 130
Figura 4.15 — Respostas ao degrau unitario das aproximagdes de Prony para

m=n= {1, 3,5,7, 9} , a=—1/2 ¢ N=1000: a) Euler, b) Tustin, ¢) Al-Alaoui e d)

Os trés operadores PArd M =71 = 5. ...ccciieiiieeiieiieeie ettt ere et sre e b seae e e enaeeseenes 131
Figura 4.16 — Distribuicao dos polos e dos zeros das aproximacdes de Prony para

m=n={1,5,7,9}, a=—1/2 ¢ N=1000: a) Euler, b) Tustin e ¢) Al-Alaoui. ........... 131
Figura 4.17 — Respostas impulsionais das aproximagdes de Shanks para

m=n=1{1,3,5,7,9}, a.=—1/2 ¢ N=1000: a) Euler, b) Tustin, ¢) Al-Alaoui e

d) Os trés operadores Para M =1 =5. ...ccccoceeririerienienieneee ettt 134

a=-1/2 ¢ N =1000: a) Euler, b) Tustin, ¢) Al-Alaoui e d) Os trés operadores para

T T1 =5 ettt ettt b e et e st st e e nabe e e e as 135
Figura 4.19 — Respostas ao degrau unitario das aproximagdes de Shanks para

m=n= {1, 3,5,7, 9} , o= —1/2 e N =1000: a) Euler, b) Tustin, ¢) Al-Alaoui e

d) Os tré€s operadores Para M =1 =5. ...cccccceeririereeiienienieeieetese ettt 135
Figura 4.20 — Distribui¢do dos polos e dos zeros das aproximagdes de Shanks para

m=n={1,5,7,9}, a=-1/2 ¢ N=1000: a) Euler, b) Tustin ¢ ¢) Al-Alaoui. ........... 136



INDICE DE FIGURAS xxiii

Figura 4.21 — Ilustragao das componentes presentes no calculo da semiderivada da fungao

sin (t) ettt ettt eh ettt ettt a e bttt et u e e bt e Rt e bttt et e a e e bt et e ehe e bt e bt et e h et e e b enee 140
Figura 4.22 — Semi-integral e semiderivada da fun¢do degrau u (t — 1) com a aproximagao
de Prony ao operador de Al-Alaoui para m=n=7, N =1000 e T =0,01s. H, (z) e

F (z) representam respectivamente a aproximacao digital racional do integral e

AeriVaAda TTACCIOMNATIOS c.ceeeeieeeeee et 141

Figura 4.23 — Semi-integral e semiderivada da fun¢do onda quadrada qua (t) com a
aproximagao de Shanks ao operador de Euler para m=n=7, N =1000 e T =0,01s.
H,(z) e F;(z) representam respectivamente a aproximagio digital racional do

integral € derivada fraCCIONATIOS. ......ccuviieiuiiieiiieeiiee e e e 142

Figura 4.24 — Semi-integral e semiderivada da fun¢do onda triangular i (t) com a
aproximacao de Prony do operador de Tustin para m=n=7, N =1000 e 7 =0,01s.
H, (z) e Iy (z) representam respectivamente a aproximacao digital racional do

integral e derivada fraCCIONATIOS. . .. eouvertieiiriieiieie et 143

Figura 4.25 — Semi-integral e semiderivada da funcao onda triangular tri (t) com a
aproximacao de Prony do operador de Euler para m=n=7, N =1000 ¢ T =0,01s.
H, (z) e Iy (z) representam respectivamente a aproximacao digital racional do
integral € derivada fraCCIONATIOS. .....cccvieriieeiieeiieeiie ettt et 144
Figura 4.26 — Semi-integral e semiderivada da funcdo seno s (t) com a aproximacao de
Prony do operador de Euler para m=n=7, N =1000 ¢ T=0,01s. H;(z) ¢ F5(z)

representam respectivamente a aproximacao digital racional do integral e derivada

FTACCIONATIOS. ..c.veeuiiiiiiieieet ettt ettt ettt ettt be et sae e eanes 145
Figura 4.27 — Semi-integral e semiderivada da fung@o coseno c(t) com a aproximagao de
Prony do operador de Euler para m=n=7, N =1000 ¢ T =0,01s. H;(z) ¢ F5(z)

representam respectivamente a aproximagao racional digital do integral e derivada

TEACCIONATIOS. oeeeeeeeee e 145

Figura 5. 1- Sistema de controlo de ordem fraccionaria com fungdo de transferéncia em

malha aberta dada POr L(8). c....cveuevereremrimeiiciieeeeeieri s ese oo 152



XXiV INDICE DE FIGURAS

Figura 5. 2 — Diagramas de Bode da amplitude e da fase de L( ja)) para <o <2............. 153

Figura 5. 3 —Ilustracdo do principio proposto. Note a fase constante em torno da

frequéncia ao ganho UNITATIO M. ...coooviiiiiiiiiiiiiiicic e 155

Figura 5. 4 — Lugar de raizes da equagao caracteristica (5.8). O deslizamento ao longo

das rectas assegura a robustez do SIStEMA. .......c.eeeuieriiriiieiiieiee e 157
Figura 5. 5 — Diagramas de Bode da amplitude e da fase de 7'( jco) para l<a <2............. 159
Figura 5. 6 — Resposta ao degrau unitario de T (s) para 1< o < 2. .ccoovieecenceenceenecereninennn. 163
Figura 5. 7 — Sobreelongacao da resposta ao degrau unitario de 7’ (s) para 1<a<2. ... 163

Figura 5. 8 — Tempo de estabelecimento 7, (normalizado) para 1 <o <2, com as curvas

analitica (linha so6lida) e aproximada (linha pontilhada)............ccccceeviiiiiiiiiiiniieen. 165

Figura 5. 9 — Respostas ao degrau unitario das solu¢des analitica y(t), aproximada y, (t),

e respectivos erros e(7) =y (1) =y, (1) para 1S o< 2. s 166
Figura 5. 10 — Sistema de controlo realimentado com o controlador PID G, (). .....cccouu..... 168
Figura 5. 11 — Estrutura do sistema para sintonia de controladores PID...............c.ccccuveee.. 170

Figura 5. 12 — Respostas y, (t) ey, (t) a um degrau unitario aplicado na entrada de
referéncia e na entrada de perturbagdo, respectivamente, do sistema em malha fechada
com o controlador PID e para Gpn (s) = 1/(S + l)n , n=2,3,4. As especificagdes
desejadas sdo aa=1,5 (MF=45°) € 0, =0,6 rad/s.....ccccccceririniiniinniiiinics 172

Figura 5. 13 — Diagramas de Bode da amplitude e da fase do sistema em malha aberta
com o controlador PID, para G, (s)= 1/ (s+ l)n , n=2,3,4. As especifica¢des
desejadas sdo o =1,5 (MF=45°) e o, =0,6 rad/s. Para efeitos de comparagao ¢
também mostrada a curva do integrador de ordem fraccionaria ideal correspondente,
que ¢ dado por (0, 6/]’(0)1’5 ettt en e 174

Figura 5. 14 — Respostas ao degrau unitario do sistema em malha fechada com o

controlador PID, sintonizado pelo método proposto, para G, (S) = 1/ (s + 1)3 , com
as especificagdes: a) MF=60° e o, = {0,5; 0,75; 1} rad/s, b) o, =1 rad/se

MF = {30"; 45°; 60"}. .................................................................................................... 175



INDICE DE FIGURAS XXV

Figura 5. 15 — Diagrama de Bode da fase e resposta ao degrau unitario, y, (t), do sistema
em malha fechada com o controlador PID, sintonizado pelo método proposto, para
Go3(s)= 1/(s + 1)3 e a=3/2 (MF=45°), w.=0,8 rad/s. Os parAmetros obtidos
para o PID sdo K =1,9158, T; =1,1407 e T; =0,9040. .....cccceeviiiiriniiniiiciee. 176
Figura 5. 16 — Diagrama de Bode da fase e resposta ao degrau unitario, y, (t), do sistema
em malha fechada com o controlador PID, sintonizado pelo método proposto, para
Goy(s)= 1/(S + 1)4 e a=4/3 (MF=60°), o, =0,5 rad/s. Os parametros obtidos
parao PID sdo K =1,3774, T, =1,7030 € T; =1, 7187, cccccvveviriiiiiiiiiiiiiieiicien, 177

Figura 5. 17 — Respostas ao degrau unitario do sistema em malha fechada com o

controlador PID, sintonizado através do método proposto, para épb (s), com as
especificacoes: a) MF =45° ¢ o, ={0,15; 0,20; 0,25} rad/s, b) o, =0,25 rad/s e
MF:{30°,45°, 60"}. .................................................................................................... 180

Figura 5. 18 — Respostas ao degrau r(¢) e a perturbagdo p(t) do sistema em malha

fechada com o controlador PID sintonizado de acordo com as heuristicas de Z-N, o

critério ISTE e o método proposto para G, (s) As especificacdes do sistema

(para o método proposto) sdao MF =80° e ®, =0,25 rad/s. ...ccceovviriiiiiiiiiiniinn. 182

Figura A.1 — Fungdo Gama F(x), 4 <X <A e 199

Figura A.2 — Integrais de Fresnel. .........ccooioiiiiiiiiiiieeeeeee s 201






Indice de Tabelas

. . ~ . . . . , . o
Tabela 3.1: Lista de aproximagdes inteiras para o integrador fraccionario 1/s”, com uma

discrepancia maxima de A =2 dB.......c.cccooiiiiiiiiiiie e 82

Tabela 4. 1 — Métodos de discretizago de § —> Z. .ooouvieeiiiieiiiieeiee e 97
Tabela 4. 2: Aproximagdes de Padé ao operador de Euler para m=n= {1, 3,5,7, 9} e

O = 1/ 2 e b ettt h et st b ettt sb et 123
Tabela 4. 3: Aproximagdes de Padé ao operador de Tustin para m=n= {1, 3,5,7, 9} e

o TSR PRR 123
Tabela 4. 4: Aproximacdes de Padé ao operador de Al-Alaoui para m=n= {1, 3,5,7, 9} e

0L = 1/ 2 ettt b e et h ettt et e b e e nte bt et e 124
Tabela 4. 5: Aproximagdes de Prony ao operador de Euler para m=n={1,3,5,7,9},

O==1/2 € N =T000. ..eeeeiiiiieiee ettt e e e ettt e e e e e e e iabbee e e e e e e s eeaebeeeeee 127
Tabela 4. 6: Aproximagdes de Prony ao operador de Tustin para m=n= {1, 3,5,7, 9},

O=—1/2 € N =T000. ceiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii et e e e e e e e e e e e e e e e e aea e 128
Tabela 4. 7: Aproximagdes de Prony ao operador de Al-Alaoui para m=n= {1, 3,5,7, 9} ,

O=—1/2 € N =T000. ..ccetiiiiiiiiiiiiiiie ittt ettt e e e e e e saneee e 128

Tabela 4. 8: Aproximagdes de Shanks ao operador de Euler para m=n= {1, 3,5,7, 9},

O=—1/2 € N=T000. ..cccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie e aa e e 132

Tabela 4. 9: Aproximagdes de Shanks ao operador de Tustin para m=n= {1, 3,5,7, 9},

O==1/2 € N =T000. ..eeioeereiieeiee ittt e e et e e e e e e e ibrrer e e e e e e s e enreeeees 132

XXVvil



Xxviii INDICE DE TABELAS

Tabela 4. 10: Aproximagdes de Shanks ao operador de Al-Alaoui para m=n= {1, 3,5,7, 9},

Q=172 € N =T000. ....oeeiiiiiiiiiiiiee ettt ettt e e rer et et e e s serreneeeeeeeeas 133

Tabela 5. 1: Pardmetros do controlador PID, (K T, Ty ), para 0s processos

Gpn (s) = 1/(s + l)n , n=2,3,4. As especificacdes do sistema sdo a.=1,5 e

O, = 0,6 TAA/S. oo 172
Tabela 5. 2: Parametros do controlador PID, (K, I, Td), para o processo Gp3 (s) ........... 175
Tabela 5. 3: Parametros do controlador PID, (K, 7;,7, ), para o processo pr () R 179
Tabela 5. 4: Coeficientes (al-, b; ), i=1,2,3, docritério ISTE, para variacdes na entrada de

TEFETENCIA 7(1). cvooveueereeieeiciee e 181
Tabela 5. 5: Parametros do PID, (K, I,T, ), e especificagdes temporais, (Tr, T, %OS),

do sistema compensado com G, (18]« ceveeeeeemere e 182
Tabela A.1: RelagOes da fungao Gama. ..........cc.eeeeviieiiieeiiiieciee et 198

Tabela A.2: Alguns valores particulares da fungao Gama............ccceeeeuveeeciieecieeecieeeiee e 198



Tabela de Acronimos

CFE

CRONE

DF

DIF

FD

FIR

FFT

FOPDT

FrPID

FrVvPO

IAE

ITIR

ISE

ISTE

Caputo

Continued Fraction Expansion
Commande Robuste d’Ordre Non Entier
Derivada Fraccionaria

Derivada e Integral Fraccionario
Transformada de Fourier

Funcao Descritiva

Finite Impulse Response

Fast Fourier Transform
First-Order Plus Dead-Time
Fractional PID

Fractional Van der Pol Oscillator
Griinwald-Letnikov

Integral Absolute Error

Infinite Impulse Response
Integral Squared Error

Integral Squared Time Weighted Error

XXiX




XXX

IST’E

ITAE

(0N}

PID

PSE

VPO

Integral Squared Time-Squared Weighted Error
Integral Time Absolute Error

Transformada de Laplace

Overshoot Percentual

Proporcional Integral Derivativo

Power Series Expansion

Riemann-Liouville

Van der Pol Oscillator

TABELA DE ACRONIMOS



Capitulo

Introducao

I I: STA tese dissertacdo tem por objectivo estudar a aplicagdo da teoria das derivadas e dos
integrais de ordem ndo inteira, usualmente designada por feoria do calculo fraccionario,

na analise dinAmica e no controlo de sistemas.

Nesta ordem de ideias, o capitulo encontra-se organizado da seguinte forma. A sec¢do 1.1
apresenta um resumo histérico sobre a evolugdo da teoria das derivadas e dos integrais
fraccionarios. De seguida, a seccdo 1.2 descreve algumas aplicagdes do calculo fraccionario e
a sec¢do 1.3 formula as motivagdes e os objectivos que enquadram a realizacdo desta tese de
dissertagdo. Por ultimo, a sec¢do 1.4 faz uma breve descri¢do da estrutura e dos capitulos que

compdem esta tese.

1.1 Resumo Historico

E usual adoptar os operadores diferenciais d_l/ di!, d/dt, dz/ di*, d3/ dt®, nas mais

diversas areas da ciéncia ¢ da engenharia. No entanto, pode-se questionar a necessidade da

ordem de diferenciacao ser um inteiro. Por exemplo, porque ndo a existéncia de um operador

d’ 2/ dt'? ou V23 / a3 A diferenciacdo fracciondria ¢ mais complexa que a

integrodiferenciacgdo inteira e, até ao momento, ndo existe uma interpretacdo geométrica dbvia,

como acontece para a habitual associacdo dos declives e areas respectivamente para as

derivadas e integrais inteiros. Embora tenha havido algumas tentativas (Méhauté, 1991;

Nigmatullin, 1992; Rutman, 1994, 1995; Tatom, 1995; Adda, 1997, 1998; Yu, et al., 1997;
1
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Gorenflo, 1998; Kiryakova, 1998; Mainardi, 1998; Torbati ¢ Hammond, 1998; Westerlund,
2002; Moltz, et al., 2002; Podlubny, 2002; Machado, 2003) no sentido de se estabelecer uma
interpretacdo geométrica e fisica para as derivadas e integrais fracciondrios, o certo € que esta
questdo ndo tem sido pacifica na comunidade cientifica, estando ainda hoje por se definir, de

uma forma consensual e clara, o significado real dos operadores fraccionarios.

'0 conceito da generalizacdo da diferenciacdo e integracdo a uma ordem nao inteira nao €
de todo nova! O interesse neste assunto surgiu ao mesmo tempo que as ideias da teoria do
calculo diferencial, ha mais de 300 anos, ¢ constitui a base do calculo diferencial tal como o
conhecemos hoje. De facto, as primeiras especulacdes sobre esta matéria sdo encontradas na
correspondéncia de Leibniz com Bernoulli e, posteriormente, com L’Hdpital (1695) e Wallis
(1697), onde se encontram alguns apontamentos relativos a derivada de ordem o = 1/2. No
entanto, deveu-se a Euler (1738) o primeiro passo, quando este analisou o calculo de
derivadas fracciondrias (DF’s) para a fungdo poténcia. No seguimento deste resultado Laplace
(1812), Lacroix (1820) e Fourier (1822) sugeriram, também, algumas ideias relativas ao

calculo de DF’s.

?0 verdadeiro inicio da teoria relativa ao calculo de derivadas e integrais fraccionarios
(DIF’s) deu-se com os trabalhos de Abel e Liouville. Abel (1823) investigou certas
expressdes fora do contexto do célculo de DIF, mas os resultados foram de importancia
consideravel para o desenvolvimento da teoria. Por seu lado, Liouville (1822-1837) estudou,
explicitamente, varias questdes nomeadamente a definicdo e o célculo de DF para valores
complexos e a sua aplicagdo a certos tipos de equacdes diferenciais lineares ordinarias, o

efeito de uma mudanga de variavel no calculo de DIF e a definicdo de uma DF como o limite
do quociente Ay f / h*, onde Ay f ¢é a diferenga de ordem fraccionaria o. Posteriormente,

Riemann (1847), Holmgren (1865-1867) e Letnikov (1868) tiveram, também, papéis de
relevo no prosseguimento da teoria. Entre outros resultados, Holmgren considerou, pela

primeira vez, a derivacdo e a integracdo fracciondrias como operagdes inversas e generalizou

a expressio de d“ (uv)/ dx® . Por seu lado, Letnikov desenvolveu a DF como limite da
expressdo lim A} f / h*, demonstrou que as expressdes propostas por Liouville ¢ Riemann
h—0

estavam de acordo com esta definicdo e generalizou a teoria dos DIF’s para valores

2 A lista de referéncias bibliograficas apresentadas neste paragrafo sdo retiradas dos livros de Oldham e
Spanier (1974) e de Samko, et al. (1993)
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complexos. Mais proximo dos nossos dias, sdo de referir numerosas contribuigdes tais como
as de Hadamard (1892), Weyl (1917) e Marchaud (1927), que tem ampliaram o ambito desta

teoria.

1.2 Aplicacoes do Calculo Fraccionario

Ao longo de quase trés séculos que a teoria das derivadas e integrais fraccionarios tem sido
essencialmente desenvolvida sob um ponto de vista teorico, sendo unicamente alvo de estudo

por parte dos matematicos.

Os operadores fraccionarios sdo definidos através da operacdo de convolugdo, o que os
tornam particularmente adequados para caracterizar fendémenos de memoria e de
hereditariedade (tais como, a difusdo, a viscoelasticidade e a transmissao de linhas). Na
realidade, esta ¢ uma das vantagens das derivadas fracciondrias em comparagdo com o0s

modelos de ordem inteira “classicos”, onde estas propriedades sdo simplesmente ignoradas.

O calculo fracciondrio encontra aplicacdes em numerosas areas da ciéncia e engenharia
(dindmica de fluidos, reologia, electromagnetismo, controlo, biologia, caos, fractais, entre
outros), nas areas sociais € humanas, passando pelas probabilidades e estatistica, até as areas
da economia e financas. Este facto estd comprovado pelo numero crescente de publicacdes a

que se tem assistido nos ultimos anos. Algumas das suas aplica¢des mais significativas sdo:

e Nas areas da fisica e da quimica, onde as derivadas fracciondrias estdo normalmente
associadas com a aplicagdo dos fractais na modelagao de reacgdes electroquimicas, da

irreversibilidade e do electromagnetismo;

e Na teoria dos fractais, para a modelacdo dinamica de sistemas caracterizados por
estruturas auto-similares e porosas (i.e., estruturas fractais). Os recentes avangos na
area dos fractais (e também do caos) revelam algumas relagdes com o calculo
fraccionario, motivando um renascer do seu interesse e abrindo novas perspectivas de

aplica¢ao dos operadores fraccionarios;

e Na teoria do controlo de sistemas dinamicos, em que o sistema controlado e/ou o
controlador sdo descritos por equagdes diferenciais fracciondrias. Apesar de ser uma

das areas mais promissoras da sua aplicacdo, ¢ necessario uma analise mais
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aprofundada da teoria e o desenvolvimento de métodos que levem a uma efectiva

utilizag¢do do calculo fraccionario nesta area;

Praticamente todas as areas cientificas sdo tocadas pelo céalculo fraccionario. Embora este
tema remonte a propria origem do célculo diferencial, raramente ¢ incluido nos programas
curriculares dos cursos actualmente oferecidos. Possivelmente, isto seja devido ao facto de a
comunidade académica ainda se sentir pouco familiarizada com este assunto € com as suas

aplicagdes.

Concluindo, as derivadas e integrais fraccionarios sdo tdo antigos e sélidos quanto as de
ordem inteira, passando a ficar aberta uma nova dimensdo quando se considera o operador
d* / dt* tendo a ordem o como um pardmetro arbitrario. Muito problemas da ciéncia ¢ da
engenharia podem ser expressos e resolvidos de uma forma sucinta e elegante fazendo uso da
teoria do calculo fraccionario. Mais ainda, as potencialidades reveladas por este “novo”
método matematico tornam-no, actualmente, numa das ferramentas mais poderosas e Uteis

para a resolugdo de inumeros problemas.

1.3 Motivacao e Objectivos

O principal objectivo desta tese consiste na aplicacdo dos conceitos associados a teoria das
derivadas e integrais fracciondarios na area do controlo automatico de sistemas. Deve-se referir
que sO6 nas ultimas décadas ¢ possivel encontrar as primeiras aplicagdes no controlo
automatico (Bode, 1945; Tustin, et al., 1958; Manabe, 1961, 1963; Carlson e Halijak, 1961,
1963; Oustaloup, 1981). Recentemente, assiste-se a um desenvolvimento acentuado na
identificacdo, modelagdo e controlo de sistemas. A adopg¢do na area do controlo tem revelado
elevados desempenhos face as estratégias “classicas” de controlo, fazendo com que seja
actualmente uma 4area de investigagdo com enormes potencialidades para uma utilizagdo
vantajosa dos conceitos associados a teoria dos sistemas de ordem fracciondria. Nesta
perspectiva, o trabalho aqui apresentado insere-se nas correntes actualmente emergentes que

apontam para o desenvolvimento deste tipo de algoritmos.

Tomando estas ideias em consideragao, podem estabelecer-se os seguintes aspectos a
serem cumpridos com a realizacdo dos trabalhos conducentes a elaboracdo desta tese de

dissertacao:
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Andlise dindmica e controlo de sistemas lineares ¢ de sistemas nao lineares por

intermédio da ferramenta proporcionada pelo calculo fracciondrio;

e Exploracdo de novos métodos para o projecto de operadores (integradores e
diferenciadores) discretos fraccionarios que sejam adequados para uma analise por
transformada dos Z e adequados para uma implementagao digital em tempo real. Deste
modo, pretende-se simular sistemas de ordem fracciondria e implementar

controladores fraccionarios com um melhor desempenho;

e Desenvolvimento de novas técnicas de sintonia do algoritmo de controlo mais
utilizado em sistemas de controlo industriais, ou seja, o controlador PID. Neste caso, o
objectivo sera a definicdo de uma estratégia de sintonia que leve ao desenvolvimento
de heuristicas robustas e ao estabelecimento de esquemas de sintonia comuns aos

sistemas de ordem inteira e de ordem fraccionaria;

e Divulgagdo das potencialidades reveladas pela utilizacdo do célculo fracciondrio nas
mais diversas areas das ciéncias da engenharia e, em particular, na area do controlo de

sistemas.

1.4 Estrutura da Tese

Esta tese de dissertacdo encontra-se organizada em seis capitulos e um anexo.

O Capitulo 1 — Introdugdo — corresponde a presente introdugdo, no qual se definem o
problema, principais motivagdes e objectivos e, por ultimo, se faz uma descri¢cao dos diversos

capitulos que compdem esta tese.

No Capitulo 2 — Fundamentos do Célculo Fraccionario e Aplicagdes — apresentam-se os
fundamentos e algumas aplicagdes do célculo fraccionario na area do controlo automatico de
sistemas. Este capitulo pretende estabelecer um enquadramento matematico que sirva de base
para os outros capitulos. Assim, aqui sdo estabelecidas defini¢des, propriedades, métodos de
solugdo (analitica e numérica) de equacdes diferenciais fracciondrias, assim como algumas
técnicas de analise usadas pelo célculo fracciondrio. Por ultimo, sdo referidas também

algumas das aplica¢des mais relevantes desta teoria na area do controlo de sistemas.

No Capitulo 3 — Analise Dindmica de Alguns Sistemas Nao Lineares — estudam-se dois
tipos de sistemas ndo lineares numa perspectiva da aplica¢do da teoria do calculo fraccionario.

Na primeira parte abordam-se os sistemas de folga com impactos, baseado na aplicagdo da
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funcdo descritiva. Na segunda parte analisa-se uma nova versao do oscilador de Van der Pol,
introduzindo uma derivada de ordem fraccionaria na formulacao de espago de estados que
descreve a sua dinamica. A este sistema designou-se de oscilador de Van der Pol fraccionario,
o qual ¢ analisado, tanto no dominio das frequéncias como no dominio dos tempos, para

diversas ordens da derivada fracciondaria e, consequentemente, da ordem total do sistema.

No Capitulo 4 — Aproximagdes Digitais de Operadores Fraccionarios Através de Fungdes
Racionais — ¢ proposto uma nova abordagem para a obtencdo de aproximacdes digitais na
forma de fungdes racionais de integradores e de diferenciadores de ordem fraccionaria. A
nova estratégia adopta as técnicas de modelacdo de sinais deterministicos para a realizagdo de
aproximacgdes racionais (filtros IIR) dos operadores fracciondrios. Nesta perspectiva, sio
desenvolvidas as técnicas de Padé, Prony e de Shanks, as quais requerem somente a resolugao
de um sistema de equacgdes lineares. Apresenta-se também um novo método que constitui uma
alternativa eficiente as técnicas de modelacao de sinal, baseado no algoritmo de identificacao
de sistemas pelos minimos quadrados, e que gera as mesmas aproximagdes que o método de

Prony, mas com a vantagem de se obter, num s passo, a fungdo racional desejada.

No Capitulo 5 — Sintonia de Controladores PID Robustos — apresenta-se uma nova
estratégia de sintonia de controladores PID. O método proposto baseia-se na aplicagdo de
conceitos basicos associados a teoria dos sistemas de ordem fraccionaria. Os parametros do
PID sdo obtidos através da minimizacdo do integral do erro quadratico entre as respostas ao
degrau sistema de referéncia, com a fungdo de transferéncia ideal de Bode em malha aberta, e
o sistema compensado com o controlador PID. Verifica-se que os sistemas, sintonizados por
este método, tornam-se robustos a variagdes do ganho exibindo respostas ao degrau com uma
sobreelongagdo constante, ou seja, com uma propriedade de amortecimento constante. Sdo
também encontradas diversas expressdes uteis para a caracterizagdo da funcdo de
transferéncia fracciondria utilizada para a sintonia do sistema com o controlador PID, tanto no

dominio das frequéncias como no dominio dos tempos.

No Capitulo 6 — Conclusdes e Perspectivas de Evolucdo Futura —sdo apresentadas as

principais conclusdes e sdo apontadas perspectivas de evolucdo futura do trabalho. Neste

enquadramento, sdo, também, realgadas as principais contribui¢des desta tese de dissertagao.

Esta tese fica concluida com o Anexo A —Funcgdes Especiais do Calculo
Fracciondrio — onde se relembram algumas fungdes especiais que desempenham um papel

fundamental na teoria do calculo fraccionario.



Capitulo

Fundamentos do Calculo Fraccionario e

Aplicacoes

NESTE capitulo apresentam-se os fundamentos da teoria das derivadas e integrais
fracciondrios, vulgarmente designada de cdlculo fraccionario, e que serve de base
matematica para os capitulos seguintes. Nesta perspectiva, sdo estabelecidas varias defini¢des,
propriedades, métodos de solucdo (analitica e numérica) de equacdes diferenciais
fraccionarias, assim como algumas técnicas de analise usadas pelo calculo fraccionario. Sao
referidas também algumas das aplicagdes mais relevantes desta teoria na area do controlo

automatico de sistemas.

Tomando estas ideias em consideracdo, o capitulo encontra-se organizado da seguinte
forma. Na secc¢do 2.1 ¢ feito um enquadramento histérico da evolugdo da teoria do calculo
fracciondrio até aos nossos dias. Nas secc¢oes 2.2, 2.3 e 2.4 sdo estabelecidas respectivamente
a notac¢do, as definicdes e as propriedades das derivadas fraccionarias. De seguida, as sec¢des
2.5 e 2.6 abordam a utilizagdo das transformadas de Laplace e de Fourier no célculo
fraccionario. Nesta ordem de ideias, a sec¢do 2.7 propde um método de resolugdo analitica de
equagdes diferenciais fraccionarias baseado na transformada de Laplace. Na seccao 2.8
analisa-se o célculo numérico de derivadas fraccionarias e a sua aplicacdo a resolugdo
numérica de equagdes diferenciais fraccionarias. Na sec¢do 2.9 ¢ sugerida uma abordagem
alternativa para o calculo numérico de derivadas fracciondrias baseada numa representacao
matricial dos equivalentes discretos dos operadores de diferenciagdo e integracao

fraccionarios. A sua utilizacdo ¢ estendida a solugdo numérica de equagdes diferenciais

7
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fracciondrias. A sec¢do 2.10 ilustra algumas das areas de aplicagdo do célculo fraccionario e
descreve, com algum detalhe, trés aplicagdes desta teoria na area do controlo automatico de
sistemas, as quais se revelam de grande utilidade pratica. Por ultimo, a sec¢do 2.11 estabelece

as principais conclusdes.

2.1 Introducao

O cdlculo fraccionario designa a teoria das derivadas e integrais a uma ordem arbitraria, a
qual unifica e generaliza as nog¢des de integracdo e diferenciacdo de ordem inteira. A primeira
vez que se colocou a questdo do significado de uma derivada de ordem ndo inteira foi em
1695, quando L’Hdpital interrogou Leibniz sobre uma interpretagio de d* f / dt* , no caso
em que o fosse uma frac¢do. Daqui surgiu o termo fracciondrio, que se mantém até hoje,
devido essencialmente a razodes histéricas. De facto, a designacdo correcta desta teoria seria a
ja referida integragdo e diferenciagdo a uma ordem arbitraria.

A derivada a uma ordem a real arbitraria pode ser considerada como uma interpolagao da

seguinte sequéncia de integrais e derivadas de ordem multipla inteira:

t T, t d d2
o Jauf sy, Jrean, o, 20 A0,

A generaliza¢do do conceito de derivada d* f / dt* para valores ndo inteiros de o remonta

ao inicio do desenvolvimento do calculo diferencial. De facto, na correspondéncia de Leibniz
com Bernoulli e, posteriormentel, com L’Hopital (1695) e Wallis (1697) encontram-se alguns

apontamentos relativos a derivada de ordem o =1/2. No entanto, deveu-se a Euler (1738) o

primeiro passo, quando este analisou o calculo de derivadas fracciondrias para a funcao
poténcia. Desde essa altura o célculo fracciondrio tem sido objecto de uma intensa

investigagdo sob o ponto de vista matematico.

Pode-se referenciar uma extensa lista de matematicos (a maioria famosos) que deram
importantes contribuigdes tanto para a teoria como para a aplicagdo do calculo fraccionario.

Assim, até meados do século XX, incluem-se? Laplace (1812), Fourier (1822), Abel (1823),

12 A lista de referéncias bibliograficas apresentadas neste paragrafo estdo por ordem cronolégica e sio retiradas
do livro de Oldham e Spanier (1974)
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Liouville (1832), Riemann (1847), Griinwald (1867), Letnikov (1868-1872), Laurent (1884),
Krug (1890), Hadamard (1892), Heaviside (1892-1912), Hardy e Littlewood (1917-1928),
Weyl (1917), Lévy (1923), Davis (1924-1936), Post (1930), Zygmund (1935-1945), Love
(1938), Erdélyi (1939-1965), Kober (1940), Riesz (1949), Feller (1952), entre muitos outros.

Contudo, s6 nas ultimas décadas é que este assunto tem sido objecto de conferéncias e
textos especializados. De facto, a primeira conferéncia foi organizada por B. Ross sob o titulo
“First Conference on Fractional Calculus and its Applications”, na Universidade de New
Haven, EUA, em 1974. O primeiro livro inteiramente dedicado ao célculo fraccionario surge

também em 1974, pelos autores Oldham e Spanier (1974).

Actualmente, existem diversos livros dedicados ao calculo fraccionario (embora esta lista
ainda seja escassa), nomeadamente Oldham e Spanier (1974), Samko, ef al., (1993), Miller e
Ross (1993), Kiryakova (1994), Podluny (1999b), entre outros. Nos ultimos anos, o crescente
interesse neste assunto tem sido estimulado por aplicagdes em andlise numérica e em
diferentes areas da ciéncia e engenharia, incluindo possivelmente as areas do caos e dos
fractais. Este facto levou ao aparecimento de varios livros de colectanea de artigos (Carpinteri
e Mainardi (1997); Hilfer (2000)), assim como ao langamento de diversos nimeros especiais
em revistas (Nonlinear Dynamics, Vol. 29, Nos. 1-4, 2002, editado por J. A. Tenreiro
Machado; Signal Processing, Vol. 83, No. 11, 2003, editado por Manuel D. Ortigueira e J. A.
Tenreiro Machado; Nonlinear Dynamics, 2005 (data prevista da publicagdo), editado por Om

P. Agrawal, J. A. Tenreiro Machado e J. Sabatier) sobre aplicagdes do calculo fraccionario.

Um dos objectivos deste capitulo consiste em apresentar e esclarecer os aspectos
fundamentais da teoria das derivadas e integrais fraccionarios. Assim, os resultados aqui
apresentados ndo sdo meramente expostos na sua forma final, mas, sempre que possivel,
derivados de uma forma facilmente compreensivel até¢ a obtencdo do resultado desejado. Isto
verifica-se para o estabelecimento das varias defini¢des, propriedades, transformadas de
Laplace e de Fourier, e solu¢des analitica ou numérica de equagdes diferenciais fraccionarias.
Uma boa compreensdo da teoria conduzird a uma melhor utilizagdo e aplica¢do pratica dos
operadores fracciondrios, assim como a determinacdao do seu real impacto nas mais diversas
areas da engenharia e ciéncia e, em particular, na area do controlo automatico de sistemas,

que ¢ o tema central desta tese.

Como referéncia para a teoria (e algumas aplicagdes) das derivadas e integrais
fraccionarios aponta-se a consulta, e pela seguinte ordem crescente de complexidade, dos

livros de Oldham e Spanier (1974), Podlubny (1999b) e de Miller ¢ Ross (1993). Para uma
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analise mais detalhada sobre este assunto consultar a obra enciclopédica sobre a teoria das
derivadas e integrais a uma ordem arbitraria de Samko, ef al., (1993). Os dois primeiros livros

serviram como referéncia na elaboracdo de grande parte deste capitulo, especialmente o texto

devido a Podlubny (1999b).

2.2 Notacao das Derivadas Fraccionarias

O tipo de nota¢do adoptada ¢ um aspecto importante quando se lida com as derivadas e
integrais a uma ordem arbitraria. Dela dependem uma boa compreensdo ¢ utilizagdo pratica

das diferentes defini¢cdes existentes para as derivadas e integrais a uma ordem arbitraria.

Este texto usa a notacdo que foi inicialmente estabelecida por Davis (1936), e
posteriormente adoptada por varios outros autores que a divulgaram na area do calculo
fraccionario (Miller e Ross, 1993; Podlubny (1999b), entre outros). Assim, a derivada a uma

ordem o arbitraria ¢ definida através do operador:

D (2.1)
em que D denota a operacdo de diferenciacdo. O nome abreviado para derivadas a uma
ordem arbitraria ¢ derivadas fraccionarias. Do mesmo modo, o termo integrais fraccionarios
significa integrais a uma ordem arbitraria e corresponde a valores negativos de a. Neste caso,

a notagdo utilizada ¢ a mesma e, portanto, um integral fracciondrio de ordem 3 >0 ¢ definido

por:
DF 2.2)

Os indices a e t denotam os limites inferior e superior da diferenciacdo, respectivamente.
O aparecimento explicito destes limites no operador revela-se essencial, como veremos a
seguir na seccao 2.3. De facto, a sua utilizacdo pode evitar algumas problemas que possam

surgir na aplicagdo pratica dos operadores fraccionarios.

Apesar de anotagdo atras referida ser, sem duvida, a mais usada e a que talvez suscite
menos ambiguidade em termos de sua utilizagdo pratica, encontram-se, contudo, outras
notagoes em textos fundamentais sobre o calculo fraccionario. De entre estas, saliente-se a

usada por Oldham and Spanier (1974), que define o operador fraccionario como:
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_
[d(t—a)]a

em que o assume um valor arbitrario (real ou complexo, inteiro ou fraccionario). Oldham and

(2.3)

Spanier (1974) designa o operador (2.3) por integro-diferenciador, pois unifica num Unico

operador as no¢des de integracao e diferenciagdo. Assim, verifica-se a equivaléncia:

dcx
D= (2.4)

[d(t-a)]"

Esta notacdo ¢ também muito utilizada devido ao facto que, para valores inteiros de
o = n, resulta no simbolismo associado ao calculo diferencial classico (com a =0) 4" / dr" .

Neste texto, quando os operadores fracciondrios aparecem sem os seus limites de
integracdo, considera-se que implicitamente estes tomam os valores de a =0 e que a variavel

independente ¢é 7, ou seja, ¢ designado pelo simbolo D* ou entéo por D/.

2.3 Definicoes Basicas de Derivadas Fraccionarias

Nesta sec¢do sdo apresentadas varias defini¢cdes para as derivadas e integrais fraccionarios,
assim como algumas das suas propriedades basicas. Estas defini¢des resultam de uma
generalizacao das nogdes de derivadas e integrais de ordem inteira provenientes do calculo
diferencial cldssico. Ao longo dos ultimos trés séculos, as derivadas e integrais fraccionarios
tém sido alvo de diversas abordagens resultando em defini¢des matematicas nem sempre
equivalentes entre si (Oldham e Spanier, 1974; Podlubny, 1999b; Miller e Ross, 1993; Samko,
et al., 1993).

O operador fundamental, ,D;*, que generaliza as derivadas e integrais a uma ordem o
arbitraria, ¢ definido da seguinte forma:

d%/dt*, Re(a)>

D =1, Re(a) =

[(@0®, Re(@)<0

a

0
u 0

(2.5)
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onde o pode tomar um valor arbitrario: real, racional, irracional ou mesmo complexo. Neste

texto, so se considera valores reais da ordem o.

Na sec¢do seguinte sdo apresentadas somente as defini¢des mais frequentemente usadas e
consideradas como as mais importantes, quer sob o ponto de vista de desenvolvimento
matematico quer da sua aplicagdo na resolucdo de problemas praticos e, em particular, na area
do controlo automadtico de sistemas. Estas defini¢des sdo, e pela seguinte ordem de

apresentacao, as expressoes de Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville e de Caputo.

2.3.1 Definicao de Griinwald-Letnikov

A definicao de Griinwald-Letnikov aqui estabelecida ¢ considerada como sendo a mais
fundamental, dado que ¢ a que impde menos restrigdes nas fungdes em que ¢ aplicada e
unifica num unico operador as noc¢des de derivada e integral (Oldham e Spanier, 1974). De
facto, esta defini¢do, expande e unifica directamente as no¢des de quociente de diferencas e
somas de Riemann também para as derivadas e integrais fraccionarios, como ¢ demonstrado a

seguir.
Considera-se a definicdo usual para a primeira derivada de uma fun¢do f (t) como sendo

o limite do quociente das diferencas atrasadas:

df _ ’(t):limf(t)_hf(t_h) (2.6)

LS _ o L0 1=H)
i
- 1iml{f(t)_f(’_h)_f(f—h)—f(t—2h)}
h—0 h h A
_ 1imf(¢)—2f(i—iz)+f(t—2h) .
h—0 h
e, do mesmo modo:
d?’_fEfm(t): fim f(t)=3f(t=h)+3f(t=2h)— f(1-3h) 08

ar? h—0 W
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Assim, por indugdo, chega-se a expressao geral para valores inteiros positivos de #:

D"fz%zf(n)(t)zlimi , (_1)" (n)[(t—kh), neN (2.9)

h—0 p" = k

em que:

(2.10)

sznO%JXn—ﬂ“(n—k+U_ n!

k k! k(n-k!)
¢ a notacdo usual para os coeficientes binomiais.

De notar que a derivada de ordem #n (2.9) ¢ uma combinag¢ao linear dos valores da func¢do
para os (n +1) valores t,t—h,t—2h,...,t—nh da varidvel independente. Os coeficientes sdo
coeficientes binomiais e alternam no sinal.

Partindo agora da conhecida definicdo de integral como sendo o limite da soma de

Riemann, e seguindo um processo iterativo similar ao anterior, chega-se a expressao final para

um integral de ordem »n (Oldham e Spanier, 1974; Podlubny, 1999b):

aq”foywmmjjihlf(zqf@M) 2.11)

h—0
I

em que [x] denota a parte inteira de x e:

(_l)k(—ngn(n+1)(n+2...(n+k—1) 2.12)

De notar que o integral multiplo de ordem » (2.11) ¢ também uma soma pesada dos
valores da funcdo, mas em que o nimero de termos tende para infinito a medida que 2 — 0.
Os pesos sao também definidos por coeficientes binomiais, e todos eles positivos.

Comparando as expressoes (2.9) e (2.11), verifica-se que a derivada ¢ o integral de ordem

inteira n da funcao f (t) podem ser definidos através de uma tUnica expressdo geral,

resultando:

h
DIf(£)=Tim 5~ [ )f (¢~ kh) (2.13)

h—0 =0
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a qual representa a derivada e integral de ordem n para ¢ =n e g =—n, respectivamente. Esta
observa¢do leva-nos a generalizar as nog¢des de integracdo e diferenciagdo a uma ordem nao
inteira fazendo g=a (a € R) na expressdo (2.13). Nesta perspectiva, a defini¢cdo de
Griinwald-Letnikov para a derivada e integral fraccionario de ordem o é dada por:
7]
DEf (1) = lim — Zh: (—1)"[“}/(:—/&1) aeR (2.14)
at h—0 % k ’

em que:

(2.15)

(ocj:cx(oc—l)(oc—2)...(oc—k+l)_ I(o+1)

k k! CT(k+1)T(a—k+1)

onde F(x) ¢ a fungdo Gama (ver Anexo A — Fung¢des Especiais do Calculo Fraccionario),

que generaliza a fung¢do factorial para valores ndo inteiros do argumento.

2.3.2 Definicao de Riemann-Liouville

A definicdo de Riemann-Liouville resulta da generalizagdo da conhecida férmula do integral

de Cauchy que reduz o célculo da primitiva, correspondente a integragdo de multiplicidade n

de uma fungio f (t), a uma integragdo simples do tipo convolugdo. Considerando ¢ >a € R,

a formula de Cauchy ¢é expressa como:

aD;”f(t)zJ'; J' fz I:lf(t)drdrl...dtn_l
I

=(n_1)!L(z—r)”_1f(r)dt, neN (2.16)

De uma forma natural, a formula anterior pode ser estendida de valores inteiros positivos
(neN) a valores reais positivos (oo € R™) usando a fun¢io Gama. Assim, tendo em conta

que (n—l)!=F(n), e introduzindo o numero real positivo o, o integral fracciondrio da
fungdo f(t) de ordem a.>0 ¢ definido como:

t

1

Df ()=

o) a(t—r)a_lf(r)dr, t>a,0eR” (2.17)
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A escolha do limite inferior com a =—-o0 ¢ devida originalmente a Liouville® (1832),

enquanto que com a =0 ¢ devida a Riemann® (1847).

O operador (2.17) possui as seguintes propriedades importantes (o, 3 > 0):
D7 f(0)=1(1) (2.18)

D (D (1) = oD (DS (1)) = D P 1 (1) (2.19)

As propriedades (2.18) e (2.19) sdo, obviamente, uma generalizagdo natural das

propriedades conhecidas quando a ordem ¢ um inteiro positivo.

Para introduzir a nogdo de derivada fraccionaria de ordem o, pode-se considerar a

possibilidade de substituicdo de o por —a na defini¢do (2.17). Contudo, esta generalizagdo
necessita de algum cuidado, de forma a garantir a convergéncia do integral e a preservar as

propriedades conhecidas das derivadas de ordem inteira.

De facto, considerando D", com neN, o operador da derivada de ordem n, ¢ I o

operador identidade, sabe-se que:
D'"D™" =], D"D"#I, neN (2.20)
Isto é, D" ¢é inversa a esquerda (e ndo inversa a direita) do correspondente operador
integral D™". Como consequéncia, ¢ de esperar que D seja também definida como inversa a

esquerda de D™, Para tal, introduzindo um inteiro positivo 7 tal que n—1< a < n, obtém-se

a definicdo Riemann-Liouville para a derivada fracciondria da fung¢do f (t) de ordem

a>0:
o dn —\n—-a
D ()= a7 o)
_ L oat Sy B
_r(n_a)dtn '[a(l‘—’E)OH—l_n dT, n-l<a<n (221)

O operador (2.21) possui as seguintes propriedades importantes:

n 2.22
:jtnf(t), o=n (2:22)

DI 1 (t)

34 Referéncias do livro de Oldham e Spanier (1974)
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D (aD;“f(t)) = f(t), a>0 (2.23)

DD S (0)= DFP (1), 0, B20 (2.24)

E interessante referir alguns aspectos relacionados com o calculo da derivada fraccionaria

de Riemann-Liouville de algumas fungdes conhecidas. Assim, para a fungdo poténcia

f (t) =¢*, obtém-se a expressao (Podlubny, 1999b):

w(ay T+1) 5,
(t )_mt , A>—1, a>0, >0 (2.25)

O resultado (2.25) ¢ uma generalizagdo natural da derivacdo inteira. Um facto interessante

a notar ¢ que a derivada fraccionaria (D" f(¢) ¢ diferente de zero para a fungdo constante

f(t) =C se a ¢ N. De facto, colocando A =0 na fung¢do (2.25) obtém-se:

Ct

DiC=——
T r(1-a)

, =0, >0 (2.26)

Constata-se que a fungdo (2.26) so ¢ igual a zero para o€ N, devido as assimptotas

verticais da fun¢ao Gama nos pontos 0,—1,-2,....

A definicdo de Riemann-Liouville desempenha um papel muito importante no
desenvolvimento da teoria das derivadas e integrais fraccionarios e na sua aplica¢do na area
da matematica pura (e.g., solu¢do de equacdes diferenciais de ordem inteira, definicdo de
novas classes de funcdes, somatorio de séries, etc.). No entanto, a sua utilizacdo na resolugao

de problemas aplicados ¢ muito restrita, dado que conduz a formulagdo de condi¢des iniciais

dadas por derivadas fraccionarias da fungdo f (t) no limite inferior ¢ = a, na forma:

. —k
lim , D f(t) =b; (2.27)
t—a

onde b;,k=1,2, ...,n representam constantes. Estas condigdes iniciais ndo possuem uma

interpretacdo fisica conhecida.

Este facto pode ser verificado aplicando a transformada de Laplace a derivada fraccionaria
de Riemann-Liouville (este resultado ¢ apresentado aqui apenas para efeitos de comparagao

com a defini¢do de Caputo a seguir estabelecida), resultando (com a =0) (ver seccdo 2.5):



FUNDAMENTOS DO CALCULO FRACCIONARIO E APLICACOES 17

—_—

n—

J.:e_”{ODtaf(t)}dtzs“F(s)— sk ODt“_k_lf(t)L_o, n-1<a<n (2.28)
; _

x>
Il

Observa-se que as condigdes iniciais sao dadas na forma (2.27), o que pode, obviamente,

causar problemas com a sua interpretagao fisica.

2.3.3 Definicao de Caputo

Uma outra abordagem da generalizacdo da no¢ao de diferenciagdo e integragdo ¢ a sugerida
por Caputo, a qual revela-se muito util para a formulacdo e resolugdo de problemas aplicados.
Por este facto, ¢ designada de derivada fraccionaria de Caputo de ordem o >0 e definida

como:

SD?fu):D;("‘“)[d" f<r>]

= -1
T(n—o)da(p g2 n-l<o<n (2.29)
satisfazendo também a propriedade:
di’l
JD2f(t)= o f(t), a=n (2.30)

No entanto, esta definicdo ¢ mais restritiva que a de Riemann-Liouville, na medida que

requer a integrabilidade absoluta da derivada de ordem » da funcao f (t) De notar que em

geral:

Def(ned

dt"

(aDt—(n—‘*)f(t)) #, 0" {5; f(t)} 2 S f (1) (2.31)

excepto se a fungdo f () e as suas primeiras n—1 derivadas vao a zero para ¢ = a.

A principal vantagem da definicdo de Caputo ¢ a de conduzir a formula¢do de condi¢des

iniciais dadas por derivadas inteiras da fungdo f (t) no limite inferior #=a, tais como

f'(a), f"(a), etc., ou seja, fisicamente interpretaveis.
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Aplicando a transformada de Laplace a derivada fracciondria de Caputo obtém-se (com

a =0) (ver seccdo 2.5):

—_

n—

J'OOO e GO f (1)} de=52F ()= D s 9 (0), n-1<a<n (2.32)
0

»
Il

Observa-se, neste caso, que as condi¢des iniciais sdo dadas através dos valores iniciais de
derivadas inteiras (no sentido classico) com interpretagdes fisicas bem conhecidas, o que as
tornam adequadas para a resolugdo de problemas de valor inicial de equagdes diferenciais

fraccionarias.

De acordo com a defini¢do de Caputo (2.29) chega-se a importante propriedade que a

derivada fraccionaria de uma constante € zero, isto é:
oDFC=0, a>0 (2.33)

Esta definicdo estabelece mais um resultado conhecido através das derivadas inteiras, ou
seja, a derivada fracciondria de uma constante vai a zero para qualquer valor de a (inteiro ou

fraccionario).

2.4 Propriedades das Derivadas Fraccionarias

De seguida sdo estabelecidas algumas das propriedades mais relevantes da integragcdo e
diferencia¢do fracciondria, e que sdo mais frequentemente usadas em aplicagdes. Outras

propriedades sdo referenciadas em (Podlubny, 1999b; Samko, et al., 1993).

2.4.1 Linearidade

De forma similar a diferenciacdo de ordem inteira, a diferencia¢do fraccionaria ¢ uma

operacao linear:

D*(Af (t)+ug(t))=2D*f (t)+uD"g(t) (2.34)

em que D denota qualquer uma das defini¢des para a diferenciacdo fracciondria expostas na

secgao 2.3.
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2.4.2 Regra de Leibniz

A aplicagdo da regra de Leibniz para obter a derivada de ordem inteira n do produto de duas

fungdes /() e g(¢) ¢ dada por:

d" (1) Lk —k
Hre0)= 0" () (235)
dt k
k=0
A diferenciacdo fraccionaria do produto de duas funcdes pode ser obtida a partir da
generalizacdo da expressdo (2.35) fazendo n=oa. Assim, a regra de Leibniz para a

diferenciagdo fracciondria toma a forma (Podlubny, 1999b):

o0 o . -

aDra(f(’)g(f)FZ(kjf( )(1).DE7* (1) (2.36)
k=0

A regra de Leibniz (2.36) ¢ particularmente Util para a determinagdo de derivadas

fraccionarias de uma fun¢do que € o produto de um polindmio por uma fung¢do em que a

derivada fraccionaria é conhecida.

2.5 Transformada de Laplace de Derivadas Fraccionarias

A transformada de Laplace, aqui designada através do simbolo L, ¢ uma das ferramentas
matematicas mais usadas para a analise e controlo de sistemas lineares invariantes no tempo.
A sua aptiddo de transformar operacdes complexas como a integragdo e a diferenciacdo (entre
outras) em operagdes algébricas na varidvel complexa s revela-se extremamente util no
projecto de sistemas de controlo. Do mesmo modo, a sua apeténcia para reduzir a
complexidade associada a analise no dominio dos tempos das derivadas e integrais
fraccionarias (ilustrada através da definicdes dadas na sec¢do 2.3) ¢ também fundamental para

o estudo de sistemas fraccionarios.

A andlise subsequente tem em conta os seguintes resultados conhecidos da transformada

de Laplace:

= A transformada de Laplace de uma fungao f (t), F (s), ¢ definida por:
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F(s)=L[f(t)]= Te‘“f(t)dt (2.37)

= Sendo a convolugdo de duas fungdes f(7) e g(r) causais (i.e. iguais a zero para

t <0) definida por:

t

F(0)*2(t)=[ f(t=7)g(x)d= [ 1 (v)g(t-7)dx (2.38)

0

entdo, a respectiva transformada de Laplace ¢ dada por:
LI f(t)*g(t)]=F(s)G(s) (2.39)

» A transformada de Laplace da derivada de ordem inteira » de uma fungdo f (t) ¢:

n—1 n—1
L { Al (z)} =5"F(s)- > 5" B (0)=5"F (5)- D sk r ) 0) (2.40)
k=0 k=0
2.5.1 Integral Fraccionario

O integral fraccionario de Riemann-Liouville e de Griinwald-Letnikov de ordem o > 0 pode

ser expresso como a convolugdo das fungdes g(¢)=1"" e f(¢):

a—1

t
I'(a)

(z‘—ﬂr)“_1 f(t)dr=

oD f(t) === *f(2) (2.41)

1
I'(a)

o!—.w

Sabendo-se que:

Lfe ! =r(a)s (2.42)

e usando a propriedade da transformada de Laplace da convolucdo (2.39), obtém-se a
transformada de Laplace do integral fracciondrio de Riemann-Liouville e de Griinwald-

Letnikov:

L{OD;“ f(z)} —5%F (s) (2.43)
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2.5.2 Derivada Fraccionaria

A derivada fraccionaria de Riemann-Liouville pode ser dada na forma (o > 0):

oDEf (1) = o1 (0071 (1)) (2.44)

Fazendo:

t

(R O L LA 249

«0)=00 " =57,
0

e usando a expressao (2.40) para a transformada de Laplace de uma derivada inteira de ordem
n em (2.44), obtém-se:
n—1

L{oD2f (0 =1{g" (1)) =5"G(s)- 5"+ (0) (2.46)

k=0

A transformada de Laplace da fungdo g (t) ¢ obtida por intermédio da equacao (2.43):

G(s)=s"F(s) (2.47)

A partir da defini¢do de derivada segue que:

n—k—1
A L D)=y D () 24

Substituindo as equagdes (2.47) e (2.48) na equagao (2.46) obtém-se a expressao final

para a transformada de Laplace da derivada fracciondria de Riemann-Liouville de ordem

a>0:
R S k-1
L{OD;*}z ocF(s)—kzos [OD,“‘ ‘f(t)l:()
n—1
=5"F(s)= ) bs", n-1<a<n (2.49)
k=0
onde:
bk=[0D;>“"‘1f(t)LO, k=0,1,...,n-1 (2.50)

representam as condigdes iniciais, as quais ndo possuem uma interpretagao fisica ébvia, pois

sdo dadas na forma de derivadas fraccionarias para o limite inferior # = 0. Deste modo, a sua
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utilizacdo pratica encontra-se limitada devido a auséncia de tal interpretacao que, até ao

presente momento, ainda nao ¢ conhecida.

A derivada fraccionaria de Caputo (2.29) pode ser dada na forma (o > 0):

D f(t)= oD " Mg(1), g()=s" (1), n-l1<as<n 2.51)

Assim, usando os resultados (2.43) e (2.40) para as transformadas de Laplace do integral

fraccionario de Riemann-Liouville e da derivada de ordem inteira, obtém-se respectivamente:

L{gDﬁg(r)} =5 ()G (s) (2.52)
n—1 n—1

G(s)=L{f (O =5"F (5)- 25" D (0)=s"F (5)- 25 (o) sy
k=0 k=0

Inserindo a equagdo (2.53) na equacdo (2.52) chega-se a expressdo da transformada de

Laplace da derivada fraccionaria de Caputo:

—_

L{SD?}:s“F(s)— ; sa_k_lf(k)(O), n—-l<a<n (2.54)
0

>
Il

Como se V€, a expressao (2.54) incorpora as condigdes iniciais f(k) (0), k=0,1,...,n-1
definidas na forma tradicional. De facto, a equagdo (2.54) ¢ uma generalizagdo da
correspondente transformada de Laplace de f (n)(t) fazendo o =n (ver expressdo 2.40).
Dado que esta expressdao envolve os valores da funcao f (t) e suas derivadas no limite
inferior ¢ =0, para os quais existe uma interpretagdo fisica bem conhecida (por exemplo,
£(0) ¢ a posigdo inicial, f’(0) é a velocidade inicial ¢ f"(0) ¢ a aceleragdo inicial), esta
pode ser utilizada para a resolugcdo de problemas de valor inicial em equagdes diferenciais
fraccionarias com condigdes iniciais fisicamente interpretaveis.

A transformada de Laplace da derivada fraccionaria de Griinwald-Letnikov ¢ dada por

(Podluny,1999b):
L{§Di|=5"F (s), 0<a<l (2.55)

A andlise atras feita sobre a transformada de Laplace dos operadores fraccionarios merece

as seguintes observagoes:

= Se as condigdes iniciais forem nulas, entdo a transformada de Laplace das derivadas e

integrais fraccionarios ¢ dada simplesmente pela expressao:
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2.6

L{oDff (1) =5“F(s), acR (2.56)
De notar que a expressdo anterior (2.56) ¢ uma generalizagcdo directa do resultado do
caso de ordem inteira com a multiplicagdo da transformada do sinal pelo operador
s (oc € ]R). Isto significa que os métodos classicos de anédlise e projecto de sistemas

lineares baseados no plano complexo s sdo facilmente adaptaveis para o caso de
sistemas lineares fraccionarios;

A transformacao dos operadores de diferenciagdo e integracdo do calculo fraccionario
(dominio dos tempos) para o dominio s de Laplace reduz a complexidade de

manipulagdo de fungdes complexas (como, por exemplo, a funcdo Gama F(x)) para

simples operagdes algébricas do operador s* (a € R). Este facto simplifica de forma

significativa a andlise e projecto de sistemas de ordem fraccionaria. De sublinhar, no
entanto, que estas técnicas (classicas) tém de ser adaptadas ao novo paradigma de

possuir uma ordem o fraccionaria.

Transformada de Fourier de Derivadas Fraccionarias

A transformada de Fourier, aqui denotada através do simbolo F, ¢ uma das ferramentas mais

poderosas para a analise da resposta em frequéncia de sistemas dindmicos lineares.

Para a andlise subsequente tem-se em conta os seguintes resultados conhecidos da

transformada de Fourier:

A transformada de Fourier de uma fungdo h(t), H (0)), integravel no intervalo

(—o0, 0), ¢ definida por:
H(0)=F{h(1)} = [ h(r)e ™ a (2.57)

Se a convolucdo de duas funcdes h(t) e g(t), definidas no intervalo (—oo,oo), é

definida por:
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h(t)*g(t)= [ ht-7)g(x)de= T h(t)g(t-7)dr (2.58)

—00 —00

entdo, a respectiva transformada de Fourier ¢ dada por:
F[h(t)*g(t)]=H(0)G(w) (2.59)
= A transformada de Fourier da derivada a uma ordem inteira » de uma funcao h(t),

supondo que tanto /(7) como as suas derivadas A'(¢), h"(¢), ..., ) (¢) se anulem

quando ¢ — Foo, ¢ dada pela expressdo:

F{W) (t)} = (jo)" F(w) (2.60)

2.6.1 Integral Fraccionario

Procedendo da mesma forma que no caso da transformada de Laplace, o integral fraccionario

de Riemann-Liouville (com o limite inferior @ = —) é expresso como sendo a convolugio’:

—*g(t) (2.61)

Sabendo que:

F{ Ftﬁ(;l)} = (jo) (2.62)

e usando a propriedade da convolucdo (2.59), obtém-se a transformada de Fourier do integral

fraccionario de Riemann-Liouville:
F{2D7g (1)} =(jo) “ G(o) (2.63)

em que G(w)=F { g(t)}. A expressio (2.63) fornece também as transformadas de Fourier
dos integrais fraccionarios de Griinwald-Letnikov _tha g(t) e de Caputo _othOL g(t), dado

que neste caso coincidem com o integral fraccionario de Riemann-Liouville _£Dt°° g (t)

> O sufixo + significa que a fungio é igual a zero para ¢ < 0
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2.6.2 Derivada Fraccionaria

As defini¢cdes de Riemann-Liouville (R), Griinwald-Letnikov (G) e de Caputo (C) podem ser

escritas na mesma forma (considerando o limite inferior a = —), ou seja:

_£Dag(t)

G IOL 1 g(n)(‘t)d’l: a—n_(n)

—Dig(t)= I — =, D}7"g" (1), n-l<a<n (2.64)
F(I’l—OL) (l‘—’l:)aH n

_thag(t) -

Usando a transformada de Fourier do integral fraccionario de Riemann-Liouville (2.63) e
a transformada de Fourier da derivada de ordem inteira (2.60) obtém-se a seguinte expressao

para a transformada de Fourier da derivada fracciondria (2.64):
F{D%g(t)|=F {D‘H gt (t)} = (jo) " F { ") (z)}
=(jo)” G(o) (2.65)

em que o simbolo D% denota qualquer uma das mencionadas derivadas fracciondrias
(Riemann-Liouville _XDg(¢), Griinwald-Letnikov _thag(t) ou Caputo _CSDtag(t)).
A andlise efectuada sobre a transformada de Fourier dos operadores fraccionarios merece

as seguintes observacoes:

= Os resultados atras ilustrados sdo obtidos com o limite inferior dos operadores

fraccionarios igual a a = —o0. No entanto, pode-se facilmente provar que os resultados

seriam os mesmos considerando o limite inferior a =0 e supondo que a funcao g(t)

¢ causal (i.e. g(t) =0 para ¢ <0).

= A resposta em frequéncia de um sistema fraccionario pode ser obtida substituindo o
operador s* (o€ R) por (jo)" (e R) na sua fungdo de transferéncia. Deste modo,

os métodos classicos de analise e de projecto de sistemas dinamicos no dominio das
frequéncias continuam validos para a andlise e projecto de sistemas de controlo
fraccionarios. De sublinhar, no entanto, que estas técnicas (cldssicas) tém de ser

adaptadas ao novo paradigma de possuir uma ordem o fracciondria.
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2.7 Solucao Analitica de Equacées Diferenciais Fraccionarias

O método aqui apresentado para obter a solucdo analitica de equagdes diferenciais
fraccionarias (com coeficientes constantes) ¢ baseado na transformada de Laplace, estando

descrito nos trabalhos de (Podlubny, 1999a, 1999b).

Para isso, ¢ introduzida a chamada fungéo Mittag-Leffler a dois pardmetros £, g (z) :

Z b0 (2.66)
Jj=

A fungdo de Mittag-Lefller desempenha um papel muito importante nas equagdes
diferenciais fraccionarias (e, logo, no desenvolvimento da teoria do calculo fraccionario),

possuindo um papel analogo ao da fungdo exponencial nas equagodes diferenciais de ordem

inteira. De facto, a fun¢do de Mittag-Lefller Eyp (z) ¢ uma generalizagdo da fungao

exponencial ¢° e, portanto, a fungdo exponencial ¢ um caso particular da fungdo de Mittag-

Lefller (ver Anexo A—Fung¢des Especiais do Célculo Fraccionario).

A derivada de E, 3(z) de ordem k ¢ dada por:

© i+ k)l z/
Egjg(z)zz (+k)lz k=0,1,2,... (2.67)

= JIT (0 + ok +PB)

E conveniente introduzir a funcio:
e (i) = PIER) (1), k=012, (2.68)
A transformada de Laplace de ¢, (¢, y;a,B) (2.68) é:

© g ) _ la
IO e gk(t=iy’aaﬁ)dt_—a Re(s)>]y] (2.69)

Uma outra propriedade util de g, (t, Vi, B) ¢ a sua simples diferenciagdo fraccionaria:

oDre (t,y;00B) = (t,y;0,B 1), A<P (2.70)
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2.7.1 Aplica¢do na Solucio Analitica de Equacées Diferenciais

Fraccionarias

Considere-se a equagao diferencial fraccionaria de dois termos, com condigdes iniciais nulas,

dada por:

aD*y(t)+by(1)= 1 (¢) (2.71)
Aplicando a transformada de Laplace obtém-se:
Y(S)=F(S)G2 (s) (2.72)
em que:

1 1 1
G,(s)= =— 2
2(s) as*+b as®+b/a 2.73)

Assim, usando (2.67)—(2.69), a transformada inversa de Laplace fornece a solugdo g, (t)

da fungdo (2.73) como:

1) (t):lt(x_lEa,(x (_étaj (2.74)

a a
a qual representa a resposta impulsional do sistema de ordem fraccionario dado pela fungao

de transferéncia (2.73). Portanto, a expressdo (2.74) ¢ a solugdo da equagdo diferencial

fraccionaria (2.71) a uma entrada em impulso unitario, ist0 €, ¥jyuiso (1) =g, (1).
Para determinar a resposta do sistema a uma entrada em degrau Unitario, Y ee,q, (1), a
expressdo (2.74) ¢ integrada (i.e. Ygegray (1) = oD; 'g,(¢)) que, com a ajuda da propriedade

(2.70), fornece:

1 b
Ydegrau (Z)zgta o0+l [_;t(xj (2.75)
De uma forma geral, a solu¢ao da expressao (2.72) (e, portanto, da equacao diferencial
(2.71)), é dada através da convolugdo das duas fungdes f(¢)=L" {F(s)} e g,(1):
y(t)=1(t)*g2(1) (2.76)

A andlise anterior pode ser generalizada para uma equacdo diferencial com »n termos, do

tipo:
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anDB"y(t)Jr an_lDB”*‘y(t) +..+ alDﬁly(t) + aODBOy(t) = f(t) (2.77)
onde B, >f,_; >...>B; > By >0. A solugdo da equagdo (2.77) € obtida em (Podlubny, 2000)

para as entradas ao impulso e ao degrau unitario, Y. (t)=g,(¢) e Ydegrau (1),

respectivamente, a partir de g, (t) (a designada fungdo de Green fraccionaria da equagdo

(2.77) de n termos).

2.8 Calculo Numérico de Derivadas Fraccionarias

Nesta sec¢do ¢ apresentado um método simples mas eficiente para o calculo de derivadas
fraccionarias. Este método, desenvolvido por Podlubny (1999b), ¢ baseado na utilizagdo das
diferencas finitas fraccionarias e no principio da “memoria curta”, o qual reduz o tempo de
calculo do algoritmo numérico. No entanto, existem outras formas propostas para realizar o
seu calculo numérico como, por exemplo, através de formulas de quadratura (Oldham e
Spanier, 1974; Blank, 1996; Dielthem, 1997; Dielthem e Weilbeer, 2004), splines (Hwang, et

al., 2002), entre outras.

Esta abordagem ¢ baseada no facto que, para grande parte das classes de funcdes
relacionadas com problemas aplicados, as defini¢des de Riemann-Liouville e de Griinwald-
Letnikov sdo equivalentes (ver seccdo 2.3). Este facto permite o uso da definicdo de Riemann-
Liouville durante a formulagdo do problema e, de seguida, utilizar a defini¢ao de Griinwald-

Letnikov para obter a sua solu¢do numérica, ou seja:

s 5
an‘f(t):%ii%%{(’), AL ()= Z (-1y (jjf(t_jh) (2.78)
Jj=0

em que [x] denota aparte inteira de x.

Assim, omitindo o limite na defini¢ao (2.78), obtém-se a aproximagao de primeira ordem

da derivada fraccionaria de ordem o:

JDFf(1)= (A5 f(2) (2.79)

E possivel usar também aproximagdes de ordem superior, conforme se demonstra em

(Lubich, 1986). Desta forma, chega-se a algoritmos numéricos explicitos que permitem
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calcular passo-a-passo os valores da solugao final. A principal dificuldade deste algoritmo € o
numero crescente de termos que se verificam nas somas das formulas recorrentes usadas para
o célculo. Devido a isto, para grandes intervalos da varidvel independente ¢, o seu célculo
torna-se praticamente impossivel. Para contornar esta dificuldade, utiliza-se o principio da

“memoria curta” (Podlubny, 1997), que a seguir ¢ descrito.

2.8.1 Principio da “Memoria-Curta”

Como se pode observar a partir da expressao (2.79), para ¢t > a, o nimero de termos da
aproximagao cresce de uma forma ilimitada, o que impossibilita a sua implementacao pratica.
Para contornar este problema, Podlubny (1997) formulou o chamado principio da “memoria-

curta”. Esta principio baseia-se no facto que, para valores elevados de ¢, os coeficientes:

o) =(-1)/ C‘) k=0,1,2,... (2.80)

da definicdo de Griinwald-Letnikov (2.78), proximos do limite inferior, isto €, no “ponto de

inicio” ¢ = a, t€m pouca influéncia na solucao e, consequentemente, podem ser desprezados

sob certas condi¢des (Podlubny, 1999b). A Figura 2.1 mostra o grafico dos coeficientes (og(a)

para alguns valores de o, onde se confirma a influéncia cada vez menor destes coeficientes a
medida que k& aumenta. De facto, usando a féormula assimptética para os coeficientes

binomiais vem, para todos os valores de o ndo inteiros positivos (Gorenflo e Mainardi,1998):

sin(om
\mg@\ ~ F(oc+1)—‘ (@) et o (2.81)
T
A expressao (2.81) mostra um comportamento dos coeficientes do tipo poténcia k_(aH) a

medida que k£ — oo, ilustrando, deste modo, uma propriedade de “memoria” e realgando a
importancia que as derivadas fracciondrias dao aos eventos passados, em contraste com o caso
das derivadas inteiras (Machado, 2003).

Estas observacdes levaram ao estabelecimento do principio da “memoria-curta”, o que

significa tomar em consideracdo somente o comportamento de f (t) no “passado recente”,

isto ¢, no intervalo [t -L, t], em que L ¢ o “comprimento de memoria”, ou seja:

Drf(t)= DY f(t), t>(a+L) (2.82)
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Figura 2. 1 — Evolugao dos coeficientes
Por outras palavras, a derivada fraccionaria com o limite inferior a ¢ aproximada pela

derivada fraccionaria com o limite inferior deslocado de ¢— L. Deste modo, o nimero de
termos da aproximacao (2.79) nunca ¢ superior ao valor [L/ h], maximizando, assim, o tempo
de célculo para um valor méximo de L segundos.
Obviamente que esta simplificagdo acarreta alguma imprecisdao nos resultados. Assim, se
f (t)SM para a <t <bh, o que normalmente se verifica em aplicagdes, o erro introduzido
(2.83)

-
ME (a+L)<t<b

pela utiliza¢do do principio da “memoria-curta” ¢ dado por (Podlubny, 1999b):

DS (1) = L DR (1) < =)

A(r)=
A expressdo (2.83) pode ser utilizada para determinar o “comprimento de memoria” L

necessario para obter uma determinada precisdo €, do seguinte modo:
Je
o
(2.84)

Af)<e, a+L<i<b =L>|—2
(1)<e, a+ = S‘F(l—(x)‘
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2.8.2 Calculo dos Coeficientes

Para a implementacdo do método das diferencas finitas fraccionarias ¢ necessario o calculo

()

dos coeficientes w; ', k=0,1,2,..., onde a € a ordem da diferencia¢do fraccionaria. Uma

das formas possiveis € usar a formula recorrente (Podlubny, 1999b):
ol =1, ol :(1_0‘7“%52, k=1,2,3,... (2.85)

a qual ¢ adequada para um valor fixo de a. Para o caso de termos de considerar varios
valores de o (e.g., na identificagdo de sistemas onde o € um pardmetro a determinar), as

relagdes recursivas (2.85) ndo sdo as mais desejaveis, isto ¢, para cada valor particular de o

()

os coeficientes ®; ’ t€ém de ser calculados separadamente. Neste caso, € mais conveniente

r 6 ;. . . .
usar 0 método da FFT" (transformada rdpida de Fourier). Para isso, considera-se que os

(o)

coeficientes ®; ’ sd0 os mesmos que os obtidos através do desenvolvimento em serie de

poténcias da fun¢do (1-z)", isto é:
. a:i_lka k:i (@) &k )
(1=2)"=2 (-1, ®; 2 (2.86)
k=0 k=0

Substituindo z =e¢ /" em (2.86), tem-se:

(1- e‘fW)a _ i o\He kv (2.87)

k=0

()

Os coeficientes ;' podem ser assim expressos em termos da transformada de Fourier

inversa, como:

2n

w@=if(kamfﬂww (2.88)
2my 5

os quais podem ser calculados utilizando qualquer uma das implementacdes da FFT. Mais

(o)

ainda, sendo que neste caso obtém-se um numero finito de coeficientes w;"’, o método da

FFT deve ser sempre combinado com o principio da “memoria-curta”.

S Fast Fourier T ransform
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2.8.3 Aplicacdo na Solucdo Numérica de Equacoes Diferenciais

Fraccionarias

Considere-se, como exemplo, a aplicacdo do método anterior na solu¢do de uma das equagdes
diferenciais fraccionarias mais simples, e que surge em alguns problemas aplicados (e.g.

(Oustaloup,1999)):

Dy () +Ay(t)=f(t), t>0
2.89
Y (0)=0, k=0,1,....,n-1 (2.89)

onde n—1<a<n Para 0<a <2 esta equagdo ¢ designada como equacgdo de relaxagdo-

oscilacdo.

A aproximag¢do numérica de primeira ordem para o problema de valor inicial (2.89) é:

m
h_qu(ja)ym_j + Aym = fm, m= 1, 2, Vo = 0 (290)
j=0

em que:
t, =mh, ymzy(tm), fm:f(tm), m=0,1,2,...

o) z(—1)f(°.°j, j=0,12,... (91
J

J

Adoptando a aproximagao (2.90), obtém-se o seguinte algoritmo para a solugdo numérica

da equagdo (2.89):

V=0, k=1,2,...,n-1
2 2.92
Y == A =1 Wy f m=nn, (2:92)
j=1

Os resultados da aplicagdo do algoritmo numérico (2.92) para diferentes valores de o
(I1£a<2) e com f(t) =H(t), em que H(t) ¢ a funcdo degrau unitario de Heaviside, sdo
ilustrados em (Podlubny, 1999b), os quais estdo em perfeita concordancia com as solugdes
analiticas obtidas por Podlubny (1999b) e Gorenflo e Mainardi (1997). De facto, a solugao

analitica ja foi obtida na seccdo 2.7, sendo dada por:

(1) = 1" Bg g (-41°) (2.93)
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O método apresentado foi testado com sucesso na solucdo numérica de equacdes
diferenciais fraccionarias com coeficientes constantes, coeficientes ndo constantes, € em
equacgdes diferenciais fracciondrias ndo lineares (Podlubny, 1999b). Este facto atesta a sua

grande aplicabilidade.

2.9 Calculo Matricial de Derivadas Fraccionarias

Nesta seccdo ¢ sugerida uma representagdo matricial dos equivalentes discretos dos
operadores de integragdo e diferenciacdo fraccionarios. A aproximagdo, proposta por
Podlubny (2000), unifica as nogdes de diferenciagdo numérica de ordem inteira e a integracao
multipla através de uma representagdo matricial. Aplicada a solugdo numérica de equagdes
diferenciais, unifica também a solucdo de equacdes diferenciais de ordem inteira e de ordem
fraccionaria, e as equagdes integrais fracciondrias. A aproximacdo aqui sugerida resulta numa
simplificagdo significativa na solugdo numérica de equacdes diferenciais e integrais

fraccionarias.

A aproximagdo da derivada fraccionaria ,D; f (t) de uma fungdo f (t) definida no
intervalo [a, b], e satisfazendo a condig¢do f (t) =0 para t <a (i.e., funcdo causal), pode ser
dada através da representagdo de Griinwald-Letnikov para operadores diferenciais
fraccionarios, conforme ja referido nas secg¢des anteriores. Assim, considerando no intervalo
[a, b] pontos equidistantes com passo 4 : t, =kh (k =0,1,..., N), emque ty=a ety=>b,a

sua definicdo vem:
V*f(t k (o
aDgf(t)zM:h‘“Z(—l)J[ 'jfk_j’ k=0,1,....N (2.94)

Em notacdo matricial, as N +1 expressdes anteriores (2.94) podem ser escritas

simultaneamente na forma;:
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i h—(xvaf(to) i _(J)ga) 0 0 0 0 _— fo =
ROV L (1) o o 0 0 0|
Y :h% m(?a) °°.£,a) °°.£?a) R I (2.95)
WV (tyo) oy (o(za) wga) (oga) 0 f}v_l
R Ve (ty) i _o)g\(,x) wg\(,x_)l (o(z(x) wga) (oga)_ -
o) = (1! (jj j=0.1,...N (2.96)

Na expressdo (2.95) o vector coluna dos valores da fungdo f; (kzO, 1,...,N) ¢

multiplicada pela matriz:

o 0 0 0 0
ol ol 0 0 0
(@) (@) (a)

=g e e 00 297)
A
ol o

e o resultado ¢ o vector coluna dos valores aproximados da derivada fracciondria
aDt(,): f (t), k=0,1,..., N. Deste modo, a matriz By representa o equivalente discreto da

derivada fraccionaria de ordem o.

De notar que a matriz triangular inferior By, (2.97) é completamente descrita pela sua
primeira coluna, cujos elementos sdo os coeficientes w(ja) ( j=0,1,....N ), determinados
através da equagdo (2.96). A matriz By pode ser entdo definida através de uma fungdo
geradora cujos os primeiros N +1 coeficientes da expansdo em série de Taylor coincidem

(@) (o) (@)

com os coeficientes o, ', o; ’,..., 0, . A fun¢do geradora para a matriz By €

Ba(z)=n""(1-2)" (2.98)
a qual, como ja foi referido atrds, fornece uma aproximacdo de primeira ordem da derivada
fraccionaria de ordem a. Contudo, é possivel considerar aproximagdes de ordem superior
(Lubich, 1986; Podlubny, 1999b), embora estas acarretem algoritmos mais complexos e com

custos adicionais no tempo de processamento.
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Os equivalentes discretos de integrais fracciondrios podem ser obtidos por inversdao dos

correspondentes equivalentes discretos das derivadas fraccionarias. Assim, para obter a matriz
Iy, correspondente ao equivalente discreto da integragdo fraccionaria (o > 0), a matriz By, ¢

simplesmente invertida, ou seja, gerada por:

15 = (B )_1 (2.99)

Portanto, a matriz Iy possui a seguinte forma:

o 0 0 0 0

ol ol 0 o0 0

(co) (o) (-a)

i R ’ (2.100)

e

o o o o

2.9.1 Aplica¢ao na Solu¢do Numérica de Equacoes Diferenciais
Fraccionarias

A aproximagdo matricial apresentada simplifica significativamente a solucdo numérica de
equacdes diferenciais fracciondrias, pois a solu¢do final ¢ dada na forma de um sistema de

equagdes algébricas, o qual € obtido substituindo todas as derivadas (fraccionarias ou inteiras)

pelas correspondentes matrizes By dos seus equivalentes discretos.

Como exemplo, considere-se uma equagdo diferencial fraccionaria de coeficientes

constantes com m termos, representada da seguinte forma:
m
D D% y(t)=f(1), 0<ay<ay<..<a,, n-l<a,<n (2.101)
k=1

onde D% denota a derivada fraccionaria de Riemann-Liouville ou de Caputo de ordem o

As discretizacdes de y(t) e f (t) sdo dadas como:

T

Yy =(9(t0)s 9 () v (in)) s Fy =(£ (t0)s £ ()5 £ (ix)) (2.102)
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Usando as notagdes em (2.102), € considerando que o equivalente discreto de D** & By,

chega-se ao equivalente discreto da equagdo diferencial fracciondria (2.101):
m
D pBY Yy = Fy (2.103)
k=1

Considerando que as condig¢des iniciais sdo nulas, as formulacdes de Riemann-Liouville e

de Caputo sdo equivalentes, vindo:

W (1)=0, k=0,1,....n-1 (2.104)

do qual resultam os valores iniciais da fungdo y(t), dados por:

y(t)=y(t)=-..=y(t,.1)=0 (2.105)

Assim, a partir do sistema (2.103) obtém-se um sistema de equagdes lineares para a

determinacdo de y,, y;,..., yy da seguinte forma (Podlubny, 2000):

m
ZPsz?/‘—n {SO,I,...,n—lY N} =So,1,. n1FN (2.106)
pa

em que, de uma forma geral, a matriz Sri . " (designada de eliminador) ¢ obtida a partir da
matriz unidade £ € Nx N eliminando as linhas com os indices #,7,,...,7,. A solugdo do

sistema de equagoes algébrico (2.106), em conjunto com os valores iniciais da fungdo (2.105),
formam a solugdo numérica da equacdo diferencial fraccionaria (2.101) com condi¢des

iniciais nulas (2.104).

Para ilustragdo do método, considere-se a seguinte equacdo diferencial fraccionaria de

dois termos com condi¢des iniciais nulas:
D%y (1) +y(t)=1 (0)="(0)=0 (2.107)
A solugdo numérica de (2.107) pode ser obtida a partir do sistema (2.106), em que m =2,

=0, 0,=0,n=2, py=py=1, By =B% 5, BY =Ey 5, Fy=(1,..,1)". Para estes
N

valores, o sistema de equagdes algébricas para a determinagdo de y;, £=2,3,..., N toma a

forma:

{Bz%—z + EN—2}{SO,1YN} = So,1Fy (2.108)
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a qual deve ser adicionado os valores iniciais ), = »; =0 determinados a partir das condi¢des
iniciais.

O método aqui descrito foi aplicado com sucesso na solugdo numérica de equagdes
diferenciais fracciondrias para diferentes tipos de condigdes iniciais, tais como condi¢des
iniciais nulas, condi¢des iniciais dadas em termos de derivadas inteiras ou na forma de

derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville. Foi também utilizado para a solucdo de

equacgdes diferenciais fraccionarias nao lineares (Podlubny, 2000).

A aproximagdo matricial sugerida simplifica significativamente a solucdo numérica de

equacdes integrais e diferenciais de ordem fraccionaria. Mais ainda, permite:

= Uma uniformizacdo para a discretizagdo das derivadas a uma ordem real arbitréria,
incluindo as derivadas de ordem inteira classicas, ¢ varios outros tipos de derivadas

fracciondrias, incluindo as derivadas fracciondrias sequenciais (Miller e Ross, 1993);

* Uma uniformiza¢do para a solu¢do numérica de equacdes diferenciais de ordem inteira

e de ordem fraccionaria;

*» Uma forma adequada para a discretizacdo de equagdes diferenciais a uma ordem real

arbitraria;

* Um método para a solugdo numérica de problemas de valor inicial e problemas com

condi¢cdes de fronteira para equagdes diferenciais de ordem real arbitraria;

* Um possivel método para a solugdo numérica de equagdes diferenciais ndo lineares de

ordem real arbitraria.

A aproximacdo por matrizes pode ainda ser usada para o desenvolvimento de novas
formulas de quadratura para os integrais fracciondrios. Para isso, uma dada aproximagdo das
derivadas fraccionarias ¢ colocada numa representagdo matricial, a qual invertendo-se fornece
a correspondente formula para os integrais fraccionarios. Do mesmo modo, podem-se obter
novas aproximagoes para as derivadas fracciondrias invertendo as matrizes correspondentes as

formulas de quadratura para os integrais fraccionarios.



38 ANALISE DINAMICA E CONTROLO DE SISTEMAS DE ORDEM FRACCIONARIA

2.10  Aplicacoes do Calculo Fraccionario

Nas ultimas décadas tem-se assistido a um nimero crescente de publicagdes relacionado com
a aplicagdo das derivadas e integrais fracciondrios nas mais diversas areas da ciéncia e
engenharia. De facto, as potencialidades reveladas por este novo método matematico torna-o,
actualmente, uma das ferramentas mais poderosas e uteis na resolugdao de inimeros problemas

na matematica, ciéncia e engenharia.

As areas de aplicag@o do calculo fraccionario incluem a viscoelasticidade e amortecimento
(Gemant, 1936; Stiassnie 1979; Rogers, 1983; Bagley e Torvik 1983; Torvik e Bagley, 1984,
1986, 1991; Koeller, 1984, 1986; Padovan, 1987; Koh e Kelly, 1990; Makris e Constantinou,
1991; Makris, et al., 1993, 1995; Gaul e Chen, 1993; Constantinou e Symans, 1993; Gaul e
Schanz, 1994; Fenander, 1996; Liebst e Torvik, 1996), caos e fractais (Clerc, et al., 1984; Liu,
1985; Kaplan, et al, 1987; Méhauté, 1991), biologia (Anastasio, 1994), electronica
(Oustaloup, 1981), electromagnetismo (Engheta, 1996, 1997, 2000), processamento de sinal
(Hosking, 1981; Ozaktas, et al., 1996; Ortigueira, 2000a, 2000b; Tseng, 2001), identificagdao
de sistemas (Dubois, et al., 1996), difusdo e propagacdo de ondas (Nigmatullin, 1986;
M¢éhauté, et al., 1993; Mainardi, 1994,1996), percolagdo (Webman, 1984), modelagdo e
identificacao (Matignon e Anréa-Novel, 1996; Mathieu, et al., 1996; Lorenzo e Hartley, 1998;
Hartley e Lorenzo, 1998), quimica (Méhauté, 1990), irreversibilidade (Méhauté, 1984),
robotica (Machado, et al., 2002; Silva, et al., 2003, 2004) e controlo (Axtell e Bise, 1990;
Oustaloup, 1991, 1995b; Podlubny, 1999a, 1999b, Machado, 1997), s6 para citar alguns
exemplos. Contudo, e apesar dos estudos ja realizados, muitos dos aspectos merecem ainda
uma investigagdo mais detalhada e outros simplesmente continuam ainda por investigar, em

quase todos as areas do conhecimento humano.

No que diz respeito a area do controlo automatico de sistemas, s6 nas ultimas décadas ¢
que o calculo fracciondrio encontrou as suas primeiras aplicagdes (Bode, 1945; Tustin, et al.,
1958; Manabe, 1961, 1963; Carlson e Halijak, 1961, 1963; Oustaloup, 1981). Actualmente,
existem inumeros estudos realizados neste dominio, sendo uma das areas com mais
potencialidades de aplicagao dos conceitos associados a teoria do célculo fraccionario. Apesar
disso, € necessario uma analise mais aprofundada da teoria e desenvolvimento de métodos

que levem a uma efectiva utilizacao do célculo fracciondrio nesta area.
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Esta sec¢do ilustra apenas algumas aplicagdes do calculo fraccionario na area do controlo
automatico de sistemas. Dadas as inumeras aplicagdes neste dominio, sdo referidas somente
aquelas consideradas como sendo as mais relevantes em termos de aplicacdo pratica. Nesta
categoria salienta-se o controlo CRONE ¢ o controlador PID fraccionario. E dada também
especial aten¢do ao designado sistema de referéncia ideal de Bode, o qual ¢ utilizado no

Capitulo 6 para a sintonia de controladores PID robustos.

2.10.1 Funcao de Transferéncia Ideal de Bode como Sistema de

Referéncia

No seu estudo sobre projecto de amplificadores de realimentacdo Bode (1945) sugeriu uma

forma ideal da funcdo de transferéncia em malha aberta da forma:

G(s):%, O<a<?2 (2.109)

a qual representa um integrador fraccionario de ganho K e de ordem a, passando desde entdo

a ser denominada como fungdo de transferéncia ideal de Bode.

O sistema de referéncia ¢ obtido inserindo a fungdo de transferéncia G(s) numa malha de

realimentacdo unitdria, conforme mostra o sistema de controlo da Figura 2.2. A funcdo de

transferéncia em malha fechada do sistema de referéncia ¢ entdo determinada e dada por:

_Y(s)_ K
T(S)_R(S)_s“+K’ 0<o<2 (2.110)

O sistema com a funcao de transferéncia ideal de Bode (Figura 2.2) apresenta as seguintes

caracteristicas (Vinagre, 2001; Barbosa, et al., 2003b):

R(s) Y(s)

Figura 2. 2 — Sistema de referéncia com funcao de transferéncia ideal de Bode.
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a) Em malha aberta (funcao de transferéncia (2.109)):

— A curva da amplitude (em dB) apresenta um declive de —a.20 dB/dec;

— A frequéncia ao ganho unitario depende do valor de K;

— A curva da fase ¢ uma recta horizontal de ordenada —o.7/2 rad;

— O diagrama de Nyquist ¢ uma recta que parte da origem com argumento de

—o /2 rad.

b) Em malha fechada (fungdo de transferéncia (2.110)):
— A margem de ganho ¢ infinita;

— A margem de fase ¢ constante e igual a MF = Tc(l—a/ 2), ou seja, depende

somente de a;

— A resposta a uma entrada em degrau unitario ¢ da forma (Westerlund e Ekstam,

1994):

y(t)=1-E, (-Ki*) @.111)

em que E, (x) ¢ a fungdo de Mittag-Leffler a um pardmetro (ver Anexo A- Fungdes
Especiais do Calculo Fraccionario).

As Figuras 2.3 e 2.4 ilustram as respostas ao degrau unitario e a resposta em frequéncia da

funcao T (s) para K =1 e diversos valores da ordem a. As curvas obtidas mostram que se

podem obter dindmicas que vao desde a relaxagdo (O0<a<1) até a oscilagdo (1< a<?2),

sendo que os sistemas de primeira e de segunda ordem sdo apenas casos particulares da

fungao T(s).

A caracterizacdo destes dois tipos de respostas (tempos e frequéncias) € tratada com mais
detalhe no Capitulo 6, onde sdo estabelecidas as principais caracteristicas, nos tempos € nas
frequéncias, do sistema de referéncia com a funcao de transferéncia ideal de Bode ilustrado na

Figura 2.2.
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Figura 2. 3 — Resposta ao degrau unitario de T(s) para K=1¢ a=0.25;0,5;...;
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Figura 2. 4 — Resposta em frequéncia de T(s) para K=1e¢e a=0.25;0,5;...;1,75.
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O sistema de referéncia da Figura 2.2 pode ser utilizado para o projecto de sistemas mais

robustos a variagdes do ganho e da carga. Uma das aplicagdes mais importantes € o caso do

controlo CRONE, que a seguir ¢ descrito de uma forma mais detalhada. Este sistema também

¢ usado no Capitulo 6 para o desenvolvimento de uma estratégia de controlo para a sintonia

de controladores PID robustos. Verifica-se que os sistemas compensados obtidos por este

método tornam-se robustos a variagdes do ganho exibindo respostas ao degrau com um

amortecimento constante.
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2.10.2 Controlo CRONE

Uma das aplicagdes mais “visiveis” do calculo fraccionario na engenharia do controlo ¢, sem
davida, o chamado controlo CRONE (abreviatura do francés Commande Robuste d’Ordre
Non Entier, o que significa controlo robusto de ordem ndo inteira) desenvolvido por
Oustaloup (1991, 1995b) e sua equipa na Universidade de Bordéus-I, Franca. A “robustez” do
seu nome vem do facto de fornecer um amortecimento que ¢ insensivel a variagdes dos
parametros do sistema controlado, sobre uma faixa alargada de frequéncias. Foram
desenvolvidas trés estratégias do CRONE de forma a garantir uma excelente robustez sendo,
actualmente, utilizadas em varias aplicacdes tecnologicas. Cada estratégia ¢ a base de uma

geracdo do controlo CRONE que alarga o dominio de aplicagdo da sua antecessora.

O controlo CRONE ¢ a transposicao para o controlo automatico da “robustez fractal”
apresentada pela relaxa¢do da agua num dique poroso. Este fendmeno natural ¢ considerado
robusto na medida que, paradoxalmente a aproximacdo inteira da mecanica classica, fornece
um amortecimento que ¢ independente da massa da d4gua em movimento. Oustaloup (1991)
mostrou que o fenomeno da relaxacdo ¢ modelizado por uma equagao diferencial de ordem

nao inteira (ou fraccionaria) da forma:

o (%ja P(t)+P(1)=0 (2.112)

com l<a<2. A variavel P(t) representa a pressdo dindmica na interface agua-dique e

t=f (M ) ¢ a constante de tempo, que é fungdo da massa M da d4gua em movimento.
A equagdo caracteristica correspondente a equacdo diferencial (2.112) é:

(ts)* +1=0 (2.113)

a qual possui dois polos complexos conjugados dados por:

s=Letinla (2.114)
T

para I<a <2. A Figura 2.5 apresenta o lugar de raizes da equagdo caracteristica (2.113),

onde ®, =1/t. O grafico mostra que os polos formam um &ngulo ao centro de 20 com
0 :(n—n/ a) constante, independente de t. Claramente, os poélos deslocam-se ao longo de

duas semi-rectas que formam o mesmo angulo O com o eixo real (fixado pela ordem )
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quando t varia. A robustez no plano-s do CRONE ¢ ilustrada pois por estas duas semi-rectas

que fornecem um amortecimento constante.

A frequéncia natural o, e o coeficiente de amortecimento { do sistema podem ser

p

deduzidos directamente a partir do p6los, através do seu modulo 1/t e do semi-angulo 6 que

formam:
1 . 1 . T 1 . (=
®, =—sin@=—sin| 1—— |=—sin| — (2.115)
T T a) T o
Czcosezcos(n—i):—cos(EJ (2.116)
o o

Verifica-se assim que o coeficiente de amortecimento  estd exclusivamente dependente

da ordem a, permitindo deste modo a introducdo da no¢do de modo oscilatorio robusto.

No dominio dos tempos a robustez ¢ expressa por uma resposta que ¢ igualmente
independente dos parametros do processo. Neste caso, e de acordo com o exemplo da Figura
2.6, somente a frequéncia natural varia. A forma do transitorio ¢ constante, embora a sua
escala nos tempos seja diferente. Isto ¢ traduzido por respostas nos tempos com as mesmas
sobre-elongagdes (D; e D,), independentes dos pardmetros do processo, com frequéncias

naturais diferentes que determinam a velocidade de resposta do sistema.

Semi-rectas de
amortecimento constante

A jo

s = e

+ u
|
1
! /o
|

0=n—m/a ]
! A -
; »
: 0 o
1
|
| —n/al
|
s =@ e
u

Figura 2. 5 — [lustrag@o da robustez do CRONE no plano-s.
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Figura 2. 6 — Ilustragdo da robustez do CRONE na resposta temporal.

Adoptando uma abordagem nas frequéncias, a “robustez fractal” ¢ demonstrada

considerando a transformada de Laplace da equacao diferencial (2.112):
(ts)* P(s)+P(s)=0 (2.117)

Rearranjando (2.117) vem:

P(S)z—[LjaP(s) @.118)

Esta equagdo pode ser representada através do sistema de realimentagdo unitario da Figura

2.7, que indica um sistema de controlo nao-for¢cado (£ (s):O). Assim, a funcao de

transferéncia em malha aberta € da forma:

B(S){T_ls)a =(%f (2.119)

Ou seja, ¢ caracterizada por uma func¢do de transferéncia de um integrador ndo inteiro, em

que o, =1/t ¢ a frequéncia ao ganho unitario.

Es-0) (Y i

(&)

Figura 2. 7 — Sistema de realimentagdo unitario definindo uma fun¢ao de transferéncia em malha

aberta ndo inteira.
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Dado que o argB(jo)=—oan/2, com 1< <2, o diagrama de Nichols da fungdo B(s)

corresponde a uma recta vertical paralela ao eixo imaginario de abcissa entre —mt/2 e —m,
conforme ilustrado na Figura 2.8. Na pratica, a diferencia¢do ndo inteira de ordem o ¢
limitada a um intervalo de frequéncias intermédio. Assim, a recta vertical de abcissa —am/2,

¢ reduzida a um segmento de recta vertical, compreendido entre [w,, mz], em torno da

frequéncia ao ganho unitario o, (Figura 2.8).

Quando o parametro t do sistema varia, o segmento de recta vertical mostrado na Figura
2.8 desliza verticalmente, assegurando uma margem de fase ¢, constante e,
consequentemente, um coeficiente de amortecimento constante no dominio dos tempos,

traduzindo, desta forma, a robustez do amortecimento. Obviamente que esta robustez ¢

melhorada a medida que o comprimento 4B do segmento vertical ¢ aumentado.
O objectivo no controlo automatico de sistemas ¢ o de obter um comportamento nas

frequéncias similar ao da Figura 2.8, isto ¢:

» Um diagrama de Nichols em malha aberta que exiba um segmento de recta vertical

em torno de ®, para o estado nominal do processo (Figura 2.8);

| f | 4 ’B(iw)‘dB

i ®, ¢ A i

| |

! ® ! 0dB

: e >
—n | —oun/2 i —n/2 0 rad arg B(jo)

b |

<> l

o I |

Figura 2. 8 — Ilustragdo da robustez do CRONE nas frequéncias.
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= Um deslizamento ao longo do segmento vertical aquando variagdes dos
parametros do processo (considerando que a variagdo dos parametros leva a

variagdes do ganho em torno de ®,).

A obtengao de tais segmentos verticais define a abordagem nao inteira da segunda geragao

do controlo CRONE.

Para tal considera-se o sistema de controlo da Figura 2.9, em que C(s) ¢ a funcdo de

transferéncia do controlador CRONE e G(s) 0 processo a controlar. Sabe-se que o

comportamento dindmico do sistema em malha fechada estd relacionado com o seu
comportamento em malha aberta em torno da frequéncia ao ganho unitario. Assim, o estudo

de tal comportamento pode ser baseado nas fungdes de transferéncia de sensibilidade e de
sensibilidade ~complementar, 7 (s)= [Y(s)/E(s)]D(S)ZO e S(s)= [Y(s)/D(s)]E(S)ZO

(verifica-se que 7 (s)+S (s) =1), respectivamente. Portanto, a fun¢do de transferéncia [3(5),

que caracteriza o segmento de recta vertical, como mostra a Figura 2.8, ¢ usada para definir o

comportamento desejado de 7(s) ou de S(s). Isto &, define-se um segmento vertical S(s)

de modo que:

B(s)=8(s), oelay, o] (2.120)
em que:
® o
,B(s)z(—”j ., aell,2] (2.121)
s
As fungdes de transferéncia 7 (s) e S(s) (desejadas) sdo expressas da seguinte forma
(Figura 2.9):
d(?)
ety + u(?) " (o)
»  C(s) —» G(s) > »

Figura 2. 9 — Sistema de controlo.
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T(S)lfés()s)ﬁ[lsja’ S(S)H;(S)EEJJG

(v (V)

(2.122)

u u

Para 7 (s) es (s) o ganho atinge um maximo para as frequéncias de ressonincia ®, €

®,, respectivamente:

/o ~1/a
0, = (—COS(OLED , @, = (—COS(QED (2.123)
2 2

Este resultado revela a existéncia de uma ressonancia quando cos(oc T/ 2)< 0, ou seja,

o

para 1<a <3, e portanto para o controlo CRONE dado que 1<a<2. Os factores de

ressonéncia correspondentes, O, (o) ¢ O, (a), sdo dados por:

G s ) 1

0 (a)= 7(70) =Sin(a§y 0, (a)= 5 () sin(ocg) (2.124)

Como se verifica, o factor de ressonancia depende exclusivamente da ordem de controlo a,

permitindo a introducdo da nog¢do de ressondncia robusta.

Usando as equagdes (2.123) e (2.124) chega-se as seguintes relagdes:

2 _

(0,0,) =0,, O0(a)=0.(a) (2.125)

Estas expressdes indicam que as frequéncias de ressondncia estdo simetricamente

distribuidas em torno da frequéncia ao ganho unitdario em malha aberta ®, enquanto que 0s

factores de ressondncia sdo idénticos.

A terceira estratégia do controlo CRONE ¢ baseada na integragdo de ordem complexa.
Assim, generaliza-se a segunda geragdo substituindo a ordem fraccionaria real (que
caracteriza o comportamento em malha aberta) por uma ou mais ordens fraccionarias
complexas (Oustaloup, et al., 2000). Esta ¢ a versdo mais evoluida, sendo também designada
como a terceira geracdo do controlo CRONE ou a abordagem Optima. Dado que esta
abordagem sai fora do ambito deste texto, remete-se os seus pormenores para as referéncias

(Oustaloup, 1991; Oustaloup, 1995b; Oustaloup, et al., 2000).
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Em conclusdo, a observacdo de um fenomeno natural levou ao desenvolvimento de uma
estratégia de controlo robusto baseado na diferenciacdo nao inteira (real ou complexa). As
estratégias de controlo referidas nesta sec¢do dizem respeito somente a sistemas continuos,
estavéis, univaridveis, e de fase minima. Contudo, extensdes efectuadas a estas estratégias
permitem, actualmente, o controlo de também sistemas instaveis, de fase ndo minima, com
modos resonantes, multivariaveis, periddicos e variantes no tempo (Oustaloup, 1991,

Oustaloup, 1995b).

O controlo automatico de sistemas ndo € o unico campo de aplicagdo das estratégias do
controlo CRONE (Oustaloup, 1991). Existem outras aplicacdes praticas, tais como a
suspensao automovel (Oustaloup, et al., 1996), a transmissdo flexivel (Oustaloup, et al.,
1995a), ou o actuador hidratlico (Lanusse, et al., 2000). Uma vasta lista de aplica¢des do

controlo CRONE esta descrita no livro de Oustaloup (1995b).

2.10.3 Controlador PI'D* Fraccionario

O controlador PID deve ser a primeira solucdo a ser adoptada quando se pretende projectar
um sistema de controlo. A sua simplicidade aliada a um controlo efectivo de grande parte dos
processos faz com que seja, actualmente, o tipo de controlador mais utilizado na industria. E,
pois, natural que se procure melhorar técnicas de sintonia ou definir estruturas de controlo
PID alternativas com vista a alargar o seu campo de aplicagdo, procurando sempre manter a

mesma simplicidade.

E nesta perspectiva que Podlubny (1999a) desenvolve o chamado controlador PI*D, uma
generalizacdo do controlador PID classico que envolve um integrador fracciondrio de ordem A
e um diferenciador fracciondrio de ordem p. Este tipo de controlador PID fraccionario
(FrPID") pretende dar resposta a um controlo com melhor desempenho, seja em sistemas de

ordem inteira, seja em sistemas de ordem fraccionaria.

A fungdo de transferéncia G, (i) de tal controlador FrPID possui a forma:

GC(S):E —Kp+K;s " +Kps*, Ap>0 (2.126)
em que E(s) ¢ um erro, ¢ U(s) a saida do controlador; as constantes K, K; ¢ K sdo

respectivamente os ganhos proporcional, integral e diferencial.

7 Fractional PID
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A resposta nos tempos do controlador PI"D*, u(t) =L {U (s)} , € caracterizada por uma

equacgdo integro-diferencial do tipo:
u(t)= Kpe(t)+ K, D *e(1)+ KpD¥e(r), D) =,D" (2.127)

A equagdo (2.127) implementa uma ac¢do de controlo que ¢ a combinagdo de trés acgoes
basicas: a ac¢do proporcional, a ac¢do integral fraccionéria de ordem A e a acgao derivativa
fracciondria de ordem p. Deste modo, conclui-se que o controlador PID tradicional ¢ apenas
um caso particular deste tipo de controlador mais geral, em que A = 1 (ac¢do integral inteira) e
u=1 (ac¢do derivativa inteira). Alias, tomando A =1 e pn=0 obtém-se um P[; A=0e p=1
um PD; A =0 e p=0 um ganho. Assim, todos estes tipos de controladores PID sdo casos

particulares do controlador PI"D* fraccionario descrito pela fung¢do de transferéncia (2.126).

A Figura 2.10 mostra a defini¢do no plano destes dois tipos de controladores PID, o
inteiro e o fraccionario. Claramente passa-se de uma ocupagdo possivel definida apenas por
quatro pontos fixos no plano (caso PID classico) para uma superficie de possibilidades gerada
através dos graus de liberdade extra introduzidos pelas ordens fraccionarias (A, u > 0) (caso
PI*D* fraccionario). Deste modo, o controlador PI"D* fraccionario apresenta-se como sendo
mais flexivel e permitindo um melhor ajuste das propriedades dindmicas de um sistema de
controlo de ordem fraccionario. Uma das suas vantagens mais significativas face aos
controladores PID classicos ¢ o seu melhor desempenho no controlo de sistemas de ordem
fraccionaria (Podlubny, 1999a). Uma outra vantagem ¢ o facto de serem menos sensiveis a
variagcoes dos parametros do sistema controlado e a variagcdes dos parametros do proprio
controlador. Esta mesma propriedade ¢ verificada para os controladores CRONE (Oustaloup,

1991) mencionados na subseccao anterior.

H u
PD
u=l ¢ oD et o PID
P Pl PI
0 A=1 3 0 A=l 3
a) PID Classico b) PI"'D* fraccionario

Figura 2. 10 — Definicéo no plano dos controladores PID (classico e fraccionario).
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2.11 Conclusoes

O célculo fracciondrio representa, actualmente, uma das ferramentas com mais
potencialidades de aplicagdo. Este facto estd demonstrado pelo crescente numero de
publicagdes a que se tem assistido nos ultimos anos, nas mais diversas areas, desde a ciéncia e
a engenharia até as areas sociais € humanas, passando pela economia, finangas, entre muitas
outras. Pode-se mesmo dizer que quase todas as areas do conhecimento humano sdo “tocadas”

por esta “nova” area da matematica.

Como vimos, os operadores fraccionarios sdo definidos através da operacdo de
convolug¢do, o que os tornam particularmente adequados para caracterizar fenomenos de
memoria e de hereditariedade (tais como a difusdo, viscoelasticidade, transmissdo de linhas,
etc.). De facto, esta ¢ uma das principais vantagens das derivadas fracciondrias em
comparagdo com os modelos de ordem inteira cldssicos, onde estas propriedades sao

simplesmente desprezadas.

Vimos também que esta teoria tem sido alvo de diversas aproximagdes desde o seu inicio,
resultando em vérias definicdes (nem sempre equivalentes) para as derivadas e integrais
fraccionarios. Obviamente que este facto ndo contribui para a divulgacdo desta teoria, devido
a dificuldade inerente de escolha de uma dada definicao, do seu campo de aplicagdo e da sua
interpretacdo fisica associada. Para resolver, de certa forma, este problema foram dadas duas
defini¢des, nomeadamente a de Riemann-Liouville ¢ a de Griinwald-Letkinov. Estas
definicdes sdo equivalentes para uma grande classe de fungdes, o que permite utilizar a
defini¢ao de Riemann-Liouville durante a formulagdo do problema e, depois, passar para a de
Griinwald-Letnikov para obter a sua solugdo numerica. Outro dos problemas destes
operadores, € a sua interpretagdo geométrica que, até ao momento, ainda ndo esta estabelecida,
apesar de vdrias tentativas efectuadas para esse efeito. Essa interpretacdo geométrica devera
ser clara e simples, como € a no¢ao dos declives e areas para o caso das derivadas e integrais
inteiros, respectivamente, de forma a obter-se uma visualizagcdo grafica do significado de
derivada fraccionaria o que, obviamente, ajudard a motivar e a generalizar o uso desta

ferramenta nos mais diversos dominios.

O método da transformada de Laplace revela-se uma ferramenta eficiente e de facil
utilizacao na solug¢ao de equagdes diferenciais fracciondrias. A nova fungdo de Mittag-Leffler

desempenha um papel importante na solugdo deste tipo de equagdes. De salientar, neste caso,
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a utilizagdo da definicdo de Caputo nas referidas equagdes, a qual fornece condigdes iniciais

fisicamente interpretaveis, o que € conveniente na solucao de problemas aplicados.






Capitulo

Analise Dinamica de Alguns Sistemas

Nao Lineares

ESTE capitulo ¢ apresentada uma anélise dinamica de alguns sistemas ndo lineares. Na
Nprimeira parte abordam-se os sistemas com folga e impactos, através do método da
funcdo descritiva. Na segunda parte analisa-se o oscilador de Van der Pol classico (i.e.,
modelado por uma equacdo diferencial ndo linear de segunda ordem) e a proposta da sua
generalizacdo através do oscilador de Van der Pol fraccionario (i.e., sistema ndo linear que
incorpora uma derivada fraccionaria na sua descri¢cdo). Os sistemas estudados sdo analisados
na perspectiva da aplicacdo da teoria do célculo fraccionario. A sua dindmica fraccionaria ¢
ilustrada pelos tracados de Nyquist, diagramas de Bode, fungdo descritiva, planos de fase,
analise espectral e respostas temporais. A partir dos resultados obtidos conclui-se que os
modelos dindmicos de ordem inteira ndo sdo capazes de tomar em consideragdo todos os
fenomenos envolvidos num dado processo, sendo que os sistemas de ordem fracciondria
podem revelar-se uteis, tanto para uma modelagdo mais completa, como para um controlo
mais efectivo do sistema. Por outro lado, com a introdug¢do de derivadas fraccionarias
verifica-se que os sistemas podem exibir comportamentos diferentes dos obtidos pelos

modelos classicos, dependendo, portanto, da ordem total do sistema e da estrutura do mesmo.

Tomando estas ideias em consideracdo, o capitulo encontra-se organizado da seguinte
forma. A sec¢do 3.1 faz uma introdugdo aos sistemas ndo lineares estudados neste texto e a
seccao 3.2 apresenta os fundamentos da analise através do método da fungdo descritiva. A

seccdo 3.3 analisa os sistemas com folga e impactos através da fungdo descritiva. Os
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resultados desta analise sao comparados com os obtidos através dos modelos classicos de
sistemas com folgas modeladas através de consideracdes puramente geométricas. Aplica-se
também a predi¢cdo de ciclos limite num sistema de controlo ndo linear com um controlador
PID. A seccdo 3.4 estuda o sistema ndo linear designado como oscilador de Van der Pol, o
qual encontra intimeras aplicagdes na engenharia e na biologia. Efectua-se também uma
analise pelo método da fungdo descritiva e testa-se a sua validade na anélise deste tipo de
sistemas. A sec¢do 3.5 propde uma modificacdo ao oscilador de Van der Pol através da
introdu¢cdo de uma derivada fracciondria na equacdo diferencial ndo linear. A dinidmica
fraccionaria do sistema ¢é ilustrada através de diversas ferramentas de analise. Por ultimo, a
seccao 3.6 estabelece as principais conclusdes e aponta perspectivas de evolucao futura do

trabalho realizado.

3.1 Introducao

Nos anos mais recentes, tem sido dedicada uma atencdo especial aos sistemas nado lineares e,
em particular, aos sistemas caoticos, devido ao facto de estes representarem o comportamento

da maioria dos fendmenos complexos naturais.

A vibragdo com impactos ocorre em diversos ramos da tecnologia, nomeadamente em
maquinas de impacto, sistemas vibratorios, misturadores, entre outros, onde desempenham
um papel muito util. No entanto, em geral, a sua ocorréncia é indesejavel, dado que causa
cargas dindmicas adicionais, assim como a avaria de maquinas e de dispositivos. Apesar das
inimeras investigacdes feitas sobre este assunto, este fendmeno ainda ndo ¢ totalmente
compreendido, devido essencialmente a sua natureza discreta-continua e a um conjunto de
questdes relacionadas com a dissipacdo de energia envolvendo os efeitos dinamicos. Os
sistemas mecanicos com impactos sdo extremamente ndo lineares € a sua resposta a forcas
externas pode exibir fendmenos complexos, que vao desde regimes periddicos com multiplos
impactos, passando por diferentes tipos de movimentos sub-harmoénicos, até um

comportamento cadtico.

Numa primeira fase este estudo analisa as propriedades de sistemas com folgas dinamicas
(i.e., com o fendmeno de impacto incluido). Este modelo tem em consideracdo os efeitos
gerados pelo processo de impacto oferecendo, deste modo, uma melhor descri¢do e controlo
de todo o sistema. O estudo baseia-se na funcdo descritiva aplicada a um sistema ndo linear

composto de duas massas sujeitas aos fendmenos de folga e de impactos. Os resultados
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obtidos sao ilustrados usando os métodos “classicos”, baseados na resposta em frequéncia
(diagramas de Bode e tracados de Nyquist), e comparados com os resultados gerados pelos
modelos estaticos. A aplicabilidade e precisio do método descrito ¢ testado usando

controladores PID.

Por outro lado, o estudo dos osciladores nao lineares tem desempenhado um papel muito
importante no desenvolvimento da teoria dos sistemas dinamicos. O oscilador de Van der Pol
representa um sistema ndo linear que apresenta um comportamento peculiar e que surge
naturalmente em vdrias aplicacdes. Actualmente, tem sido utilizado no estudo e projecto de
diversos modelos e sistemas, nomeadamente em fendémenos biologicos (batimentos do
coragao, ouvido, entre outros), modelos actsticos, radiagao de telemoveis e como modelo de

osciladores electronicos.

Nesta ordem de ideias, numa segunda fase investiga-se uma versdo fracciondria do
oscilador de Van der Pol ndo forcado, introduzindo uma derivada de ordem ndo inteira nas
equagdes dinamicas. O oscilador de Van der Pol fracciondrio resultante ¢ analisado, tanto no
dominio das frequéncias como no dominio dos tempos, para diferentes ordens da derivada
fraccionaria e, consequentemente, da ordem total do sistema. Mostra-se que o sistema pode
exibir diferentes regimes de saida, dependendo da ordem total do sistema e da estrutura das
equagdes de estado. A dinamica fraccionaria ¢ ilustrada através das simulagdes numéricas

realizadas e dos diversos indices de desempenho propostos.

3.2 Fundamentos da Analise Através do Método da Funciao

Descritiva

Nesta sec¢do descreve-se de forma sucinta o método da fungdo descritiva (FD) e a sua
aplicacdo na predi¢do de ciclos limite em sistemas ndo lineares. A aplicagdo da FD neste

estudo tem por finalidade:

e Analisar o desempenho do controlador na presenga de sistemas com folgas
dinamicas. A estratégia aqui adoptada baseia-se na evolugdo da FD através do
tracado de Nyquist para cada controlador e processo a controlar. Desta forma,
pode-se estudar a estabilidade e prever aproximadamente a ocorréncia e as

caracteristicas dos ciclos limite (Azenha e Machado, 1998; Barbosa, et al., 2003a);
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e Efectuar um estudo aproximado do sistema ndo linear conhecido como oscilador
de Van der Pol, o qual encontra diversas aplicagcdes importantes nas areas da
engenharia e da biologia. Analisa-se também a validade da FD no estudo deste tipo

de sistemas (Barbosa, et al., 2004b).

Deve ser referido que o método da FD ndo ¢ a tinica técnica a ser usada para a predicao de
ciclos limite, sendo também importantes outros como o balango harmoénico ¢ os métodos de
margem de ganho dependentes da amplitude. Porém, para a condigdao de ocorréncia de ciclo
limite todos os métodos atras citados sdo equivalentes ao método da FD (Cox, 1987). No
trabalho (Patra e Singh, 1996) desenvolve-se um método grafico para a predi¢do de ciclos
limite, para o caso especifico de sistemas ndo lineares multivariaveis, o qual pode ser
implementado de forma eficiente através de um programa de computador com uma
representacdo grafica. Motivado por estes resultados, introduzem-se de seguida os

fundamentos do método de andlise por FD.

A ideia base do método da FD consiste em aplicar uma sinusoide na entrada de um
elemento ndo linear ¢ considerar somente a componente fundamental do sinal de saida para a
determinagdo da funcdo que descreve a ndo linearidade. Assim, a razdo dos fasores
correspondentes (saida/entrada) dos dois sinais sinusoidais representam a FD do elemento ndo
linear. O uso deste conceito permite a adaptacdo do teste de estabilidade de Nyquist para a
detecgdo do ciclo limite de um sistema ndo linear, nomeadamente a predigdo aproximada da

sua amplitude e da sua frequéncia.

Nesta linha de pensamento, considera-se o sistema de controlo de realimentacdo unitéria
representado na Figura 3.1, onde N (X ,(n) e G( j(o) denotam, respectivamente, a FD do
elemento nao linear e a fun¢ao de transferéncia do sistema linear.

Isolando o elemento nao linear, N (X ,co), e aplicando uma sinuso6ide na sua entrada do
tipo x(t) =X cos(wt), obtém-se, em regime permanente, na saida y(t) da caracteristica ndao
linear, uma onda periddica que, em geral, ndo ¢ sinusoidal. Considerando que a nao
linearidade ¢ simétrica com respeito a variagdo em torno do zero, entdo a série de Fourier da

saida y () vem dada por:
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Nao Linearidade Sistema Linear

r(H=0 x(f) »() z(7)
NX,o) G(jo)

Figura 3.1 — Diagrama de blocos do sistema nao linear realimentado usado para a analise por fungdo
descritiva.

¥(t)= )" ¥, cos(kor + ) 3.1)

k=1

em que Y, e ¢, designam respectivamente a amplitude e a fase da componente do harmonico
de indice £ da saida y(t). Na analise por FD, considera-se que somente a componente do
harmoénico fundamental de y(t), Y,, ¢ significativo. Tal consideragdo ¢ normalmente valida,
pois os harmoénicos de ordem superior, ¥, para k=2,3,..., possuem usualmente uma
amplitude muito menor relativamente ao valor da amplitude da componente fundamental Y.
Mais ainda, como grande parte dos sistemas sdo “filtros passa-baixo” (i.e., a fun¢do G( joa)),
os harmonicos de ordem superior sdo ainda mais atenuados.

Desta forma, a FD, ou a FD sinusoidal, de um elemento nao linear, N (X ,03), ¢ definida
como sendo a razdo entre a componente do harménico fundamental da saida, ¥, cos(ot+¢, ),

e aentrada x(7) = X cos(wt), ou seja:

Y .
NX,(O :_1 Jjdy 32
(X, ) ' (3.2)

onde X representa a amplitude da sinusdide de entrada x(t) e Y e ¢, designam,
respectivamente, a amplitude e a fase da componente do harmoénico fundamental da saida
y(t). Virias fungdes descritivas de elementos nao lineares (tipicos) podem ser encontradas
nas referéncias (Ogata, 1982; Slotine e Li, 1991; Phillips e Harbor, 1991).

Em geral, a FD pode ser calculada através da seguinte expressao:
N(X,o) 2 J‘tﬁT (wt)e ' dt 33
,®) = ot)e ,
XT Jy 4 (3-3)

onde ® denota a frequéncia angular das ondas de saida e de entrada e em que o periodo

T =2n/o.
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A FD pode ser usada para uma analise aproximada da estabilidade do sistema de controlo
nao linear representado na Figura 3.1. Assim, obtém-se um ciclo limite se a sinusoide na
entrada da ndo linearidade se regenera ao percorrer a malha fechada (Figura 3.1), isto &,
quando se verifica a equagao:

A expressao (3.4) pode ser vista como a equagdo caracteristica do sistema realimentado
ndo linear da Figura 3.1. Deste modo, se a equacdo (3.4) ¢ satisfeita para algum valor de X e
de o, entdo prevé-se um ciclo limite para o sistema ndo linear. Mais ainda, dado que a
expressao (3.4) aplica-se somente quando o sistema se encontra na presenca de um ciclo
limite no estado estacionario, a andlise por FD prevé unicamente a presenca ou a auséncia
desse ciclo limite e, consequentemente, ndo pode ser aplicado para a andlise de outro tipo de

respostas temporais.

De um modo geral, N (X , m), ¢ uma fungao tanto da amplitude X como da frequéncia ®

da sinuséide de entrada. Contudo, para o caso de sistemas ndo lineares, em que ndo esteja

envolvido o armazenamento de energia, a FD ¢ dependente unicamente da amplitude, isto &,

N=N (X ) Quando se lida com elementos que armazenam ou dissipam energia, o método da

FD depende de ambas, tanto da amplitude como da frequéncia, ou seja, N = N (X , co). Neste

ultimo caso, para se determinar a FD recorre-se normalmente a um calculo numérico em vez
de uma representacdo simbolica porque, em geral, torna-se praticamente impossivel
determinar uma solu¢do analitica para as equagdes diferenciais que modelam o elemento ndo
linear. Apesar disso, ¢ possivel calcular as expressdes analiticas aproximadas para tais
fungdes descritivas, nomeadamente através da ajuda de aplicagdes de processamento

simbolico como, por exemplo, 0 MAPLE'.

3.3 Analise de Sistemas com Folga e Impactos

Nesta seccdo investiga-se a dindmica e o controlo de sistemas com folga e impactos através
do método da fun¢do descritiva. O fendmeno da folga ocorre em muitos sistemas fisicos. Por

exemplo, nos estudos (Tao e Kokotovic, 1993, 1995) desenvolve-se um algoritmo para a

' Marca registada da Waterloo Maple, Inc.
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compensagdo de uma folga cinematica baseado num controlador adaptativo. Nos trabalhos
(Stepanenko e Sankar, 1986; Dubowsky, et al., 1987; Choi e Noah, 1989) estuda-se o
fenomeno de folga com algumas simplificacdes nos modelos dindmicos, enquanto que o
problema da sua compensacdo e controlo pode ser encontrado nas referéncias (Luh, et al.,
1983; Machado, 1996). Contudo, a abordagem classica para o estudo das folgas consiste
normalmente na adopg¢ao de um modelo geométrico (Slotine e Li, 1991; Phillips e Harbor,
1991) que despreza os efeitos dindmicos envolvendo o processo de impacto. Devido a este
facto, usualmente, os resultados reais diferem significativamente dos determinados através
desse tipo de modelo. Nesta perspectiva, esta sec¢do analisa este problema considerando um
sistema prototipo consistindo em duas massas sujeitas a uma folga dinamica (i.e., nao

somente o espacamento da folga, mas também o fendmeno de impacto).

Tendo estas ideias em mente, utiliza-se de seguida o método da FD para a andlise e
controlo de sistemas com folga e impactos. Em primeiro lugar, e para efeitos comparativos,
considera-se de forma abreviada o sistema de folga estatica (i.e., com o modelo geométrico).
De seguida, calcula-se a FD do sistema com folga dindmica (i.e., com o fendmeno de impacto
incluido). Para ilustragdo das principais caracteristicas deste tipo de sistemas usam-se
diferentes tipos de graficos, nomeadamente tragados de Nyquist, diagramas de Bode, graficos
de transformada de Fourier e respostas nos tempos. Por ultimo, utilizam-se os resultados
obtidos do célculo da FD para a predi¢ao de ciclos limite num sistema nao linear (com a folga

dinamica) utilizando um controlador PID.

3.3.1 Sistema de Folga Estatica

Nesta subseccdo considera-se o fendmeno da folga sem o efeito dos impactos, a qual ¢
usualmente designada por folga estdtica (Nordin e Gutman, 2002). O modelo geométrico e a

sua caracteristica de entrada-saida estdo ilustradas na Figura 3.2.
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declive k&

x(2)
b0 -
> Membro de entrada h/2

/ h/2 x
. g 4_Membro de saida;‘

\4

a) Modelo geométrico b) Caracteristica entrada-saida

Figura 3.2 — Representacdo da nao linearidade folga estatica: a) Modelo geométrico e b)
Caracteristica entrada-saida.

A funcdo descritiva do modelo geométrico da Figura 3.2b) ¢ dado através da seguinte

expressao (Phillips e Harbor, 1991):

0, X<h/2
N(X,0)= -
(X,0)=1k 1—Ns( X/h j _GHRX ]2 s (3.5)
2 1-X/h nx?
N,(z)= g{sin_1 l+lcos(sin_1 lﬂ (3.6)
T z z z

onde % designa o espacamento da folga e k£ o declive das curvas de histerese da sua

caracteristica entrada-saida.

O sistema proposto corresponde a FD de um sistema linear de uma {inica massa com valor
igual a M, + M, seguida da folga estatica da Figura 3.2b), tendo como entrada e saida as

variaveis da posigéo, respectivamente x(¢) e y(¢), conforme mostra a Figura 3.3.

Sistema linear Folga estatica

y
) . x(t) h/zj/%live k (1)
(M1 M, )(j0))2 é/‘/h/z >

G(jo) N(X)

Figura 3.3 — Sistema da folga estatica com massa.
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Figura 3.4 — Tragado de Nyquist de —I/N(F, (0) para o sistema da Figura 3.3, F' =10, 20,...,50N,
O<o<w,, M;=M,=1kge h=10" m.

Para uma entrada sinusoidal f(7)=Fcos(wz) a condigdo X =h/2 origina uma

frequéncia limite ®, aplicavel a este sistema, dada por:

1
2 F 2
B e (3.7)
®L Lz(M1+M2)}

A frequéncia limite ®, (3.7) corresponde ao valor a partir do qual ndo existe contacto
entre os membros do primario e do secundario. A Figura 3.4 ilustra o grafico de Nyquist

de —1/N(F,0)= —1/[G(jco)N(X):| para o sistema da Figura 3.3, considerando diversos
valores da forca de entrada F.
Esta abordagem ao estudo das folgas baseia-se na adop¢do de um modelo geométrico que

despreza os efeitos dindmicos envolvidos durante o processo de impacto. Por esta razdo, os

resultados reais diferem normalmente dos previstos por este tipo de modelo.
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3.3.2 Sistema de Folga Dindmica

Nesta subseccao considera-se a analise de impactos baseada na lei de conservagdo do
momento e do coeficiente de restituicdo dado pela regra de Newton (Barbosa e Machado,
2002a, 200b; Barbosa, et al., 2003a). Esta aproximagdo pode ser usada para o estudo de
variagdes de velocidade do centro de massa de cada um dos corpos envolvidos na colisdo,
para as situacdes de antes e apds o impacto. Neste estudo considera-se o caso de dois corpos
colidindo em superficies normais a linha comum que une os seus centros de massa e que
possuem somente componentes de velocidade ao longo dessa linha. Deste modo, estas
restricdes impdem que ndo ocorram efeitos de rotagdo e de deslizamento. Este tipo de impacto

¢ normalmente designado como impacto central.

O sistema mecanico proposto consiste em duas massas (M, e M,) sujeitas aos

fenomenos de folga e de impacto, tal como se ilustra na Figura 3.5.

A colisdo entre as massas M, e M, ocorre quando x, =x, ou x, =h+x,. Neste caso,
podem-se calcular as velocidades de M, e M, apds o impacto (¥ e X)) relacionando-as

com os valores anteriores (x; e x,) através da regra de Newton:

i-iy=-t (h-%), 0<e<l (3.8)

onde ¢ designa o coeficiente de restituicdo, o qual representa o fendmeno dindmico que ocorre
nas massas durante o processo de impacto. O coeficiente de restitui¢do € varia no intervalo
0 <e<1. No caso de uma colisdo totalmente plastica (i.e., inelastica) € =0, enquanto que no

caso de uma colisdo elastica ideal € =1.

Xp,%) o 3
s 25742
A9
M,
M,
Lado < Lado
A h B

Figura 3.5 — Sistema com duas massas sujeito a folga dindmica.
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Por outro lado, o principio de conservagdo do momento requer que o momento,

imediatamente antes e apos o impacto, seja igual, fornecendo:

A partir das equacdes (3.8) e (3.9) chega-se as seguintes expressdes para o calculo de

ambas as velocidades (] e x3) apds o impacto:

./

X (M) —eMy)+x, (1+€) M,
X =

M, +M,

(3.10)

Y X (1+&) My + %, (M, —eM,) G.11)
M, +M,

Para o sistema da Figura 3.5 calcula-se numericamente o diagrama de Nyquist da func¢ao
~1/N(F, ) para uma entrada de forga sinusoidal do tipo f (1) =F cos(wt) aplicada a massa
M, e considerando como saida a posigdo x,(¢) da massa M. Para este sistema observa-se a
existéncia de uma frequéncia limite ®, de valida¢do do sistema proposto. Esta frequéncia
determina-se aplicando a lei de Newton a massa M,, isto é, f(f)=M, X,(t). Considerando
um sinal de entrada f(¢)=F cos(wt) e resolvendo para x, () chega-se a uma expressdo
para ®,, quando a amplitude do deslocamento se encontra no interior da folga //2, dada

pela equacao:

1
(oL=2'[h§/12j2 G.12)

Nas simulagdes subsequentes adoptam-se os valores dos parametros de M, =M, =1 kg,
h=10"m e utiliza-se um passo de simulagio de Ar=10"* com o método de integracio de
Runge-Kutta 4. A Figura 3.6 mostra a evolu¢do dos diagramas de Nyquist para varios valores
do coeficiente de restitui¢ao 0,2<e<0,8 com uma for¢a de entrada fixa de F =50 N.
Alternativamente, a Figura 3.7 ilustra os graficos de Nyquist para 20 < /' <100N e com trés
valores diferentes de €= {0, 2:0,5;0, 8}. Estas curvas sdo calculadas para uma faixa de
frequéncias entre 0 <® < ®,, com um passo de frequéncia de Aw=0,1rad/s. Cada um dos
pontos mostrados corresponde a uma média de 50 ciclos da frequéncia de excitacdo, calculada
apods o transitorio inicial.

A partir dos graficos observa-se algumas caracteristicas interessantes. A mais 0bvia ¢ a

ocorréncia de um fendmeno de salto, o qual ¢ caracteristico dos sistemas nao lineares. Este
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salto ¢ menos visivel para os casos limite (¢ >0 e € > 1), onde esta singularidade quase
desaparece. A Figura 3.7 mostra também que, para um valor fixo do coeficiente de restitui¢ao
€, as curvas sao proporcionais a amplitude F.

A frequéncia para a qual o fendmeno de salto ocorre (®,) pode ser determinada

numericamente chegando a seguinte relagdo aproximada:

1
2
mJN(h 1;4 j (3.13)
)

Além desta descontinuidade maior, que € mais visivel proximo da frequéncia ®,, detecta-

se também a existéncia de outros saltos menores ao longo das curvas de Nyquist das Figuras
3.6 e 3.7, indicando uma transi¢do no regime do sistema. De facto, como se mostra mais a
frente, obtém-se respostas heterogéneas, que vao desde regimes com multi-impactos
periodicos até um comportamento cadtico, quando se varia os parametros (€, ®). Reporte-se
também o facto interessante de estes diversos regimes de impacto poderem ser parametrizados
e serem claramente identificaveis através das curvas de Nyquist. Este facto pode revelar-se
util na analise e controlo deste tipo de sistemas dada a grande aplicabilidade da analise de

estabilidade de Nyquist.
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7
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Figura 3.6 — Diagrama de Nyquist de —1/N(F,®) para a folga dindmica com F'=50 N, M, = M, =1 kg,
h=10"mee={0,2;0,4;0,5; 0,6; 0,8}.
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Figura 3.7 — Diagramas de Nyquist de —1/N(F,®) para a folga dindmica com F = {20, 60, 100} N,
My=M,=1kg, h= 107! mepara:a)e=0,2,b)e=0,5ec)e=0,8.

Alternativamente, a Figura 3.8 ilustra a variagao de —1/ N (F ,(o) através de graficos log-
log da parte real e imaginaria de —l/ N (F ,0)), respectivamente Re{—l/ N } e Im{—l/ N } , em
fun¢do da frequéncia de excitagdo ®, para uma forca de entrada constante de ' =50N e para
os coeficientes de restituicao €= {O, 2;0,4;0,6;0, 8}. Observando as curvas, conclui-se que:

e Os graficos da parte Re{—l/ N } mostram que ambos os modelos (folgas estatica e
dinamica) sdo muito similares nas baixas frequéncias (onde revelam um declive
de +40 dB/dec), mas diferem significativamente para as altas frequéncias;

e Por outro lado, os graficos da parte Im{—1/N} ilustram que os modelos em
questdo sdo diferentes em toda a faixa de frequéncias. Mais ainda, para as
frequéncias intermédias, as folgas dinamicas apresentam um declive fraccionario
inferior a +80 dB/dec face ao modelo estatico das folgas.

Os diferentes declives das curvas sdo causados pela variacdo dindmica dos modos
continuo/discreto que ocorrem durante as colisdes das massas. No entanto, deve-se fazer uma
analise cuidada, pois ndo estd demonstrado que um declive fraccionario da FD implica um
modelo de ordem fraccionario. Na realidade, este estudo adopta modelos de ordem inteira
para a descricdo do sistema. Consequentemente, pode-se obter uma perspectiva

(complementar) para a caracterizagdo do sistema analisando o nimero de impactos que
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ocorrem no sistema da folga dindmica. Assim, analisando o nimero de impactos por periodo
de excitagdo T =2m/®, verifica-se a existéncia de duas regides:
e Para ®<®,, onde o sistema ¢ caracterizado por um nimero irregular de impactos
e, portanto, por fendmenos complexos, que vao desde os comportamentos
periddicos até aos cadticos;
e Para ®>m,, onde 0 movimento ¢ caracterizado através de um comportamento
regular, correspondendo a uma colisdo alternada em cada um dos lados (A e B) do

sistema de massas.

10° ¢

Estatico €=0,6; 0,8
e=0,4

£=0,2

Dinamico

Re(-1/N)
=

o (rad/s)
a) Parte Re{-1/N}

10* E T

Estatico

\ Dinamico
T declive

fraccionario E

Im(=1/N)

107 L
10 10 10

o (rad/s)

b) Parte Im{—1/N}

Figura 3.8 — Graficos log-log das partes: a) Re{—1/N} e b) Im{—1/N}, em fungdo da frequéncia de
excitagdo ® para F=50 N, M, =M, =1kg, h=10" mee= {0,2; 0,4; 0,6; 0,8}.
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A Figura 3.9 apresenta a transformada de Fourier do deslocamento de saida da massa M|,
TF {xl (t)}, mais concretamente mostra a amplitude do conteudo harmonico de x, (¢) para
F=50N, ,0<w<40,5rad/s e ¢= {0, 2:;0,5; 0,8}. Os graficos revelam que os harmoénicos
fundamentais possuem uma amplitude muito superior que as componentes harmonicas de
ordem mais elevada. Este facto valida a aplicacdo do método da funcdo descritiva na predi¢ao
de ciclos limite para este sistema. Contudo, nota-se que, para valores elevados de ¢, existe
um conteudo harmoénico de ordem superior significativo e, consequentemente, obtém-se uma
baixa precisdo na predi¢do dos ciclos limite. Mais ainda, verifica-se que os graficos
apresentam diferentes tipos de regides:
e As “zonas macias”, onde a maior parte da energia do sinal se concentra no

harmoénico fundamental e seus multiplos;

e As “zonas rugosas”, em que se verifica uma distribuicdo da energia do sinal ao
longo de todo o espectro de frequéncias, indicando um comportamento do tipo
caotico. Alids, nota-se que quanto maior for o coeficiente de restituicdo & mais

alargada se torna a regido correspondente as zonas caoticas.

£=0,2

TF[xW(t)], escala log

w(rad/s)

indice harmonico k
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indice harménico k

£=0,8
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&
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2

15
indice harménico k

c)e=0,8

Figura 3.9 — Graficos da transformada de Fourier do deslocamento de saida x(¢), TF{x,(¢)}, sobre 100
ciclos, em fungdo da frequéncia de excitagdo 1,0 < ® < 40,5 rad/s e com um indice harmonico
compreendido entre 0 < k<4 para F=50N, M; =M, =1kg, h=10"mepara:a)e=0,2;b)e=05¢
c)e=0,8.

e Entre os dois casos anteriores (i.e., entre as “zonas macias” e as “zonas rugosas”)
assiste-se a uma duplicacdo periddica tipica dos fendmenos de bifurcacao

verificados em sistemas cadticos.
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3.33 Predicao de Ciclos Limite

Nesta subseccdo aplica-se a metodologia da FD a um dos tipos mais comuns de controlo,
nomeadamente o algoritmo PID. Para esse proposito, considera-se o sistema de controlo
realimentado da Figura 3.10, onde C ( jm) designa a funcdo de transferéncia do controlador e
N (F , 0)) a FD do sistema de duas massas sujeito a folga e impactos.

A resposta em frequéncia do controlador PID, C(jw), ¢ dada por:

C(jm)z%:](p +j((oKd —%j (3.14)

onde F(jo) ¢ E(jo) denotam respectivamente as transformadas dos sinais de controlo f{7)
e do erro e(f). Os parametros K,, K4, € K; sdo correspondentemente os ganhos proporcional,
diferencial e integral do algoritmo PID.

A partir dos graficos de Nyquist das Figuras 3.6 e 3.7 verifica-se que a intersec¢do entre
as curvas —1/ N (F ,03) e C ( jw) ocorre no primeiro quadrante, tornando, deste modo, o
sistema propenso a geracao de ciclos limite sob o controlo de um algoritmo PID. Para isso,
utiliza-se um controlador PD (coloca-se K; =0 na equagao (3.14)) no sistema realimentado
com folga dindmica, conforme representado na Figura 3.10.

Existem inimeras possibilidades de sintonizar os pardmetros (K,, K;) do controlador PD
de forma a obter uma oscilagdo na saida do sistema. Por exemplo, para M; =M, =1 kg,
€=0,5, obtém-se um ciclo limite com K, = 500, K; = 10 para uma amplitude de F'=27,5N e

uma frequéncia aproximada de o = 18,5 rad/s.

(£)=0 e(f) S
if\ Controlador Folga )
N\ PID dindmica
C(jo) N(F.,o)

Figura 3.10 — Sistema de controlo realimentado com algoritmo PID e sistema de duas massas sujeito
a folga e impactos (a entrada de referéncia ¢ zero, r(¢) = 0).
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Figura 3.11 — Tragado de Nyquist de —1/N(F,0) com F=27,5N, M; =M, =1kg, h=10"m, e=0,5

A Figura 3.11 ilustra o tragado de Nyquist de —1/N(F,0) e de C(jo) para a situagio
atras referida. Os circulos marcam as frequéncias em ambas as curvas. A intersec¢ao (circulo
a negrito) ocorre quando se verifica a mesma frequéncia nos dois graficos. A sua existéncia
revela um ciclo limite com uma previsao da amplitude e da frequéncia com uma boa precisao.
Este facto pode ser confirmado observando a Figura 3.12, onde se mostra a resposta nos

tempos da forca de excitagcdo f{r) e do deslocamento de saida y(¢) = x,(¢) da folga dindmica

Re

e C(jo) para o sistema com folga dinamica.

para a situacao de ciclo limite da Figura 3.11.
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Figura 3.12 — Resposta nos tempos da for¢a de excitagdo f{¢) e do deslocamento de saida x(¢) do
sistema com folga dindmica para a situacdo de ciclo limite da Figura 3.11.

Em conclusdo, o método de analise da FD pode fornecer bons resultados mesmo para
sistemas com caracteristicas ndo lineares fortes, como ¢ para o caso de sistemas com impactos.
Portanto, pode-se utilizar a andlise por FD com vantagens para um melhor entendimento das
caracteristicas dindmicas e para o desenvolvimento de novas estratégias de controlo para este

tipo de sistemas.

34 Oscilador de Van der Pol

O oscilador de Van der Pol (VPO?) foi utilizado por Van der Pol nos anos 20 para estudar as
oscilagdes em circuitos com valvulas electronicas (e.g., faziam parte dos primeiros radios). Na
sua forma tradicional, o VPO ¢ caracterizado por uma equagdo diferencial ndo linear de

segunda ordem:

i+B(y* 1) +r=0 (3.15)

2 Van der Pol Oscillator
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onde 3 denota o parametro de controlo, e y e J sdo respectivamente a primeira e a segunda
derivada em relagdo ao tempo ¢. A equagdo (3.15) pode ser implementada através de um
circuito RLC com uma resisténcia ndo linear.

A correspondente formulag@o no espago de estados de (3.15) € dada por (y =y, y=»,):

(3.16)

Como se V¢, trata-se de um exemplo de um sistema, com um amortecimento nao linear,
que possui tipicamente ciclos limite (i.e., ¢ um atractor periddico). Os ciclos limite
representam um fendmeno importante nos sistemas ndo lineares e sdo, frequentemente,
encontrados nas mais diversas areas da engenharia e da natureza. O parametro 3 reflecte o

comportamento ndo linear do sistema, sendo que:

e Para =0, osistema (3.16) ¢ reduzido a um simples oscilador harmonico;

e Para valores positivos do parametro >0, o VPO (3.16) exibe um ciclo limite

estavel;
¢ A medida que § aumenta o sistema (3.16) torna-se cada vez mais ndo linear.

A Figura 3.13 ilustra o plano de fase ( Vs y2) do sistema VPO para varios valores do
parametro de controlo 0 < <10. Verifica-se que para valores pequenos do parametro de
controlo (f — 0), o plano de fase assemelha-se (embora qualitativamente diferente) ao do
oscilador harmoénico (Figura 3.13b)), enquanto que para valores crescentes de 3 as oscilagdes
sdo claramente nao sinusoidais (Figura 3.13a)). Pode-se também observar que as oscilagdes
mantém uma amplitude constante de valor igual a 2, independentemente do valor de 3. No
entanto, o periodo da oscilagdo aumenta a medida que  também aumenta.

A Figura 3.14 ilustra as respostas temporais do sinal de saida y(t) (para 500<¢<560s) ¢
os correspondentes espectros de frequéncia do sistema VPO para os valores do pardmetro
B= {0, 2;1; 5; 10}. Os graficos mostram as amplitudes do espectro de frequéncias
(devidamente normalizadas) para 0 < <20rad/s (®=2nf). As conclusdes sdo similares as
observadas através do plano de fase. Note-se a existéncia de multiplos picos no espectro de
frequéncias e que o seu numero aumenta com [, indicando que o sistema se torna

progressivamente mais fortemente ndo linear. Os diagramas temporais também mostram
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y2
o
T

=0,2 =1
-5k B B

_15 | | | | | | | | |
-2.5 -2

b) p={0;0,2;0,4;0,6; 0,81}

Figura 3.13 — Plano de fase (yl,yz ) do oscilador de Van der Pol para: a) B = {0, 2;1;2;5; 10} eb)

B= {0; 0,2;0,4;0,6;0,8; 1}. De notar que as escalas dos eixos diferem para os diferentes valores de

B.

claramente a influéncia do pardmetro 3 no sistema VPO. Na sec¢do seguinte 3.5 fornece-se

uma analise mais detalhada das principais caracteristicas deste sistema, assim como algumas
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Figura 3.14— Oscilagdo de saida y(t) e correspondente amplitude do espectro de frequéncias do
sistema VPO para: a) B=0,2, b) f=1, ¢) =5 ed) p=10.

das técnicas usadas para a obten¢do dos graficos (dos tempos e das frequéncias) aqui
ilustrados. Por agora, convém referir que o breve estudo efectuado nesta sec¢do serve como

introdugdo ao oscilador de Van der Pol fraccionario proposto na secg¢do 3.5.

34.1 Analise por Func¢ao Descritiva

Nesta subsec¢do o oscilador de Van der Pol ¢ analisado através do método da fungdo
descritiva. Assim, determina-se se o sistema exibe (ou nao) um ciclo limite estavel e, neste

caso, calcula-se a sua amplitude e frequéncia de oscilagao.

Considere-se de novo a equagdo de Van der Pol:
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i +B(y =1)y+y=0 (3.17)

Para se poder representar a expressdo anterior através de um diagrama de blocos

adequado — isolando o elemento ndo linear — a equacao (3.17) pode ser rearranjada como:

j—PBy+y=-By°y
1 3] (3.18)

. d
— + - R —
y-By+y de(sy

Aplicando a transformada de Laplace a equacdo (3.18), obtém-se:

(S2 —Bs+1)y:Bs(—§y3j

, Bs (3.19)
u

_S2—BS+1

A fungdo (3.19) pode ser representada através de um sistema em malha fechada, onde:

Bs
G(s)=—7—— 3.20
( ) SZ—BS-I-I (3:20)
e a ndo linearidade ¢ dada por:
l 3
f(u)zEu (3.21)

com a entrada de referéncia igual a zero (de modo que u =—y), conforme esta ilustrado na

Figura 3.15.

Sendo a funcao descritiva da nao linearidade cubica, u3, dada por 34° / 4 (Slotine e Li,

1991), tem-se que para a fungdo [ (u):

N(A)=— (3.22)

G(s)

Y
Y

flu)

O

Figura 3.15 — Representacdo em malha fechada da equacdo de Van der Pol.
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Figura 3.16 — Tragado de Nyquist de G( j(o) e de —1/ N (A) para o oscilador de Van der Pol.

Deste modo, a partir do sistema da Figura 3.15 retira-se a equacgdo caracteristica

1+ N (A)G( ja))=0. Portanto, para a predi¢do do ciclo limite, hd que resolver a seguinte

equacgao:
G(joo)z—# (3.23)
N(4) |
ou seja:
Bjo 4
) 3.24
—o’ —Bjo+l 4 (3-24)
o que apods simples manipulagdes fornece:
4((02—1)+j(4—A2)B(D:O (3.25)

Resolvendo a equagdao (3.25) obtém-se uma frequéncia ® e uma amplitude 4
aproximadas para o ciclo limite de w =1rad/s (T =2n), 4=2.

A Figura 3.16 mostra a representa¢do grafica da equagdo (3.23), nomeadamente das
curvas —1/N(4) e de G(jo). A intersecgdo das duas curvas indica a existéncia de um ciclo
limite estavel com uma amplitude constante de 4 =2. De fazer notar que, nem a amplitude
A, nem a frequéncia m, obtidas através da equacgdo (3.25), dependem do pardmetro de

controlo  do sistema VPO (3.17). Isto sugere que se obtém um ciclo limite estavel desta
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amplitude e frequéncia para qualquer valor de 3 >0, o que ndo ¢ totalmente verdadeiro, como
a seguir se demonstra.

Embora a equagdo de Van der Pol ndo possa ser resolvida analiticamente, ¢ possivel, no
entanto, obter expressdes assimptdticas exactas para os parametros do ciclo limite nos casos
extremos quando B—0 e f— . Assim, para valores pequenos do pardmetro B —0, a
equacdo (3.17) transforma-se num oscilador harménico simples com uma velocidade angular
de w=1rad/s (T =2m), coincidindo com a previsdo do método da fun¢do descritiva. Todavia,
para valores elevados do pardmetro J — oo, o periodo deixa de tomar o valor fixo de 7 =2,
e torna-se dependente do parametro [, isto €, tem-se 7 = f (B) Neste caso, o método da
funcao descritiva deixa de ser valido. A Figura 3.17 ilustra a varia¢do do periodo de oscilagao
T em funcdo de 0<PB<10, em que o comportamento do VPO atras referido pode ser
verificado. De facto, a razdo do método da FD falhar pode ser explicado através da resposta
em frequéncia do elemento linear G( j(o) :

G(jo)= [—1+é[m—lﬂ_l (3.26)

w

Analisando a expressdo (3.26) verifica-se que a medida que 3 aumenta mais alargada se torna

a faixa de frequéncias ® para as quais G( j(o)z—l. Isto significa que, no limite € — oo,
20 T T T T

T (rad)

Figura 3.17 — Variagio do periodo 7 em fungdo de B do oscilador de Van der Pol. Para B =0, o
periodo 7 =27 (i.e., oscilador harménico). A medida que B — o0 observa-se que o periodo T — oo.
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obtém-se um filtro “passa-tudo” e, portanto, o conteudo harmonico do ciclo limite ¢ tal que a
resposta predominante ndo ¢ simplesmente sinusoidal e, consequentemente, a aproximacao

pela fun¢do descritiva deixa de ser valida.

3.5 Oscilador de Van der Pol Fraccionario

Nesta seccdo propde-se uma nova versdo do VPO classico através da introdugdo de uma
derivada fracciondria de ordem o nas equacdes do espago de estados (3.16) (Barbosa, et al.,

2004b), o qual ¢ feito da seguinte forma:

dy*

d—ixz)h

d’ (3.27)
Da_ (2=

a N B(J’l 1))’2

Neste estudo considera-se que 0 <a <1 e B>0. A mesma abordagem foi adoptada para
os sistemas de Duffing (Arena, ef al., 1997, 2000) e de Chua (Hartley, et al., 1995). De notar
que o oscilador de Van der Pol fraccionario (FrVPO?) resultante reduz-se ao classico VPO
quando o =1. Da mesma forma, a ordem total do sistema passa do valor inteiro 2 (caso do
VPO) para o valor fracciondrio o +1< 2 (caso do FrVPO).

A seguir analisa-se o sistema FrVPO para diferentes valores da ordem a da derivada
fraccionaria das equacdes de estado (3.27). Demonstra-se que a ordem o possui uma

influéncia significativa sobre a dindmica do sistema.

3.5.1 Esquema de Simulacio

O sistema do FrVPO, definido pelas equacdes (3.27), pode ser representado em diagrama de
blocos, isolando o integrador fracciondrio, conforme se ilustra na Figura 3.18. Mais uma vez,

nota-se que, para a =1, obtém-se o VPO cléssico, tanto para o caso da formulag¢do no espago

de estados (3.27) como para a representagdo em diagrama de blocos da Figura 3.18.

Como se pode observar pela Figura 3.18, o sistema do FrVPO pode ser implementado
através de um integrador inteiro 1/s, um integrador fraccionario 1/s* de ordem 0<a <1, €

de um bloco Bf (y, ;)= B( yi- 1) ¥, que modela a nio linearidade do sistema.

3 Fractional Van der Pol Oscillator
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A\’

s | - 1 1
By, »,) . =

Figura 3.18— Diagrama de blocos do FrVPO nio for¢ado. Para o =1 obtém-se o classico VPO.

Neste diagrama, o elemento novo introduzido consiste no integrador fraccionario 1/s%*, e
possui uma funcdo de transferéncia irracional na variavel s. Como ja foi referido no capitulo
2, as defini¢des habituais de integral e de derivada fraccionarias ndo permitem uma utilizacao
directa deste tipo de operadores na simulacdo dos tempos de sistemas complexos com
elementos fraccionarios. Na realidade, estes sistemas sdo caracterizados por possuirem uma
memoria infinita que impossibilita a sua simulacdo para valores elevados do tempo (Podlubny,
1999b). Normalmente, este problema pode ser ultrapassado com a realizagdo de aproximacoes
inteiras que simulam (até uma precisdo predefinida) os operadores fraccionarios. Nos estudos
efectuados por (Machado, 1997; Vinagre, et al., 2000; Machado, 2001; Hwang, et al., 2002)
podem ser encontradas varias técnicas para a obtengdo de aproximacgdes inteiras, tanto

continuas como discretas, de operadores fraccionarios.

3.5.2 Aproximacoes Inteiras ao Integrador Fraccionario

Considerando o exposto na subseccao anterior, para se analisar de forma efectiva o sistema
fraccionario da Figura 3.18, é necessdrio desenvolver aproximagdes para o integrador
fracciondrio 1/s”. Para esse efeito, optou-se por obter fungdes racionais (na varidvel s),

adoptando o método de aproximagdo nas frequéncias descrito por Charef, et al. (1992),
vulgarmente designado como “método da func¢do de singularidade”. A seguir, descreve-se de

forma sumaria a obtengao de aproximagdes continuas através desse método.

O método da fungdo de singularidade baseia-se na funcdo de transferéncia de um poélo

simples de multiplicidade a, ou seja, por uma fungdo H (S) do tipo:
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1

( 1+S]°‘ (3.28)
Pr

a qual caracteriza um sistema fractal simples (Charef, et al., 1992). Vérios sistemas sdo

H(s):

modelados através de uma fungdo do tipo (3.28) como, por exemplo, as linhas de transmissao,
o ritmo cardiaco, o ruido eléctrico, entre muitas outras. O valor 1/p; designa a constante de
tempo de relaxacdo e considera-se que 0 <o <1. O diagrama de Bode da amplitude possui
um declive constante de —a20 dB/dec para ®>> pr. Assim, a ideia base consiste em
aproximar esse declive através de uma sucessao alternada de zeros e de po6los com declives
inteiros de respectivamente 0 dB/dec e de —20 dB/dec, sobre o intervalo de frequéncias

pretendido, obtendo, deste modo, a aproximacao inteira:

(5

Siaz kT (3.29)
(o) T+ 2)

em que os parametros p; z; € N sdo seleccionados de acordo com a ordem o e a largura de

faixa de frequéncias da aproximagdo desejadas.

Assim, uma vez especificada a ordem o, o poélo fraccionario 1/p; e a maxima
discrepancia A (em dB) entre as assimptotas ideais e as aproximadas das curvas da amplitude
dos diagramas de Bode, obtém-se os parametros (p;, z;, N) da aproximagdo da seguinte
forma:

1) O primeiro p6lo p, ¢ colocado em:

po = pr10¥2% (3.30)
i1)  Definem-se as variaveis:
g 10[A/10(1—a)], b IO(A/IOOL)’ b = IO[A/loa(l—a)] 3.31)

iii) Os restantes polos p; e zeros z; sdo calculados a partir do primeiro polo p, e das

expressoes (3.31) usando as seguintes relagdes:

D; :(ab)i Do Zi :(ab)i ap (3.32)
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O ntmero de pdlos N ¢ determinado a partir da maxima largura de banda de frequéncias

(®max ) da aproximacgdo. Deste modo, considerando que py_; < ®.x < Py» Obtém-se:

log @y |

N = Inteiro
log(ab)

+1 (3.33)

Na andlise aqui apresentada utilizam-se aproximagdes do tipo (3.29) ao integrador
fraccionario 1/s*, com o €]0;1]. A Tabela 3.1 fornece uma lista de aproximagdes inteiras a
l/s(x para o =0,1;0,2;...;0,9. Estas aproximagdes sdo obtidas usando o método descrito
nesta subsec¢do com os pardmetros pr =0,01 e o, =100rad/s, para uma discrepancia

maxima de A =2 dB.

. . ~ . . . . J R o
Tabela 3.1: Lista de aproximagdes inteiras para o integrador fraccionario 1/ s, com uma

discrepancia maxima de A =2 dB.

Ordem o Aproximagio, H (s)
1655,4724(s +0,1668)(s +27,83)
0.1 (5 +0.1)(s +16,68) (s + 2783)
81,3137(s+0,05623)(s +1)(s+17,78)
02 (5+0,03162)(s +0,5623)(s + 10)(s + 177.8)
39,3975(s +0,0416) (s +0,3728)(s +3,34)(s +29,94)
03 (5+0,02154)(s+0,1931)(s+1,73)(s +15,51)(s +138,9)
35,2504 (s +0,03831)(s +0,261)(s +1,778)(s +12,12)(s +82,54)
04 (5+0,01778)(s+0,1212)(s +0,8254)(s +5,623)(s+38,31)(s +261)
15,8492 (s +0,03981)(s+0,2512)(s +1,585)(s +10)(s +63,1)
0 (5+0,01585)(s+0,1)(s+0,631)(s+3,981)(s+25,12)(s+158,5)
10,728 (s +0,04642)(s +0,3162)(s +2,154)(s +14,68)(s+100)
. (5+0,01468)(s+0,1)(s+0,6813)(s+4,642)(s +31,62)(s+215,4)
9,2641(s+0,06449) (s +0,578)(s +5,179) (s +46,42)(s +416)
07 (5+0,01389)(s + 0,1245) (s + 1,1 16)(s + 10) (s + 89,62) (5 + 803,1)
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5,4243(s+0,1334) (s +2,371)(s +42,17) (s + 749,9)
(5+0,01334)(s+0,2371)(s +4,217)(s +74,99)(s +1334)

0,8

2,4258(s +1,292)(s +215,4)
(5+0,01292)(s +2,154) (s +359,4)

0,9

353 Apresentaciao dos Resultados Obtidos

Nesta subseccao estudam-se os efeitos da dindmica fraccionaria no modelo FrVPO proposto,
tanto no dominio das frequéncias como no dominio dos tempos. Verifica-se que as duas

perspectivas sdo essenciais para uma caracterizacdo completa do sistema.

Para a simulacdo do sistema FrVPO da Figura 3.18 utilizou-se a aplicacdo de software do
MATLAB/SIMULINK®. Usou-se um intervalo de tempo de simulagio de 7, =1000s, com um
passo de £ =0,01s, adoptando um esquema de integracdo do tipo Runge-Kutta. As condigdes
iniciais do sistema sdo colocadas em y,(0)=0 ¢ y,(0)=1,0.

A Figura 3.19 mostra o grafico do plano de fase ( Vi yz) do FrVPO para varias ordens
fraccionarias de o = {0, 4;0,6;0,7,0,8;0,9; 1,0} e considerando um valor fixo do parametro
de controlo de P=1. Alternativamente, a Figura 3.20 mostra o plano de fase para
B= {0,5; 1;2;4;8; 16} e um valor fixo da ordem de o =0,8. Em ambos os casos, verificam-se
variagOes significativas na geracdo dos ciclos limite. Este facto revela que a derivada
fraccionaria de ordem o tem um impacto significativo sobre a dinamica do sistema,
nomeadamente na sua amplitude e no periodo da oscilagdo de saida. Por outro lado, e como
esperado, quanto maior for o valor de B mais ndo linear se torna o sistema.

As Figuras 3.21 e 3.22 mostram, respectivamente, as evolu¢des do periodo 7 e da
amplitude 4 da oscilagdo de saida para 0,3<a<1 e B, (a)<B<1 onde B, (o)
representa o minimo valor do parametro de controlo para o qual o sistema ainda oscila. Este
limite depende da ordem fracciondria o, estando a sua evolugdo ilustrada na Figura 3.23 para
0,3<a <1. Mais uma vez, observa-se a existéncia de grandes variacdes no ciclo limite, em

particular no periodo da oscilagdo de saida. De facto, o periodo 7 aumenta de forma acentuada

# Marca registada da The MathWorks, Inc.
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o=1 a=0,9 0=0,8
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Figura 3.19 — Plano de fase ( Vis yz) para o sistema FrVPO com ordem fracciondaria de

o= {0, 4:0,6;0,7;0,8;0,9; 1, 0} € um parametro de controlo de B =1.

$=0,5 B=1 B=2
15 15 15 .
10 10 10
5 5 5
S SRR s S I s
-5 -5 : -5
-10 -10 : -10
-15 -15 : -15
22 0 2 22 0 2 22 0 2
Yy Yy 12

Figura 3.20 — Plano de fase ( Vs yz) para o sistema FrVPO com ordem fraccionaria de o =0,8 e

um parametro de controlo de B = {0, 5:1;2: 4, 8; 16}.

para valores de a pequenos e para valores de a proximos de o ~1. A amplitude 4 também

varia com o, sendo mais sensivel para valores de o pequenos.
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Figura 3.21 — Evolugéo do periodo T do ciclo limite para 3. (oc) <p<le0,3
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Figura 3.22 — Evolugio da amplitude 4 do ciclo limite para f3_. ((x) <B<le0,3
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Figura 3.23 — Valor maximo do pardmetro de controlo em fungdo de a., 3, (oc), para 0,3<a<1.

A Figura 3.24 ilustra as respostas temporais do sinal de saida y(7) (para 500 <7 <530s) ¢
os correspondentes espectros de frequéncia do sistema FrVPO, com as ordens fraccionarias de
o= {0, 4:;0,6;;0,8;1, 0} e para o parametro de controlo de =1.

Para o calculo dos espectros de frequéncia utilizou-se a transformada de Fourier discreta
(DFT’) implementada através do algoritmo de calculo eficiente da FFT. Assim, considerando
um conjunto de N pontos discretos do sinal de saida y(¢), isto & y(nh) para
n=0,1,..., N—1, o espectro de frequéncias ¢ dado para N pontos calculados a partir da

formula da DFT, ou seja, ¢ dada pela expressao:

N-1 .
k 1 —i2nnk,

=c| — :—E h N k=0,..N-1 34

ch C(Nhj Nn:oy(n )e (3.34)

Deste modo, obtém-se uma faixa de frequéncias de f =0, 1,...,(N —l)Af , com uma
resolucdo de Af = 1/ (Nh) Hz. Nas experiéncias a seguir apresentadas, calcula-se a FFT para
N =2" pontos, apos a dissipagdo do efeito do transitorio inicial do sinal de saida y(¢) até
um tempo de simulacdo inicial de T e[O;lOO] s. Os graficos mostram as amplitudes do

espectro de frequéncias (devidamente normalizadas) para 0 < <20rad/s (® = 2nf).

> Discrete Fourier T ransform
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Figura 3.24 — Respostas nos tempos da saida y( t) (esquerda) e espectro de frequéncias (direita) do

sistema FrVPO, com o = {0, 4:0,6;0,8;1, 0} epB=1.

Observando as respostas temporais da Figura 3.24, verifica-se que tanto o periodo 7 como
a amplitude 4 do ciclo limite variam de forma significativa com a ordem fraccionaria a.. De
facto, nota-se que a amplitude diminui a medida que se reduz o valor de o até que,
eventualmente, o sistema deixa de oscilar. O limite desta oscilagdo ocorre para a ordem
o =0,37 com B=1. Verificam-se também alteragdes no periodo da oscilagdo de saida.

Por outro lado, os graficos das amplitudes dos espectros de frequéncias (de Fourier)
indicam a existéncia de varios picos. A multiplicidade destes picos ¢ uma caracteristica tipica
dos sistemas nao lineares, e sao devidos a presenga da nao linearidade Bf ( Vi yz) no sistema
FrVPO. Constata-se também que os harmodnicos de alta frequéncia sdo inteiros impares
multiplos da componente fundamental (i.e., do primeiro pico que aparece nos espectros de
Fourier). Por outras palavras, se ¥, designa a amplitude do harmonico fundamental, entdo os

harmoénicos impares de ordem superior sdao dados por Y, para k=3,5,.... Mais ainda,
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verifica-se que tanto a multiplicidade como a amplitude desses picos variam com a ordem a.,
0 que esta em concordancia com as respostas nos tempos ilustradas.

A primeira vista pode-se concluir que, variando a ordem o, é possivel moldar o sinal de
saida y(t) de forma a assemelhar-se a uma onda quase sinusoidal (“pura”), mas isto ndo ¢
totalmente correcto. A energia do sinal ndo estd somente concentrada nos picos, mas
distribuida ao longo de todo o dominio de frequéncias (Figura 3.24). Esta ¢ uma propriedade
caracteristica dos sistemas cadticos, mostrando que o FrVPO apresenta ciclos limite cadticos
(tal como no caso do VPO classico (Mahmoud e Farghaly, 2004)). De facto, constata-se que o
espectro das amplitudes possui um comportamento a longo termo do tipo C(a)o™,
indicando diferentes razdes de decaimento em fungao de a.

Para evidenciar este facto, estabeleceu-se um critério m, que relaciona a poténcia
concentrada nos harmonicos P, (i.e., dos picos do espectro das amplitudes) com a poténcia
total P do sinal de saida y(t). Esta razdo ¢ dada por:

_ Pot. dos harm. «100% ZQXIOO% (3.35)
Pot. total i

A relacdo entre as poténcias dos sinais nos dominios dos tempos e no dominio das
frequéncias ¢ estabelecida pelo teorema de Parseval, que afirma que ambos os dominios as
poténcias devem ser iguais. Assim, para o sinal de saida (periddico) y(t), com periodo 7, a

poténcia total P ¢ dada pelas relagoes:
1 rtotT 2 N-l
11:?-‘-0 () de=Jef (3.36)
‘o k=0

em que c, representam os coeficientes da DFT, calculados através da expressdo (3.34).
Seleccionando um numero finito de picos da amplitude p (i.e., p < N), a poténcia dos

harmoénicos P, ¢ entdo dada por:
L 2
B=> e (3.37)
k=1

onde os coeficientes ¢, correspondem agora as frequéncias para as quais os picos de
amplitude ocorrem. Neste caso, verifica-se a relagdo P, < P e, consequentemente, a razao m

situa-se entre 0 <m <100 %.
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Figura 3.25 — Critério de poténcia em percentagem, n(%), para 0 <a <1 e f=1.

A Figura 3.25 mostra a evolugdo do critério (%) para O<a <1 e B=1. A partir do
gréafico, distinguem-se duas zonas: 1) para 0 <a < 0,37, onde ndo existe oscilacdo e ii) para
0,37<a <1, em que se verifica a ocorréncia de uma oscilagdo. Mais uma vez, constata-se
que a energia do sinal esté4 distribuida ao longo de todo o dominio de frequéncias, dependendo
da ordem a. Contudo, para alguns valores de a (e.g., oc={0,37; 0,6;0,95; 1,0}), o indice
N =100 %, indicando que toda a energia do sistema se concentra nos harménicos. Neste casos,
verifica-se que o primeiro (fundamental) harménico concentra a grande parte da energia do
sinal.

Em conclusdo, a introdugdo de uma derivada de ordem fracciondria na formulacdo de
espaco de estados do VPO cléssico revela algumas caracteristicas interessantes que sdo mais
“visiveis” no dominio das frequéncias. Alids, para uma caracterizagdo global do sistema,
torna-se essencial a analise através das duas perspectivas (tempos e frequéncias). Mais ainda,
com o sistema FrVPO obtém-se diferentes regimes da saida (em contraste com VPO inteiro)

que podem ser uteis para uma melhor compreensao e controlo deste tipo de sistemas.
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3.6 Conclusoes

Neste capitulo analisam-se dois tipos de sistemas ndo lineares numa perspectiva da aplicacao
da teoria do calculo fraccionario. Na primeira parte aborda-se os sistemas de folga com
impactos baseado na aplicagdo do método da fungao descritiva. Na segunda parte analisa-se o
oscilador de Van der Pol aplicando uma derivada fraccionaria na formulagdo de espago de

estados que descreve a sua dindmica.

Na primeira parte analisam-se diversos aspectos relacionados com os fendmenos
dindmicos envolvidos em sistemas que apresentam folga e impactos através do método da
fun¢do descritiva. Para isso, estuda-se um prototipo simples consistindo em duas massas que
sdo sujeitas a folga e impactos (ou seja, folgas dindmicas). As experiéncias realizadas
mostram que os resultados obtidos podem diferir significativamente dos gerados através da
adopcao do cléssico sistema da folga estatica (i.e., sem o fendmeno dos impactos incluido).
Este facto sugere que se deve considerar os efeitos dos impactos na analise deste tipo de
sistemas, tanto para a obtencdo de um modelo mais preciso como para a realizacdo de um
controlo mais eficiente do sistema como um todo. Mais ainda, os resultados revelam que estes
sistemas podem apresentar fendémenos complexos, tais como a duplicagcdo periddica € mesmo
o caos. E também interessante fazer notar que estas caracteristicas podem ser parametrizadas

através do graficos da FD do sistema ndo linear.

O método da FD ¢ aplicado para o caso de um sistema de controlo simples com um
controlador PID. Mostra-se que a precisdo da previsao dos ciclos limite, nomeadamente da
amplitude e frequéncia da oscilagdo de saida, ¢ muito aceitdvel. Este facto demonstra a
aplicabilidade do método, mesmo na presenca de caracteristicas intrinsecas nao lineares fortes
que, doutro modo, seriam dificeis de analisar aplicando outras abordagens ao problema. Nesta
perspectiva, a introdu¢do de um controlador PID fraccionario (ver capitulo 2), o qual possui
mais dois graus de liberdade que o PID cléssico, pode levar a um melhor desempenho, mais
concretamente, evitando a intersec¢do das curvas no plano de Nyquist e, deste modo,

eliminando a oscilacdo que, normalmente, tenta-se evitar a sua ocorréncia.

Os resultados obtidos incentivam a continuacao do estudo de sistemas nao lineares numa
perspectiva similar a realizada neste texto e, consequentemente, também a analise da predicao
de ciclos limite. Os trabalhos podem levar ao desenvolvimento de algoritmos de controlo e

esquemas de compensacgao capazes de melhorar o desempenho do sistema.
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Na segunda parte propde-se uma versao generalizada do VPO classico através da
introdugdo de uma derivada fracciondria de ordem a nas equagdes de estado que descrevem a
sua dindmica. O sistema FrVPO resultante apresenta caracteristicas bastante diferentes das
geradas pelo VPO cléssico, que dependem da ordem o da derivada fraccionaria. De facto,
com o sistema FrVPO pode-se distinguir diversos comportamentos que vao desde os regimes

de oscilador até um comportamento de ndo oscilador.

O grau de liberdade adicional introduzido pela ordem o possui uma influéncia
significativa na dindmica do sistema, a qual merece uma investigacdo mais aprofundada para
clarificar as suas implicagdes. Podem-se estabelecer varios desenvolvimentos futuros para o
estudo do sistema FrVPO aqui realizado, tais como analisar a influéncia da ordem o para um
intervalo mais alargado do pardmetro de controlo [3, tanto para o dominio das frequéncias
como para o dominio dos tempos. Outra extensdo do trabalho diz respeito a sua andlise para
valores da ordem fracciondria o >1. Mais ainda, a andlise aqui apresentada pode ser
estendida ao estudo do oscilador de Van der Pol forgado (fraccionario), o qual pode revelar

resultados mais interessantes.






Capitulo

Aproximacoes Digitais de Operadores
Fraccionarios Através de Funcoes

Racionais

NESTE capitulo é proposta uma nova abordagem para a obtengdo de aproximagodes
digitais na forma de funcdes racionais de integradores e diferenciadores de ordem
fraccionaria. Os métodos adoptados sdo baseados nas técnicas de modelagdo de sinais
deterministicos. Demonstra-se que os algoritmos propostos fornecem bons resultados tanto no
dominio dos tempos como no dominio das frequéncias. Mais ainda, as aproximagdes racionais
obtidas sdo estaveis e de fase minima e, portanto, adequadas para uma implementagao digital.
Sao apresentados varios exemplos ilustrativos que demonstram a eficacia das técnicas
adoptadas e revelam que as aproximacdes racionais geradas possuem um desempenho

idéntico ou superior face a outros métodos actualmente existentes.

Tomando estas ideias em consideracdo, o capitulo encontra-se organizado da seguinte
forma. A sec¢do 4.1 faz uma introducao ao problema e a secgdo 4.2 apresenta os métodos de
discretizagdao (ou de conversdo de s — z) utilizados neste estudo. A sec¢do 4.3 introduz o
desenvolvimento de aproximagdes digitais racionais aos operadores fraccionarios e, de
seguida, a sec¢do 4.4 deriva a resposta impulsional deste tipo de operadores. A sec¢do 4.5
descreve de forma sucinta o problema da modelacao de sinal e desenvolve varios métodos de

obtencdo de aproximagdes racionais através destas técnicas. A sec¢cdo 4.6 propde um novo

93
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método que constitui uma alternativa eficiente as técnicas de modelacdo de sinais
deterministicos, baseado no algoritmo de identificacao de sistemas pelos minimos quadrados.
Verifica-se que este algoritmo gera as mesmas aproximacdes que o método de modelacao de
sinal de Prony, com a vantagem de se obter, num sé passo, a fungdo racional desejada. As
técnicas desenvolvidas sdo aplicadas na sec¢do 4.7 a um exemplo ilustrativo que revela o bom
desempenho e a eficacia da abordagem pelos minimos quadrados no obtencdo de
aproximacodes digitais racionais. Para se ilustrar de forma ainda mais clara as propriedades da
nova abordagem, a seccdo 4.8 aplica as aproximagdes digitais no céalculo numérico de
derivadas e integrais fracciondrios de diversas fungdes temporais. Mais uma vez, se confirma
a bom desempenho destas face a outro tipo de aproximagdes frequentemente usadas para o

mesmo efeito. Por Gltimo, a sec¢do 4.9 estabelece as principais conclusdes.

4.1 Introducao

Os sistemas de ordem fracciondria sdo caracterizados por equacdes integro-diferenciais de
ordem ndo inteira (ou fraccionaria), isto €, sdo definidas através do operador fundamental
«D/, emque oo e R éaordem da operagdo. No capitulo 2 sio estabelecidas varias definigdes
no dominio dos tempos para este operador fraccionario, de entre as quais se salientam as
usuais defini¢des de Riemann-Liouville (R) e de Griinwald-Letnikov (G), devido ao facto de,
para uma grande classe de fungdes, as duas definicdes (R e G) serem equivalentes (ver
capitulo 2). Contudo, para a andlise e projecto de sistemas de controlo adopta-se normalmente
o dominio s de Laplace. Deste modo, ¢ de especial interesse usar a definicdo do operador
oD/ neste plano. Assim, a transformada de Laplace de D* (a=0), para condigdes iniciais

nulas, ¢ dada através da expressao:
L{D“ f(t)} = 5F (s) 4.1)
em que F(s)zL{f(t)}.

Pode-se referir varios sistemas em que o operador (4.1) ¢ um elemento fundamental. Por
exemplo, o controlador CRONE tem por base a derivada de ordem fracconaria s, onde o
toma um valor real (Oustaloup, 1991). Na verdade, a extensdo mais recente do CRONE
admite valores complexos para a ordem fracciondria (Oustaloup, 2000). Um outro exemplo ¢

o caso do controlador PI* D¥ (Podlubny, 1997), uma generalizacdo do controlador PID
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classico, envolvendo um integrador fracciondrio de ordem A e um integrador fraccionario de
ordem u. A correspondente fungdo de transferéncia do PI*"D* ¢ dada por
K (1+1/ T, sTHHT ds“), onde A e p sdo valores positivos reais; K ¢ o ganho proporcional, 7; é
a constante de tempo integral e 7, a constante de tempo diferencial. Para mais detalhes

consultar o capitulo 2, onde ¢ feita uma breve descri¢ao destes dois tipos de sistemas.

Portanto, a principal questdo envolvida na implementagdo digital do controlo de ordem

fraccionaria consiste no céalculo numérico ou na discretizagdo do operador fraccionario s%.
Em geral, existem dois métodos de discretizagdo: o método directo e o método indirecto
(Vinagre, et al., 2000, 2003; Chen e Moore, 2002). Na discretizagdo indirecta ¢ necessario,

primeiro, fazer uma aproximagdo no dominio das frequéncias (variavel s) e, depois,

discretizar a funcdo aproximada em s (Oustaloup, 2000). Os métodos existentes de
discretizacdo directos incluem a expansdo em série de poténcias (PSE') ou a expansdo em
fraccdes continuas (CFE?) dos equivalentes discretos dos operadores fracciondrios. As
aproximagdes por PSE sdo dadas através de fungdes polinomiais enquanto que as

aproximacdes por CFE geram fungdes racionais (i.e., como a razao de dois polindmios).

E um facto conhecido que, em geral, as fungdes racionais sio superiores as fungdes
polinomiais devido a sua aptidao para modelar aproximagdes com podlos e zeros. Por outras
palavras, as fungdes racionais convergem mais rapidamente e possuem um dominio de
convergéncia no plano complexo superior ao das fun¢des polinomiais obtidas por PSE. Nesta

perspectiva, este estudo foca somente as aproximagoes digitais dadas por fungdes racionais.

J4

Neste capitulo € proposta uma nova abordagem para a obten¢do de fungdes de

transferéncias racionais que aproximam os integradores e diferenciadores de ordem
fraccionaria do tipo s“ (oc € R). A estratégia proposta adopta as técnicas de modelagdo de

sinal (Hayes, 1996) aplicadas ao desenvolvimento por PSE dos equivalentes discretos dos
operadores fracciondrios. As aproximagdes racionais obtidas, através das técnicas propostas,

fornecem um ajuste mais alargado (em especial as baixas frequéncias) da resposta em

frequéncia do operador original s*. Mais ainda, as aproximag¢des geradas sdo estaveis e de
fase minima, como se impde para uma implementacdo digital. Esta abordagem pode ser

sintetizada em trés passos:

1 . .
Power series expansion

2 . . .
Continued fraction expansion
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1) A funcdo de transferéncia continua ideal do integrador/diferenciador fraccionario
s* (oc € R) ¢ discretizada através de um método de conversdao s — z apropriado,
normalmente designado por fun¢do geradora. Deste modo, obtém-se o equivalente

discreto fraccionario de s*, o qual é denotado aqui por H“ (z);

i1)  De seguida, determina-se a resposta impulsional do operador digital fraccionario

H* (z) através da sua expansdo em série de poténcias (PSE) (ou série de Taylor);

iii) Por ultimo, aplicam-se os métodos adoptados para a modelagdo de sinal entre as
respostas impulsionais do operador digital fraccionario (ideal) H* (z) e da

aproximacao racional digital desejada.

Este procedimento de obtengdo de fungdes racionais digitais que aproximam os
integradores e diferenciadores fraccionarios encontra-se detalhado nas secgdes a seguir
descritas. Sdo apresentados varios exemplos ilustrativos que comprovam a eficacia e

aplicabilidade das técnicas de modelacdo de sinal aqui propostas.

4.2 Discretizacio de Integradores e Diferenciadores de

Ordem Fraccionaria

O método mais usual para a obtencdo de equivalentes discretos do operador fracciondrio

s (oc € R) consiste na adop¢do de uma fungdo geradora s = co(z_l) (Vinagre, et al.; 2000;

Chen, et al., 2002). A fungdo geradora e a sua expansdo determinam, ambos, a forma da

aproximacdo e os coeficientes (Lubich, 1986). Deste modo, o equivalente discreto

fraccionario do operador s* é obtido simplesmente elevando a correspondente fungio

geradora a uma ordem fraccionaria o, ou seja, realizando a operagao:

ol ]

Por outras palavras, dada uma funcao de transferéncia continua (filtro), G(s), a fungao

de transferéncia discreta, G(z), ¢ obtida através da substitui¢ao:
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G(2)=G(s) juopa(s) (4.3)

em que H“ (z) representa o equivalente discreto fraccionario de ordem o do operador

fraccionario s*, expresso em fun¢io da variavel complexa z ou do operador em atraso z 7l

dado por:

1% (z)=| o) (4.4)

O procedimento de substitui¢ao (4.3) ¢ normalmente conhecido como método em malha
aberta de conversdo de analdgico para digital (ou, simplesmente, método de conversao de
s — z). Para este efeito, os métodos de s — z (fungdes geradoras) mais utilizados sdo os
operadores de Euler (ou diferencas atrasadas de primeira ordem), Tustin (ou bilinear)
(Franklin, ef al., 1990; Machado, 2001) e o mais recentemente introduzido operador de Al-
Alaoui (Al-Alaoui, 1993, 1997; Chen e Moore, 2002). A Tabela 4.1 lista os trés métodos de

conversao referidos, os quais sdo alvo de estudo neste capitulo.

O operador de Al-Alaoui ¢ uma interpolagdo pesada dos operadores de Euler e de Tustin
(Al-Alaoui, 1997). O conceito base parte da observacdo que a amplitude da resposta em
frequéncias de um integrador ideal 1/s esta situada entre os integradores de Euler e o de
Tustin. Isto sugere aproximar o integrador ideal como a soma pesada dos dois integradores da

seguinte forma (Al-Alaoui, 1997):

Tabela 4. 1 — Métodos de discretizacdo de s — z.

Método Aproximacio, H“ (z_l)
Euler o 1— ! @
Griinwald-Letnikov T
21-z1Y
Tustin P 1
T1+z
g 1-z1 )
Al-Alaoui s~ _‘_Zl
T 1+27'/7
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Hy(z)=aHg(z)+(1-a)H;(z), 0<a<l (4.5)
em que a reflecte o peso dado a cada um dos integradores. Hy(z) e Hy(z) sdo

respectivamente as fungdes de transferéncia dos integradores de Euler e de Tustin, dadas por:

Hy(z)= ZT_ZI (4.6)
T(z+1
Hyp (z)= 252_1)) 4.7)

Apo6s simples manipulagdes da expressao (4.5), o integrador digital ¢ dado pela seguinte

funcao:

T[(l—a)+(l+a)z]

H = .
v (2) 2(--1) (4.8)
O diferenciador digital ¢ obtido por inversao directa de (4.8), 1/ Hy (z), resultando:
2(z-1
Gy (2)= =) (4.9)

T[(l—a)+(l+a)z]

Adoptando a fun¢do (4.9) como uma fun¢do geradora, define-se um novo método de

conversao s — z como:

2(2—1)

s=of= ):T[(l_a)+(1+a)z]

(4.10)

onde a varidvel a funciona como um parametro de sintonia da fun¢do. O chamado operador
de Al-Alaoui ¢ obtido a partir da fun¢do (4.10) considerando um valor de a =3/4 (melhor
compromisso entre os operadores de Euler e de Tustin (Al-Alaoui, 1997)), sendo, deste modo,
dado pela seguinte expressao:

8 (z - 1)

Halz)= 7T (z+1/7)

4.11)

O novo operador fraccionario s* ~ H§(z) (o€ R) ¢é entdo obtido elevando ao valor o a

correspondente fung¢do geradora (4.11), conforme ilustra a Tabela 4.1. Este operador ¢
utilizado em (Chen e Moore, 2002) para a obtencdo de diferenciadores de ordem fraccionaria

na forma de filtros IIR através do método de CFE. Nesse estudo estd demonstrado que este



APROXIMACOES DIGITAIS DE OPERADORES FRACCIONARIOS 99

tipo de diferenciador fornece uma melhor aproximagdo ao operador original s que o

esquema de Tustin (também obtido por CFE).

Adoptando o procedimento anterior, ¢ possivel desenvolver outros métodos de conversao
s — z. Por exemplo, partindo agora do conceito que a amplitude da resposta em frequéncias
de um integrador ideal 1/s esta situada entre os integradores de Tustin e o de Simpson (Al-
Alaoui, 1995, 2001), obtém-se o seguinte integrador digital hibrido:

H(z)=aH, (z)+(1-a)Hy (z), 0<a<] (4.12)
em que a reflecte o peso dado a cada um dos integradores. O integrador de Tustin Hp (z) é
dado pela expressado (4.7). A funcdo de transferéncia do integrador de Simpson H g (z) possui
a forma:
T (22 +4z+ 1)
H(

()= 3(22—1)

(4.13)

O integrador digital resultante H (z) é entdo dado por:

H(z)= T(S_agéi:_rll))(zwﬁ (4.14)

onde 7 e r, sdo dados pelas seguintes equagdes (de notar que 1, =1/r,):

3+a+2\W3a  3+a-23a

oy (4.15)
3—-a 2 3—-a

Ul

O método habitual para obtencdo de um diferenciador digital consiste na inversdo directa
do integrador digital H (z) (4.14). Contudo, a fungdo gerada resulta num filtro instavel (Al-
Alaoui, 2001). Assim, aplica-se o procedimento de estabilizacdo descrito por Al-Alaoui (Al-
Alaoui, 1992, 2001) a fungao 1/ H (z), obtendo-se o seguinte diferenciador digital estavel e

de fase minima:

G(2)= o(=-1) (4.16)
Tri(3-a)(z+n)

A fungao G(z) (4.16) pode ser vista como uma fun¢do geradora e, consequentemente, ser

usada como um novo método de conversdo s — z:
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6(z2 -1
szco(z_l): ( ) . 4.17)
Trl(3—a)(z+r2)

O novo operador fraccionario s“ (a € R) ¢ entdo obtido elevando ao valor a a

correspondente fungdo geradora (4.17), ou seja:

o
6(z2 -1
s~ [m(z‘l)r = ( ) 5 (4.18)
Ty (3—a)(z+r2)

O operador definido pela fun¢do (4.18) ¢ utilizado em (Chen, et al., 2003a; Chen e
Vinagre, 2003) para a obtencdo de diferenciadores de ordem fracciondria na forma de filtros
IIR através do método de CFE. Nesse estudo estd demonstrado que este tipo de
diferenciadores fornecem uma melhor aproximacao da resposta em frequéncia da amplitude
na zona das altas frequéncias. Mais ainda, o parametro de sintonia a pode revelar-se util em

algumas aplicagdes.

No estudo realizado por este capitulo utilizam-se somente as funcdes geradoras dos
operadores de discretizagdo de Euler, Tustin e Al-Alaoui listadas na Tabela 4.1. Todavia,
outros esquemas de obtenc¢do de equivalentes discretos poderiam ser usados (Smith, 1987;
Franklin, et al., 1990; Machado, 2001; Valério e Sa da Costa, 2002, 2003), sendo que para tal
o procedimento a adoptar seria exactamente o mesmo que o delineado para os trés operadores
referidos neste texto. O critério de escolha baseou-se somente no facto de estes operadores
serem os mais conhecidos e utilizados, e cujas as caracteristicas estdo bem definidas e

estudadas.

4.3 Aproximacgoes Digitais de Operadores Fraccionarios

Através de Funcoes Racionais

De um modo geral, as fungdes irracionais H“ (z_l) (como as ilustradas na Tabela 4.1)

podem ser aproximadas através de fungdes polinomiais ou, entdo, através de func¢des racionais
(i.e., como a razdo de dois polindmios). Assim, ao efectuar-se um desenvolvimento em série
de Taylor, vulgarmente designado como expansdo em série de poténcias (PSE), sobre as

funcdes geradoras (irracionais) da Tabela 4.1, obtém-se aproximacgdes na forma de polindémios,
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isto &, obtém-se filtros digitais de resposta impulsional finita (filtros FIR?). Como exemplo,

considere-se a utilizagdo do operador de Euler H (z_l) = (1 —z! ) / T, em que efectuando uma

o
PSE sobre H“ (z_l):[(l—z_l)/TJ fornece a seguinte equag¢do (Machado, 1997, 2001;

Vinagre, et al., 2000, 2003):

H* (z_l) :Lic,(ca)z_k (4.19)

o
T k=0

(@)

em que os coeficientes binomiais c; (k =0,1, ) sdo dados por:

o =1 ¢ =[l—”7“jc§ﬁ3 (4.20)

A expressdo (4.19) representa a formula discretizada da defini¢do de Griinwald-Letnikov
(desenvolvida no capitulo 2). Para a sua implementacdo pratica esta deve ser combinada com

o principio da memdria curta (descrito no capitulo 2), resultando num polindmio truncado em

n=[L/T] termos, onde L ¢ o comprimento de memoria, ou seja:

n

H* ()= ! Zc,(ca)z_szruncn(l_;_lJ 421)

T o
™

De notar que o utilizagdo de filtros FIR para aproximar, de forma razoavel, o operador s*
leva ao uso de polindmios de ordem elevada e, consequentemente, a algoritmos menos

eficientes.

Uma outra forma de obter aproximagdes consiste no desenvolvimento de funcdes
racionais, isto &, consiste em filtros de resposta impulsional infinita (filtros IIR*). Para este
efeito, aplica-se normalmente o método de expansdo em frac¢oes continuas (CFE) (Vinagre,
et al., 2000, 2003; Chen e Moore, 2002). E um facto reconhecido que as aproximagdes
racionais convergem mais rapidamente e possuem um dominio de convergéncia no plano

complexo superior ao dos polindomios. Portanto, no estudo aqui realizado, desenvolve-se
. ~ . . « . . . y e . o
somente aproximacodes racionais digitais ao operador fracciondrio do tipo s (a e]R), as

quais sdo apropriadas para uma andlise por transformada dos Z e para uma implementagdo

digital.

3 g e, .
Finite impulse response
4 ..
Infinite impulse response
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As aproximagdes racionais H (z_l) de ordem m e n das fungdes de transferéncia

irracionais do tipo H* (z_l) (Tabela 4.1) podem ser formalmente expressas como:
B, (z7!
H* (Z_l)zﬁzH(z_l) (4.22)

em que B e A representam os polindmios de grau m e n, respectivamente do numerador e do
denominador. No que se segue, e para simplificacdo da analise, omite-se a presenga dos

indices m e n nos referidos polindmios da fung¢ao racional.

Neste estudo apresenta-se uma nova abordagem para se obter aproximacoes racionais do
tipo (4.22) de integradores e diferenciadores fracciondrios. A nova estratégia adopta as
técnicas usadas na modelagdo de sinais deterministicos e representa uma forma alternativa
viavel a outras técnicas actualmente existentes, nomeadamente ao extensivamente usado

método de CFE, conforme se demonstra nas sec¢des seguintes.

4.4 Resposta  Impulsional de  Operadores  Digitais

Fraccionarios

Nesta sec¢do determina-se a resposta impulsional 4% (k) para as trés funcdes geradoras
consideradas neste estudo, ou seja, para os operadores de Euler, Tustin e Al-Aloui listados na
Tabela 4.1. Para a sua obten¢do considera-se que 4 (k) =0 para k <0, isto é, que o sistema
¢ causal.

As respostas impulsionais 4% (k) sdo obtidas expandindo em série de poténcias (i.e.,
efectuando a série de Taylor em torno de x = 2 1=0) para cada uma das fungdes geradoras
Hf (z_l), Hf (z_l) e HY (z_l), em que os indices E, T ¢ A denotam respectivamente os
operadores de Euler, Tustin e Al-Alaoui.

Assim, efectuando uma PSE sobre o operador de Euler Hy (z_1 ), obtém-se:

(=)= 70-7)]
_ Gja i(_u" [:]z_k _ :Z;O:hg (k)z"* (4.23)

k=0
A sua resposta impulsional, Ay (k), ¢ obtida a partir de (4.23), sendo dada através da

expressao:
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-7 [kJ e=0 @24)

Se na expressio (4.23), a€Z, entdo obtém-se os integradores (€N~ °) e
diferenciadores (o € N %) de ordem inteira. Neste caso, a sequéncia impulsional (4.24) ¢ de
duracdo finita e, portanto, dada na forma de um filtro FIR.

Procedendo da mesma forma para os operadores de Tustin e de Al-Alaoui,

respectivamente # (=) ¢ (=), vem:
3]
GIEE O pgre e
e i)
IR T gro e

k=0

De igual modo, as suas respostas impulsionais, A7 (k) e h§(k), sdo determinadas

respectivamente por:

wo-|(5) 2OV oo i

0, k<0
a k k_jOL —a
G 25 N e
h (k) = J)\k=J (4.28)
0, k<0

De notar que a aplicagdo do método de PSE leva a respostas impulsionais dos operadores

fraccionarios com uma dura¢do infinita, isto é, dadas na forma de um filtro IIR. Na pratica,

3 Valores inteiros negativos: -1, -2, ...
% Valores inteiros positivos: 0, 1, 2, ...
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estas sequéncias devem ser truncadas gerando aproximagdes na forma de um filtro de resposta

impulsional finita (filtro FIR).

Como se observa através das expressoes (4.24), (4.27) e (4.28), as sequéncias
impulsionais dos trés operadores possuem propriedades distintas que devem ser analisadas
antes de serem utilizadas para uma implementagao digital. Por exemplo, o grafico (com escala

log-lin) da Figura 4.1 mostra as amplitudes das amostras das sequéncias impulsionais,

h* (k)

, dos trés operadores (Euler, Tustin e Al-Alaoui) em estudo, para a==+1/2.

Analisando os resultados, verifica-se que, em ambos os casos, as amplitudes das amostras vao
decrescendo a medida k& aumenta, ilustrando o facto de as referidas sequéncias serem
infinitas (para oo ndo inteiro). De facto, constata-se que as suas amplitudes diminuem a razao
de uma fungdo do tipo poténcia quando k£ — oo (conforme ja referido no capitulo 2). Mais
ainda, para valores de a positivos, as amplitudes das amostras dos operadores de Euler e Al-
Alaoui decrescem mais rapidamente que as do operador de Tustin, indicando que os primeiros
métodos possuem melhores propriedades de convergéncia e, portanto, sendo mais apropriados
para a aplicagdo das técnicas de modela¢do apresentadas neste estudo. Para valores de o

negativos, nota-se que a taxa de decrescimento (quando k£ — c0) ¢ mais lenta que no caso

anterior, sendo sensivelmente a mesma para os trés operadores.

Isto revela que a implementacdo de integradores fracciondrios, através das técnicas aqui

apresentadas, pode ser mais problemadtica. Na secc¢do 4.7 da-se um exemplo de implementagao

=
3 \
=

\
Al-Alaoui N

Figura 4.1 — Amplitude das sequéncias impulsionais,

a)a=1/2

h* (k)

b) a=—1/2

, dos operadores de Euler, Tustin ¢ Al-

Alaouicom T =1 separa:a) a=1/2,b) a=—1/2.
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de um integrador fracciondrio, em que os resultados apresentados demonstram um bom

desempenho e a eficacia dos métodos aqui desenvolvidos.

4.5 Modelacao de Sinal

Considere que a resposta impulsional h* (k) do operador fraccionario esta definida para

k>0. A funcdo racional H (z_l) (filtro IIR) que aproxima a fungdo irracional H“ (z_l)

possui a forma desejada de:

n B(z) by+bz'+..+b,z"
H(z)= () _B+hy — m” (4.29)
A(z) 1+az '+ +a,z"
em que m<n. A fungdo (4.29) representa um filtro linear causal e invariante no tempo. A

resposta impulsional 4 (k) esta relacionada com H (z_l) através da transformada dos Z, ou
seja, ¢ dada por:
H(z_l) =N h(k)z* (4.30)
k=0
A aproximagdo racional (4.29) possui m+n+1 parametros, nomeadamente o0s
coeficientes a; (k=1,...,n) e b, (k=0,...,m), os quais podem ser seleccionados de forma a

minimizar um determinado critério de erro. Usualmente, adopta-se como indice de

desempenho a minimizagdo da soma dos erros quadraticos entre as duas respostas

impulsionais, ou seja, a desejada h* (k) e a aproximada h(k). Assim, os valores 0ptimos dos

parametros (ay,b; ) sdo encontrados minimizando o erro e;q =h%(k)—h(k), conforme

mostra a Figura 4.2:

Eys = 3 Lews (V] = 21 (0)-h(8) ] @31

onde N representa o numero de amostras da resposta impulsional usadas no somatorio (N ¢€

um valor pré-definido).
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Figura 4.2 — Método (directo) dos minimos quadrados.

Contudo, a abordagem pelo método dos minimos quadrados (4.31) resulta num problema

de optimizacdo ndo linear para os parametros (ak,bk) da aproximacgdo e, consequentemente,

a minimiza¢do de E;g envolve a resolugdo de um sistema de equagdes ndo lineares. Este

facto, torna esta abordagem de dificil tratamento matemadtico (embora existam métodos
iterativos para a sua resolucdo, tais como os métodos de Newton e o do gradiente descendente,

entre outros). Devido a este facto, este método raramente ¢ usado na pratica.

Se a fungdo racional (4.29) for colocada na forma H (z) A(z) = B(z) , € considerando que

h* (k) ¢ dada aproximadamente pela resposta impulsional de H (z_l), entdo esta funcao

possui a seguinte equagao as diferencas:

bk’ k:O,l,...,m

h“(k)+iaih“(k—i):{0’

4.32
k>m (4.32)

Como se verifica, esta expressdo conduz a um sistema de equagoes lineares, as quais

podem ser utilizadas de diferentes maneiras para determinar os coeficientes a;, e b;. O

objectivo ¢ usar métodos (indirectos) simples que possam manusear mais facilmente e de uma
forma mais elegante a determinacdo dos parametros da aproximacdo racional. Nesta
perspectiva, este estudo considera trés solugdes lineares subdptimas para este problema,
nomeadamente os métodos de Padé, Prony e de Shanks (Hayes, 1996; Barbosa, et al., 2004a,
2005). O desenvolvimento das técnicas (de Padé, Prony e de Shanks) aqui apresentadas tém

por base o livro de Hayes (1996, capitulo 4).
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4.5.1 Método de Padé

O método de Padé fornece uma aproximacdo H (z_l) que faz um encaixe perfeito da sua
resposta impulsional 4(k) na resposta impulsional desejada h” (k) para 0 <k <m+n (isto &,

para os primeiros m+n+1 valores de k). Desta forma, a equagdo (4.32) torna-se:

< b k=0,1 m
ha k .h(x k—i)= k> R
( )+§a, (ki) {0, (4.33)

k=m+1,...,m+n

em que h* (k)=0 para k <0. Na forma matricial, o sistema de equagdes (4.33) toma a

forma:

- (0) 0 o | -

0

h* (1) e () I 0 |

h*(2) R (1) 0 . by
) ) w ) ||| -

W (m+l)  h®(m) W (m-n+1) | a, | |

: : . : 0

_ho‘(m+n) ha(m+n—l) ha(m) | -

No método de aproximagdo de Padé, a obtengdo dos coeficientes a;, e b, a partir do

sistema (4.34) ¢ feita em dois passos, primeiro resolve-se para os coeficientes do denominador

a;, € de seguida resolve-se para os coeficientes do numerador b;.

No primeiro passo, resolvendo para os coeficientes a;, usa-se as Ultimas n equagdes do

sistema (4.34) (indicado através da parti¢do), e apos simples manipulagdes, chega-se ao

sistema de equagoes:

h* (m) h*(m-1) - h*(m-n+1) a h* (m+1)
h* (I?i-i-l) h* (m) h* (m.—n+2) 61.2 _ h* (77.1+2) (435)
_h“(m+n—1) W (m+n-2) - h* (m) | Ay _h“(m+n)_

Em notacdo matricial, o sistema (4.35) pode ser expresso numa forma mais compacta,

COmo.:
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H2a=—h21 (436)
onde o vector dos coeficientes do denominador a, o vector coluna h,, e a matriz H, sdo,

respectivamente, dados por:

a, h* (m+1)
a=|?|eR", hy = W (m+2) | 4.37)
ay W% (m+n)
K (m) W (m=1) - b (m-n+1)]
H, - ha(,??+1) hagm) ha(m:—n+2) e @35
B (m+n=1) h*(m+n=2) - R (m) |

De referir que H, ¢ uma matriz Toeplitz ndo simétrica (Poularikas, 1999). Se H, é ndo

. . , . , . -1 . . ~
singular (i.e., ¢ uma matriz invertivel), entdo (Hz) existe e os coeficientes a; sdo

determinados univocamente por:
-1

Ap6s a determinagdo de a;, o proximo passo consiste em determinar os coeficientes do
numerador b, usando as primeiras m+1 equacdes do sistema (4.34) (indicado através da

parti¢ao), ou seja:

ha(O) 0 0 0 1] _bO—
h* (1) h*(0) 0 0 a | | b
h*(2) A% (1)  A*(0) - 0 % |=| b2 (4.40)
W (m) b (m=1) h*(m=2) - h*(m—n)|L%] [2ul

Em representacdo matricial, o sistema (4.40) vem:
b=H,a (4.41)

em que:
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T
1 b
5:{ }R"”, b=|b, |eR™ (4.42)
a .
_bm_
A%(0) 0 o - 0 ]
(1) 5*(0) 0 0
Hi=| () w)  #0) - o |eR"I (4.43)
h*(m) h*(m-1) h*(m-2) - ha(m—n)_

Portanto, os coeficientes b sdo calculados por simples multiplicacdo de a pela matriz

H,. Estes coeficientes podem também ser calculados directamente a partir da equacdo (4.33),
da seguinte forma:

n
bk=h°‘(k)+za,.h“(k—i), k=0,1,...,m (4.44)
i=1

Desta forma, obtém-se um ajuste perfeito entre h(k) e a resposta impulsional desejada

h* (k) para os primeiros m+n+1 valores da sequéncia impulsional. O sucesso deste método
depende fortemente do numero de pardmetrosm +n+1 seleccionados para a funcdo racional

H (z_l). Dado que a sua resposta impulsional h(k) coincide com a resposta impulsional

h* (k) desejada somente até o nimero de parametros da aproximagdo, quanto mais complexa

esta for, melhor ¢ o ajuste a 2% (k) para 0 <k <m+n. Contudo, em aplicagdes praticas, isto

introduz uma forte limitagdo do método de Padé dado que a aproximacdo resultante deve

possuir um nimero elevado de polos e de zeros.

Pode ser facilmente demonstrado que sdo idénticas (Lorentzen e Waadeland, 1992) as
aproximagdes racionais obtidas através do método CFE e as resultantes por aplicagdo do

método de Padé a uma expansdo em série de poténcias (série de Taylor) (m = n). Contudo, a

abordagem por CFE ¢ computacionalmente menos pesada que a técnica de Padé.
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4.5.2 Método de Prony

O método de Prony difere do método de aproximacdao de Padé¢ na forma de determinar os

coeficientes do denominador a;, (k =12,..., n), conforme ilustrado na Figura 4.3. Assim, o

erro de modelacdo ¢ dado por:

Ep (Z):A(Z)HOL (z)—B(z) (4.45)
ao qual corresponde a seguinte equagdo nos tempos (onde o simbolo * denota a operagdao de

convolu¢ao):
ep(k)=b —b, =a, *h* (k)~b; (4.46)
Dado que b, =0 para k> m, o erro ep (k) pode ser expresso da seguinte forma:
n
W (k)+ Y ah® (k=i)=b, k=0,1,....m
i=0

ep (k)= -, (4.47)
W (k)+ Y ah® (k=) k>m
i=0

o qual é uma funcdo linear dos coeficientes a; e b;.

Assim, em vez de colocar o erro ep (k)zO, para k=0,1,...,m+n, como no caso da
aproximagao de Padé, o método de Prony determina os coeficientes @, de forma a minimizar

o erro quadratico:

Ep= Z [ep ()] = Z [h“ )+ ae (i—k)} (4.48)

em que N representa o niumero de amostras utilizadas da sequéncia impulsional h* (k)

desejada. De notar que a equacdo (4.48) s6 depende dos coeficientes ay.

by

(k) b s ep (k)
(2 n >

Figura 4.3 — Interpretacdo do método de Prony para modelacao de sinal.
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Aplicando OEp /6ak (k =12,..., n) e igualando a zero, obtém-se o seguinte sistema de

equagoes normais lineares:

n N-1 N-1
Doal DR (k=i)h* (k=1)|== D h*(k)h* (k=1), 1=1,2,...,n (4.49)
i=1 k=m+1 k=m+1

As equagdes normais de Prony (4.49) podem ser expressas de uma forma alternativa. Na
realidade, o método de Prony pode ser formulado em termos da obtencdo da solucdo de um
sistema de equagdes sobredeterminado através do método dos minimos quadrados. Esta ¢ a
forma considerada neste estudo para a determinacdo dos coeficientes a; através deste método.
Esta formulagdo equivalente tem por base a equacdo (4.47), em que se coloca o erro

ep(k)=0, para k=m+1,m+2,..., N-1, ouseja:

W (k)+ > ah® (k=i)=0, k=m+1,m+2,. ., N-1 (4.50)
i=0

Em notagdo matricial as equagdes (4.50) tomam a forma:

[ R (m) K (m=1) o B (m-n+1)|[g ] [ A% (m+1)]
h* (m+1)  h*(m) - h*(m—n+2)|| a, . h* (m+2) 51)
e (N=2) B (N=3) e (e L] e (v
ou, de forma equivalente, como:
Hya=—h,, (4.52)

onde o vector dos coeficientes do denominador a, o vector coluna h,; € a matriz H, sdo,

respectivamente, dados por:

a _ha(m+l ]
o
a= af eR”, hy = g (”:”2 e RV (4.53)
dy _ha(N—l)_
R (m) RS (m=1) - B (m—n+1)]
h* (m+1)  h*(m) - h*(m—n+2)
H2: .

: ) : c R(N—m—1)><n (4.54)

h*(N-2) h*(N=3) - h*(N-n-1)
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E obvio que o sistema (4.52) ndo pode ser resolvido para os coeficientes a de modo a
obter uma solucdo exacta. Assim, ¢ obtida a solu¢do pelos minimos quadrados resolvendo o

sistema de equagoes normais:
(Hgnz)az—th21 (4.55)

Se (Hg H2) e R™" ¢ uma matriz ndo singular, entdo os coeficientes @; sdo determinados

univocamente por:
Ty \ T +
a=—(HJH,) Hhy =Hjhy, (4.56)

onde Hj = (HgHz )_1 HJ ¢ a matriz pseudoinversa de H,.

De notar que a obtencdo dos coeficientes a; pelo minimos quadrados (4.56) ¢ apenas uma
extensdo da solucdo do problema (4.34) através do método de Padé, considerando que o
numero de amostras N da sequéncia impulsional utilizada € superior ao numero de parametros
da aproximagao racional desejada, isto é, para N >m+n+1.

Ap0s determinagdo de a;, o proximo passo consiste em determinar os coeficientes b, do
numerador. No método de Prony, os coeficientes b, sdo calculados exactamente da mesma
forma que no método de aproximagdo de Padé, ou seja, forgando o erro de modelagao
ep (k) =a; *h* (k)—bk =0 para k=0,...,m (ver equacdo (4.47)). Por outras palavras, estes

coeficientes podem ser calculados directamente a partir da equagao (4.47), da seguinte forma:

b =% (k)+ D ah® (k=i), k=0,...,m (4.57)
i=1

De forma equivalente, os coeficientes b, podem ser determinados usando calculo
matricial, sendo que para isso utilizam-se as equacdes (4.40)-(4.43), conforme desenvolvido

na sec¢ao 4.5.1 para o método de Padé.

4.5.3 Método de Shanks

No método anterior (de Prony), os coeficientes do numerador b, sdo determinados colocando
o erro ep(k)=ay*h*(k)—b, =0 para k=0,...,m. O método de Shanks aqui descrito
fornece uma alternativa ao de Prony na forma de determinar os coeficientes do numerador
by (k=0, L..., m) Assim, em vez de forgar a um ajuste perfeito para os primeiros m+1

valores da sequéncia impulsional A% (k), o método de Shanks minimiza o erro
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eg (k) =h* (k)—i;(k) (ver Figura 4.4) através dos minimos quadrados, para as N amostras
consideradas no intervalo [O, N —1]. Deste modo, espera-se obter uma aproximagdo com um
desempenho melhor sobre toda a sequéncia impulsional 4% (k) desejada.

A ideia base do método de Shanks esta ilustrada no diagrama de blocos representado na
Figura 4.4. Como se pode observar, a aproximagdo H (z) ¢ subdividida em duas fungdes

colocadas em série, B(z) e A(z):
H(z)zB(z){ﬁ} (4.58)

O processo de determinagdo dos coeficientes a; e b, € estabelecido em dois passos:
primeiro resolve-se para os coeficientes do denominador g, e, de seguida, resolve-se para os
coeficientes do numerador b, , tal como mostra a Figura 4.4.

Assim, no primeiro passo, calcula-se o denominador A(z) usando o método de Prony,
isto €, obtendo a sua solu¢do pelos minimos quadrados sobre o intervalo [m+1, N —1], ou

seja, resolvendo o sistema de equacdes (ver sec¢do anterior 4.5.2):

n
W (k)+ > ah® (k=i)=0, k=m+1,m+2,. ., N-1 (4.59)
i=0
A solucdo do sistema (4.59) € obtida usando célculo matricial através das equacdes (4.51)-

(4.56), conforme desenvolvido na seccao 4.5.2 para o método de Prony.

Apo6s a determinagdo de A(z), a resposta impulsional g(k) referente a funcao 1/ A(z) ¢
calculada, por exemplo, de modo recursivo através da expressao:

n

g(k)=58(k)- > ag(k—i) (4.60)

i=1

com g(k)=0 para k <0.

— am B(z) + >

Figura 4.4 — Interpretacdo do método de Shanks para a modelagao de sinal.
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Para a determinac¢do dos coeficientes do numerador b, da fungdo B(z), em vez de forcar
o erro ep(k)=a; *h*(k)—b, =0 para k=0,...,m (como no caso do método de Prony), o
método de Shanks minimiza o erro eg (k) =h* (k) —h (k) (ver Figura 4.4):

m

eS(k)zh“(k)—Zb,.g(k—i), k=0,1,...,N—1 4.61)
i=0

através do método dos minimos quadrados:

Eg = e, (k)] = g[h (k)ibig(ki)} (4.62)

k=0 i=0

em que N ¢é o numero de amostras consideradas da sequéncia impulsional 4% (k) desejada.
De notar que a equagdo (4.62) depende somente dos coeficientes by.
Aplicando OEg /ﬁbk (kzO,...,m) e igualando a zero, obtém-se o seguinte sistema de

equagoes normais lineares:
m N-1 N-1
Zb{Zg(k—i)g(k—l)} = h*(k)g(k=1), 1=0,1,....;m (4.63)

As equagdes normais de Shanks (4.63) podem ser expressas de uma forma alternativa. Na
realidade, o método de Shanks pode ser formulado em termos da obtengdo da solugdo de um
sistema de equagdes sobredeterminado através do método dos minimos quadrados. Esta ¢ a
forma considerada neste estudo para a determinagdo dos coeficientes b;. Esta formulagdo
equivalente tem por base a equagdo (4.61), em que se coloca o erro eg (k) =0 para

k=0,1,..., N—1, ou seja:

h“(k)—Zbig(k—i):O, k=0,1,...,N-1 (4.64)

[ ¢(0) 0 o T, 1 (0)

g(t)  2(0) 0 b(l) K (1)

g(?) g(l) g(O) 0 0 =] () (4.65)
e(V-1) e(V-2) &(v-3) sV om)]P |y

ou, de forma equivalente, como:
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Gb

h
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(4.66)

em que os vectores dos coeficientes do numerador b, o vector coluna h e a matriz G sao,

respectivamente, dados por:

bO
bl
b=|b | eR™ h=
_bm_
- 2(0) 0 0
g(l)  ¢(0) 0
G=

g(]\}—l) g(N.—2) g(]\}—3)

h*(0)
h* (1)
h*(2)

g(N—.m—l)

eR" (4.67)

c RNX(WH—I) (4.68)

A solugdo pelos minimos quadrados da equagdo (4.66) ¢ obtida resolvendo o seguinte

sistema de m+1 equagoes normais lineares:

(GTG)bzGTh

(4.69)

+1 +) . ~ . ~ . ~
Se G'GeR" ™) ¢ uma matriz nio singular, entdo os coeficientes b, sdo

determinados univocamente por:

b:(GTGy4GTh=G*h

-1
onde G* = (GTG) GT ¢ a matriz pseudoinversa de G.

(4.70)

Como se constata, 0 método de Shanks ¢ computacionalmente mais pesado que o método

Prony. Apesar disto, a redug@o obtida no erro pode ser desejavel em algumas aplicagdes.

Embora os coeficientes &, sejam obtidos minimizando o erro eg(k) para

k=0,1,..., N—1 na equagdo (4.62), pode ocorrer situacdes em seja mais apropriado, por

exemplo, considerar o erro:

N-1

Es= Y [e(0)]

k=m+1

4.71)

Por outras palavras, o intervalo de minimizacao do erro, [m +1, N —1], € 0 mesmo que o

usado para determinar os coeficientes do denominador a;.
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As técnicas de modelagdo de sinal (Padé¢, Prony e Shanks) atrds descritas merecem as

seguintes observagoes:

— A técnica de Padé ndo ¢ um método Optimo. Gera aproximagdes com um ajuste
perfeito na sequéncia impulsional 4% (k) desejada para o intervalo [0, m+ n] No
entanto, ndo ha nenhuma garantia de se obter uma aproxima¢do com uma boa
precisdo para N >m+n+1, dado que as amostras fora do intervalo [0, m+n]
nunca sdo consideradas. Mais ainda, ndo ¢ garantido que a aproximacdo gerada
seja estavel, pois o método forca a funcdo racional a coincidir na sequéncia
impulsional somente sobre um niimero limitado de amostras.

— A técnica de Prony ¢ um método optimo, pois os coeficientes do denominador a;
sdo determinados pelos minimos quadrados. E normalmente mais preciso que a
aproximagdo de Padé. De referir que os coeficientes a; sdo parametros Optimos,
mas os coeficientes b, ndo o sdo (i.e., sdo obtidos através da técnica de Padé).

— A técnica de Shanks ¢ também um método Optimo, pois os coeficientes do
numerador b, sdo determinados minimizando o erro quadritico. Alids, os
coeficientes do denominador @, também sdo determinados de uma forma 6ptima
através do método de Prony. Este facto faz com que se obtenha aproximagdes com
uma melhor precisdo. No entanto, deve-se reparar que, embora os coeficientes a;
e b, sejam obtidos de uma forma Optima, esta abordagem ¢ diferente da que se
obtém por aplicacao directa do método dos minimos quadrados, conforme referido

na seccao 4.5.

4.6 Aproximac¢ao Digitais Racionais Através do Método de

Identificacio dos Minimos Quadrados

Nesta sec¢ao adopta-se uma abordagem alternativa para a obtengdo de aproximacdes racionais

aos operadores fraccionarios. O método aqui desenvolvido baseia-se no algoritmo classico de

3(k) h(k)
N RO >

Figura 4.5 — Ilustragdo do método de identificagao.



APROXIMACOES DIGITAIS DE OPERADORES FRACCIONARIOS 117

identificacao através do método dos minimos quadrados (Ogata, 1987; Franklin, et al., 1990;

Schilling e Harris, 2000).

A resposta impulsional h(k) da aproximacgao H (z_l), dada pela fungdo (4.29), a uma

entrada em impulso unitario S(k), corresponde a expressao (como mostra a Figura 4.5):

h(k)+ D ah(k=1)=> bd(k=1), k=0 (4.72)
=1 =0
em que:
s(k-1)=1" 7' ooy 4.73
o, k= T T 4.73)

onde N corresponde ao nimero de amostras das sequéncias de entrada e de saida.

A expressdo (4.72) pode ser representada em nota¢ao matricial como:
h(k)=0"x(k), k=0 (4.74)

onde x(k) designa o vector (m+n+1)x1 dos estados e 0 & o vector (m+n+1)x1 dos

pardmetros definidos respectivamente por:
x(k)y=[~h(k=1),...,~h(k=n),8(k),....5(k-m)] (4.75)
0=[a,....a,, b9 by ] (4.76)

Introduzem-se as seguintes variaveis matriciais:

h*(0)

h* (1)

1 (N -1)

(4.77)

onde X é uma matriz Nx(m+n+1) e h é um vector Nx1. Para a constru¢do de X

considera-se que as condigdes iniciais do sistema sdo nulas, isto €, que h(k) =0 para £ <0.

Se o sistema da Figura 4.5 pode ser representado pela aproximagdo (4.74) para um

. * ~ r
determinado 0 =0, entdo o vector de saidas h pode ser expresso como:

h = X0"

(4.78)

Para um vector de parametros 0 geral, a precisdo do ajuste pode ser medida usando o

seguinte vector de erro (geralmente, N > m+n+1):
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e(6)=h-X6 (4.79)

O objectivo é entdo encontrar uma estimativa de @ que minimize a soma dos erros

quadréticos, ou seja:

1(0)= 2 [e()] =" (0)e(0)
—(h-X0)" (h—X0)=h"h-2n"X0+6" X" X0 (4.80)

Aplicando oJ (G) / 00 e igualando a zero, obtém-se:

0
ala—g):—ZXTh+2XTXh:0 (4.81)

Resolvendo a equagdo (4.81) chega-se ao seguinte sistema de equagdes normais, para o

qual o vector de pardmetros 0 deve satisfazer:

X'X0=X"h (4.82)

Como se verifica, a estimativa do vector de pardmetros 0 ¢ dada pela resolugdo de um
sistema de m+n+1 equagdes lineares (Schilling e Harris, 2000; Burden e Faires, 2001). Se a
matriz X' X de dimensdo (m+n+1)x(m+n+1) é ndo singular (i.e., se admite inversa),

entdo existe uma unica solucao do sistema (4.82). Neste caso, a solucdo 0 ¢ dada por:
-1
Oz(XTX) X'h=X"h (4.83)

-1
onde X" = (XT X) X & a designada pseudoinversa de X.
A partir da expressao (4.83), estabelece-se que para N =m-+n+1 o sistema (4.83) fica
reduzido ao calculo da inversa de uma matriz Nx N quadrada e, portanto, o vector de

parametros 0 ¢ determinado de uma forma simples através da expressao:

0=X"h (4.84)

Neste caso, obtém-se a mesma aproximagdo racional que a gerada por aplicacdo dos

métodos de Padé¢ ou de CFE (Barbosa, et al., 2004a).

Mais ainda, verifica-se que esta abordagem fornece as mesmas aproximagdes que O

método de Prony (ver subseccdo 4.5.2). No entanto, o presente método (alternativo) possui a

vantagem de se poder determinar num so passo os coeficientes (ak,bk) da funcdo racional,
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em contraste com o de Prony que necessita de dois passos para calcular os parametros. Sendo
assim, nos exemplos ilustrativos a seguir apresentados, e para evitar uma duplicacdo de

resultados, refere-se a este método como sendo também de Prony.

Deve ser enfatizado que as técnicas aqui desenvolvidas (nas sec¢des 4.5 e 4.6), para a
obtencdo de aproximacdes digitais racionais de integradores e diferenciadores de ordem
fracciondria, podem ser implementadas adoptando diferentes abordagens. Uma das formas
apresentadas resume-se a resolu¢do de sistemas de equagdes algébricas lineares, para as quais
existem métodos eficientes para obter a sua solugdo e que sdo encontrados num livro comum
de calculo numérico (Schilling e Harris, 2000; Burdens e Faires, 2001). Outra das formas
desenvolvidas consiste na resolucao de matrizes inversas e pseudoinversas, existindo também,
neste caso, métodos eficientes para o seu calculo (Golub e Van Loan, 1996). No entanto, em
termos numéricos, ¢ de evitar esta ultima solucdo e optar pela resolucdo de sistemas lineares.
No decorrer do desenvolvimento dos métodos aparecem também matrizes especiais (e.g.,
matriz de Toeplitz) que podem ser calculadas por algoritmos adequados (Hayes, 1996; Golub
e Van Loan, 1996; Poularikas, 1999). Existe uma outra solu¢do que consiste na utilizacao de
software de computacdo numérica para resolver os referidos sistemas (por equagdes lineares
ou através de matrizes inversas ou pseudoinversas). De facto, o uso de uma ferramenta de
processamento numérico como, por exemplo, o MATLAB, pode simplificar
significativamente a obten¢do da sua solugdo, resolvendo de forma eficiente as equacdes e
aplicando as mais recentes inovagdes em termos de calculo numérico. Esta foi a forma
adoptada para a implementagdo das técnicas expostas neste estudo. Assim, verifica-se que
com a utilizacdo do operador “backlash” \ do MATLAB ¢ possivel resolver de forma eficiente

os algoritmos propostos neste capitulo.

4.7 Aplicacao das Técnicas Propostas: Exemplo Ilustrativo

Nesta seccao usam-se as técnicas de modelagao de sinal, descritas nas secgoes anteriores 4.5 €
4.6, para o projecto de aproximagdes digitais racionais do tipo H (z_l) ao integro-

diferenciador de ordem fraccionaria s%, com o =—1/2. Utilizam-se os equivalentes discretos

fraccionarios dos operadores de Euler, Tustin e Al-Alaoui, com um periodo de amostragem de

T =0,01s. As ordens das aproximagdes sdo colocadas para m =n, situagdo normalmente
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considerada em aplicagdes praticas, dado que o caso em que m<n produz geralmente

aproximacdes inferiores (Vinagre, et al., 2000; Chen e Moore, 2002; Barbosa, ef al., 2004a).

As Figuras 4.6, 4.7 e 4.8 ilustram os diagramas de Bode ¢ as respostas ao degrau unitario
das aproximacdes de Prony para os operadores de Euler, Tustin e de Al-Alaoui, com

a=-1/2, utilizando varios comprimentos da resposta impulsional desejada
N :{11, 100, 200, 500, 1000}, e para uma ordem fixa das aproximagdes de m =n=35. Para

efeitos de comparagdo, também se mostra a aproximacdo de Padé (ou de CFE).

A resposta em frequéncia do integrador fraccionario G ( jm):l/ (jo)* ¢ dada por

(>0):
G(jo)| , =—020dB/dec, £G(jo)= —ocg (4.85)
Com a =1/2, obtém-se:
G(jo)| , =-10dB/dec, £G(jw)=-45" (4.86)

A resposta a uma entrada em degrau unitdrio do integrador fraccionario, ou seja,
Y(s)=1 / s*-R(s), com R(s)=1/s, & estabelecida através do conhecido par de transformada

de Laplace (Abramowitz e Stegun, 1974; Poularikas, 1999):

L) s , a>0 (4.87)
S(x F(OC)

Assim, considerando y ()= ! {Y (s)} e o par de transformada (4.87), obtém-se:

y()=r" {%%}:’— (4.88)

S

Para a=1/2, y(t) vem:

y(1)= ] (4.89)

As Figuras 4.6—4.8 ilustram de forma clara a influéncia do comprimento da sequéncia
impulsional N no desempenho das aproximagdes. De facto, verifica-se que quanto maior for
a sequéncia impulsional melhor ¢ o desempenho das aproximagdes no ajuste as curvas ideais

(tanto para as respostas em frequéncia como para as respostas temporais ao degrau). No
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entanto, observa-se que existe um limite para o valor de N, a partir do qual ja ndo se obtém
melhorias significativas das suas respostas. A partir dos graficos, retira-se que este limite esta
situado em N =1000. Alias, para valores elevados de N as amostras comegam a ter pouco
significado, podendo mesmo causar alguns problemas numéricos devido a ordem elevada do

sistema de equacgdes a resolver. Os graficos revelam que, por exemplo, com N =100, obtém-

se desempenhos superiores face ao método de Padé (ou de CFE).

Os operadores utilizados apresentam diferencas nos diferentes dominios (frequéncias e
tempos) que devem ser tomados em conta. Assim, em termos da resposta em frequéncia, o
operador de Tustin apresenta o melhor desempenho nas fases enquanto que os operadores de
Euler e de Al-Alaoui possuem uma melhor resposta nas amplitudes, sendo que o de Al-Alaoui
¢ o que faz um melhor ajuste as altas frequéncias. Nas respostas ao degrau, os operadores de
Euler e de Al-Alaoui sd3o os que apresentam melhores resultados. Como se verifica, os
diferentes operadores tém propriedades distintas que devem ser tomadas em consideragao

aquando da sua aplicacio.

Tomando em consideragdo estas observacdes, as experiéncias a seguir apresentadas
utilizam um comprimento fixo de N =1000 da sequéncia impulsional 4“ (k) desejada. Para
uma utilizagdo efectiva das técnicas propostas, considera-se que, para o valor de N indicado,

as amostras tém um valor desprezavel, ou seja, h* (k) ~(0 para k> N.

As subseccgoes 4.7.1, 4.7.2 e 4.7.3 mostram os resultados da utilizagdo das aproximacgoes
racionais de Padé, Prony e de Shanks, para o integrador fraccionario s“, com o =-1/2,
considerando diferentes ordens das aproximagdes m =n = {l, 3,57, 9} € um comprimento
fixo da resposta impulsional de N =1000. Para cada um dos casos, apresentam-se os graficos
das respostas impulsionais, dos diagramas de Bode, das respostas ao degrau unitario e dos
mapas dos polos e dos zeros das aproximagdes resultantes. Em todos os casos consideram-se
os operadores de Euler, Tustin e de Al-Alaoui. Sdo também fornecidas tabelas com as
correspondentes funcdes digitais racionais. Para efeitos de comparagdo, mostram-se, sempre
que possivel, as curvas analiticas das respostas, assim como a aproximac¢ao racional obtida

por aplicagao da técnica de Padé (ou de CFE) parao casode m=n=5(N =11).
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Figura 4.6 — Diagramas de Bode (esquerda) e respostas ao degrau (direita) das aproximacdes de Prony
ao operador de Euler, com o = —1/2, para m=n=5¢ N = {1 1,100, 200, 500, 1000}.
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Figura 4.7 — Diagramas de Bode (esquerda) e respostas ao degrau (direita) das aproximacgdes de Prony
ao operador de Tustin, com o = —1/2, para m=n=5¢ N = {1 1,100, 200, 500, 1000}.
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Figura 4.8 — Diagramas de Bode (esquerda) e respostas ao degrau (direita) das aproximagdes de Prony
ao operador de Al-Alaoui, com o = —1/2, param=n=5¢ N = {1 1,100, 200, 500, 1000}.
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4.7.1

Aproximacoes de Padé

Tabela 4. 2: Aproximagdes de Padé ao operador de Euler para m=n= {1, 3,5,7, 9} ea=-1/2.

Funcao racional, H (z_l)

m=n
. 0.1-0.025z""
1-0.75z7"
; 0.1-0.125z"" +0.0375272 —0.001562z >
1-1.75z7" +0.875272 = 0.1094z >

5 0.1—0.225z"" +0.17527% = 0.054692z> + 0.0058592 ™% —9.766e — 52>

1-2.752"1 4275272 —1.203272 +0.21482 % —0.010742>

0.1-0.325z7" +0.4125272 —0.25782z> + 0.08203z* - 0.01232>

; +0.0006836z° —6.104e — 6277

1-3.7527" +5.625272 4297272 +1.7582% - 03691z +

0.03418z7° —0.0009155z~"
0.1-0.425z7" +0.75z272 = 0.711z7> + 0391z = 0.125727> +0.022562~°

0 ~0.002014z"7 +6.868¢— 52" —3.816e -7z’

1-4.7527149.5272 21039272 + 6.754z7 = 2.65327> +0.6124z7°
—0.07655z"7 +0.004349z8 —7.249¢ —527°

Tabela 4. 3: Aproximacdes de Padé ao operador de Tustin para m=n = {1, 3,5,7, 9} eoa=-1/2.

Funcao racional, H (z_l)

m=n
. 0.07071+0.03536z7"
1-0.5z7"
; 0.07071+0.03536z"" —0.03536z "2 — 0.008839z "
1-0.5z71-0.5272 +0.125273
5 0.07071+0.03536z"" —0.07071z 2 —0.02652z > +0.013262 % +0.00221z7>
1-0.527' =22 +0.37522 +0.187527% = 0.031252 7
0.07071+0.03536z"' —0.1061z72 —0.044192z> + 0.04419z~% +0.0132627>
; ~0.00441927% —0.00055242"7

1-0.52"" =1.5272 +0.625z2 +0.625z74 —0.1875z >
~0.0625z"% +0.007813z77
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0.07071+0.03536z "' —0.1414z72 —0.061871z> +0.09281z~* + 0.0331527>

—0.0221z7° - 0.005524z"7 +0.001381z"% + 0.0001381z~°
1-05z71' =222 4087527 +1.31227% —0.46882z7> - 0.312527°

+0.07813z77 +0.01953z~% —0.001953z°

Tabela 4. 4: Aproximacdes de Padé ao operador de Al-Alaoui para m=n= {l, 3,5,7, 9} ea=-1/2.

m=n Funcao racional, H (z_l)

0.09354-0.013362""
1-0.7143z7"

0.09354—0.09354z"" +0.01336272 +0.001909z >
1-1.571z71 +0.6327272 - 0.03792 3

0.09354—0.1737z"1 +0.09545z72 = 0.0114527> —0.001987z"* +0.000128z>
1-2.429271 42272 206122272 +0.03873z7* + 0.0039862

0.09354—0.2539z7" +0.2463z72 = 0.09681z > +0.009155z " + 0.002221z>

~0.0002393z7° —1.011e—5z""
1-3.286z"' +4.10227%2 =2.376272 +0.5977z"4 —=0.03124z >

—0.006842z7% +0.0003339z"7

0.09354—0.3341z"" +0.4658272 —0.3131z7> +0.09654z* —0.006445z7> —0.0025922~°

+0.0003167z"7 +1.702¢ — 5z —1.059¢ — 62°
1-4.14327" +6.93922-5.95922 +2.711z7% —0.57582> + 0.01882°

+0.009641z"7 —0.000684z % —1.975¢ — 527"

0.05 T T 0.08

0.045 0.07
0.041
0.06 -
0.035F

0.03- 0.051

<  0.025- 0.04 -

h(k)

0.02
0.031

0.015F

9

0.01
L e Euler, 0=-1/2 | 0.01-
0.005 m=n=1 3NS \\v\ uer o m=n=1 L Tustina=-12

a) Euler b) Tustin
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Figura 4.11 — Respostas ao degrau unitario das aproximagoes de Padé para m =n = {1, 3,5,7, 9} e

o=- 1/ 2 : a) Euler, b) Tustin, ¢) Al-Alaoui e d) Os trés operadores para m =n = 5.
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Figura 4.12 — Distribui¢do dos polos e dos zeros das aproximagdes de Padé para m =n = {1, 5,7, 9}

e o =—1/2: a) Euler, b) Tustin e c¢) Al-Alaoui.

4.7.2 Aproximacoes de Prony

Tabela 4. 5: Aproximag¢des de Prony ao operador de Euler para m=n = {1, 3,5,7, 9} ,a=-1/2 ¢

N =1000.
m=n Funcao racional, H (z‘l)
: 0.1-0.04397z7"
1-0.9397z7!
; 0.1-0.161z"1 +0.06789z7% — 0.00472223

1-2.11z71 +1.359272 - 0.247923

5 0.1—0.2789z"" +0.2792272 —0.11842 7 +0.01861z* —0.00051662
1-3.280z71 +4.062272 —2.294272 +0.5644z % —0.043122™°

0.1-0.3966z"" +0.6293z72 —0.5065z"> +0.2155z"* —0.0454227°
+0.0037982z7% —5.645¢ — 5277

7 —1 ) -3 -4 -5
1-4.466z"" +8.151272 —7.7782 > +4.109z2% —1.164z
+0.1544z7° —0.006461z77
0.1-0.5143z7" +1.118272 =1.331z7> +0.9427z* —0.40182 +0.09919z°
0 ~0.01275z"7 +0.0006654z% —6.151e— 627°

1-5.643z71 +13.62272 —18.322> +14.97z7* - 7.59327> +2.33827°
~0.4066z"7 +0.03393z7% —0.00089482~°
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Tabela 4. 6: Aproximacdes de Prony ao operador de Tustin para m =n = {l, 3,5,7, 9} , a==1/2 ¢

N =1000.
m=n Funcao racional, H (z‘l)
. 0.07071+0.008843z""
1-0.8749z7"
3 0.07071+0.005302z"" —0.05281z72 = 0.0017472>
1-0.925z7" —0.3218272 +0.25962 3
5 0.07071+0.004728z"" —0.09396272 — 0.0043562z > +0.02656z "% +0.000519327>
1-0.9331z7" —0.8957272 +0.8007z > +0.1144z"* —0.08461z>
0.07071+0.004737z"" —0.1355272 = 0.007165z > + 0.0771z* + 0.00279z >
; ~0.011827°-0.0001729z77
1-0.933z7" —1.483272 +1.348272 +0.5753z* = 0.49362 >
~0.0415427% +0.02785z""
0.07071+0.004989z"" —0.177272 —0.01049z> + 0.1521z"* + 0.007065z >
0 ~0.05061z7° —0.001587z"7 +0.004901z % + 6.038¢ —527°

1-0.9294z71 —2.074z72 +1.8927> +1.38824 —1.22227° - 03187z
+0.2604z77 +0.015292~% —0.009187z~°

Tabela 4. 7: Aproximac¢des de Prony ao operador de Al-Alaoui para m=n= {1, 3,5,7, 9} , oo=—1/2

e N =1000.

m=n

Funcio racional, H (z‘l)

0.09354—0.03368z "
1-0.9315z7"

0.09354—0.1311z"" +0.03858z72 + 0.002071z >
1-1.973z71 +1.132272 - 0.1574z3

0.09354—0.2294z"" +0.186272 —0.05066z > —0.0002193z~* + 0.0007631z>

1-3.023z7" +3.308272 —1.53627> +0.25282"% —0.0014672>

0.09354—0.3276z"" +0.4367z72 —0.2685z> + 0.06878z % —0.0015292~°

—0.0014282z7% +4.645¢— 527"
1-4.074z7 +6.588272 =531z +2.164z 74 - 0.37692>

+0.00682 % +0.002455z7"
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0.09354 —0.4258z"1 +0.7901z72 —0.7592z> + 0.3906z~* — 0.09488z > + 0.003474z°
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Figura 4.13 — Respostas impulsionais das aproximagdes de Prony para m =n = {1, 3,5,7, 9} ,

a=-1/2 ¢ N=1000: a) Euler, b) Tustin, c) Al-Alaoui e d) Os trés operadores para m =n = 5.
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Figura 4.14 — Diagramas de Bode das aproximagdes de Prony para m =n = {l, 3,5,7, 9} , o=—1/2
e N =1000: a) Euler, b) Tustin, ¢) Al-Alaoui e d) Os trés operadores para m =n = 5.
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Figura 4.15 — Respostas ao degrau unitdrio das aproximagdes de Prony para m =n = {l, 3,57, 9} ,

a=-1/2 ¢ N=1000: a) Euler, b) Tustin, c) Al-Alaoui e d) Os trés operadores para m =n = 5.
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Figura 4.16 — Distribuicdo dos pdlos e dos zeros das aproximacdes de Prony para
m=n= {1, 5,7, 9} , o= —1/2 e N =1000: a) Euler, b) Tustin e ¢) Al-Alaoui.
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4.7.3 Aproximacoes de Shanks

Tabela 4. 8: Aproximacdes de Shanks ao operador de Euler para m=n = {1, 3,5,7, 9} , a==1/2 ¢
N =1000.

m=n Funcao racional, H (z’l)

0.1-0.05574z""
1-0.9397z7"

0.1-0.1614z"" +0.06977z72 —0.0063862 >
1-2.11z7" +1.35927%2 - 0.247923

0.1-0.2789z"" +0.2795272 —=0.11922 +0.01956z* — 0.00093 112>
1-3.289z7" +4.062272 —2.294272 +0.5644z* —0.0431227°

0.1-0.3966z"" +0.6293z72 —0.5067z > +0.2161z* —0.04641z>

+0.0045252z7% —0.000266z"7
1-4.466z"" +8.151272 - 7.77827> +4.109z% —1.164z7

+0.154427° —0.006461z77

0.1-0.5143z71 +1.118272 =1.331z > + 0.943z7* - 0.4024z +0.10022°

—-0.01369z"7 +0.001148z"% —0.0001101z~°
1-5.643271 +13.62272 —18.3227> +14.972% —=7.5932™> +2.33827°

—-0.4066z"" +0.03393z"% —0.00089482~°

Tabela 4. 9: Aproximag¢des de Shanks ao operador de Tustin para m =n = {1, 3,5,7, 9}, a=-1/2 ¢
N =1000.

m=n Func¢ao racional, H (z‘l)

0.07071-0.007443z"
1-0.8749z7"

0.07071+0.006379z"1 —0.053z72 —0.005851z >
1-0.925z7' —0.3218272 +0.25962 >

0.07071+0.004612z"" —0.09393272 —0.003218z> +0.02651z"* —0.000849427>
1-0.9331z71 = 0.8957272 + 0.8007z > + 0.1144z7* —0.08461z>

0.07071+0.004752z"" —0.1355272 —0.007437z "> +0.07712z"* + 0.003552°

~0.01183z7%-0.00071z"’
1-0.933z7" —1.483272 +1.34827> +0.5753z* = 0.49362>

—0.0415427% +0.02785z77
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0.07071+0.004986z"' —0.177272 —0.01041z > + 0.1521z"* + 0.0066732>

~0.050582z7% —0.0009699z"7 +0.004885z "% —0.0002478z°
1-0.9294z7' —=2.074z72 +1.89272 +1.38827% —1.22227° -0.3187z7°

+0.2604z77 +0.015292% —0.0091872°

Tabela 4. 10: Aproximagdes de Shanks ao operador de Al-Alaoui para m=n = {1, 3,5,7, 9} ,

a=-1/2 e N=1000.

m=n

Funcio racional, H (z‘l)

0.09354 —0.04639z7!
1-0.9315z7"

0.09354-0.1314z"" +0.04051z7 +0.00012852>
1-1.973z7" +1.132272 - 0.1574z3

0.09354—0.2294z"1 +0.1862272 —0.05129z +0.0007569z~* + 0.0002833z>
1-3.023z71 +3.308272 —1.53627> +0.25282"* —0.0014672°

0.09354—0.3276z"" +0.4367272 —0.2686z > + 0.06921z* —0.0023692>

~0.00069362% —0.0001921z~7
1-4.074z"" +6.588272 5312 +2.164z7% —0.37692

+0.00682 % +0.00245527"

0.09354—0.42582"1 +0.7901272 —0.7592273 +0.3907z* —0.09522z > +0.004213z°
+0.001341z"7 +0.0003441z7% —0.0001354z~°

1-5.123z7" +10.97272 =12.63z2 +8.35527* —3.0972 > +0.54852°
~0.01463z"7 —0.006062z% +0.00028322°
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Figura 4.17 — Respostas impulsionais das aproximagoes de Shanks para m =n = {1, 3,5,7, 9} s
a=-1/2 ¢ N=1000: a) Euler, b) Tustin, c) Al-Alaoui e d) Os trés operadores para m =n=5.
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Figura 4.19 — Respostas ao degrau unitario das aproximagdes de Shanks para m =n = {1, 3,5,7,
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Figura 4.18 — Diagramas de Bode das aproximagdes de Shanks para m =n = {l, 3,5,7, 9} ,
a=-1/2 ¢ N=1000: a) Euler, b) Tustin, c) Al-Alaoui e d) Os trés operadores para m =n = 5.
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a=-1/2 ¢ N=1000: a) Euler, b) Tustin, c) Al-Alaoui e d) Os trés operadores para m =n = 5.
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Figura 4.20 — Distribuigdo dos podlos e dos zeros das aproximagdes de Shanks para
m=n={1,5,7,9}, a=—1/2 ¢ N =1000: a) Euler, b) Tustin e ¢) Al-Alaoui.
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Como seria de esperar, verifica-se que quanto maior ¢ a ordem m=n das aproximagdes

melhor ¢ o desempenho destas em se ajustarem as curvas ideais, tanto no dominio das

frequéncias como no dominio dos tempos. Nota-se ainda que as aproximagdes de Prony e de

Shanks possuem um melhor desempenho as baixas frequéncias (resposta em regime

permanente) do que as aproximagdes de Padé (ou de CFE). Este facto pode ser justificado

pois os métodos de Prony e de Shanks sdo baseados na minimizagdo do erro quadratico

considerando toda (ou grande parte) da sequéncia impulsional no intervalo [O; N —l], em

contraste com o método de Padé (ou de CFE) que produz um ajuste perfeito para os primeiros
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m+n+1 valores da resposta impulsional A% (k), sem que haja uma garantia sobre a

qualidade da aproximagdo para valores de k > m +n.

Os mapas da distribui¢do dos polos e dos zeros mostram que as aproximagoes satisfazem

duas propriedades desejadas:
1)  Todos os pdlos e zeros encontram-se dentro do circulo unitério;

i1)  Os polos e os zeros estao intercalados ao longo do eixo real correspondendo a

ze ]—1; l[ para os operadores de Tustin e de Al-Alaouie z € ]0; l[ para o operador

de Euler.

Portanto, constata-se que as aproximagdes obtidas sdo estaveis e de fase minima. Contudo,
para as aproximagdes de Shanks, e no caso dos operadores de Euler e de Al-Alaoui, nota-se o
aparecimento de pares de zeros complexos conjugados que aumentam a partir da ordem da
aproximagdo m =n =7. O aparecimento deste tipo de zeros estd relacionado com o elevado
nimero de amostras utilizadas. Para se obter uma distribui¢do alternada dos pdlos e dos zeros
ao longo do eixo real, ter-se-ia, neste caso, que diminuir o valor de N. Este facto esta,
obviamente, relacionado com a razdo de convergéncia das sequéncias impulsionais dos
operadores de Euler e de Al-Alaoui, aspectos ja referidos na seccdo 4.4. Os valores das
amostras possuem um peso desprezavel para o comprimento de N =1000 considerado nesta
analise, o que poderd causar alguns problemas numéricos. De salientar, que esta
correspondéncia entre os dois operadores ¢ esperada, dado que o Al-Alaoui ¢ uma

interpolagdo pesada de 3/4 do Euler e somente 1/4 do Tustin (ver sec¢do 4.2). No caso do

operador de Tustin, verifica-se uma distribuicao alternada dos pdlos e dos zeros ao longo do
eixo real em todos os casos estudados. De notar que o operador de Tustin possui uma razao de
convergéncia mais lenta que nos casos dos operadores de Euler e de Al-Alaoui (ver sec¢ao
4.4). Deste modo, aconselha-se sempre a verificagdo das aproximagdes geradas para as
caracteristicas pretendidas e, se necessario, ajustar tanto o comprimento da sequéncia

impulsional como a ordem das fungdes racionais.

Através da analise das aproximagdes racionais (Tabelas 4.2-4.10), verifica-se que a soma

dos coeficientes do numerador b, e do denominador g, tomam um valor aproximadamente

igual a zero:
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n

m
S~
k=0

Em conclusdao, os métodos propostos, baseados nas técnicas de modelacdo de sinal,

a, =0 (4.90)
k=0

fornecem aproximacoes digitais racionais causais, estaveis e de fase minima, adequadas para
uma implementagdo digital. Mais ainda, os resultados obtidos revelam que a abordagem pelos
minimos quadrados ¢ uma técnica vidvel gerando aproximagdes superiores face a outros

métodos existentes.

4.8 Desempenho das Aproximacoes Digitais no Calculo de
Derivadas e Integrais Fraccionarios de Funcgoes

Temporais

Nesta seccdo testa-se o desempenho das aproximacgdes digitais racionais no dominio dos
tempos. Estas sdo obtidas por intermédio da aplicacdo das técnicas de modelagdo de sinal
propostas na sec¢ao 4.5. Para isso, utilizam-se as aproximagdes digitais para calcular a
derivada e/ou integral fracciondrios dos sinais degrau unitario, onda quadrada e triangular, e

seno e coseno. Estas fungdes sdo definidas da seguinte forma (¢ > 0):

* O degrau unitario (ou funcdo de Heaviside) que ocorre para ¢ =¢, ¢ dada por:

1, 1214

491
0, t<t, (4.91)

u(t—to):{

= As ondas quadrada ¢ triangular, qua(t) e #ri(t), sdo definidas em termos da

funcdo degrau unitario (4.91), sendo dadas respectivamente por (Oldham e Spanier,

1974; Abramowitz e Stegun, 1974):

qua(t)=u(t)+2) (1) u(t-2k) (4.92)

o0

tri(t) =u(6)+2) " (1) (1= 2k +1)u(t -2k +1) (4.93)

k=1

= As fungdes seno e coseno (causais) sdo dadas na forma:
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s(t)=sin(t)u(t) (4.94)
c(t)=cos(t)u(t) (4.95)

em que u (t) representa a fung¢do degrau unitéario (4.91) com ¢, = 0.

As derivadas e integrais fraccionarios de ordem o, D¢ (t>0, o e]R), das fungoes de

(4.91)—(4.93) sdo dadas respectivamente por (Oldham e Spanier, 1974; Miller ¢ Ross, 1993;
Podlubny, 1999b):

D [uli=1)]={ r(i-a)” 7" (4.96)

0, 0<t<t,
Da[qua(t)]=u(t)r(tl_—ja)+2gu(t—2k)(—l)k% (4.97)
D“[tri(t)}=u(t)%+2§u(t—2k+l)(—l)k% (4.98)

Para as fungdes seno (4.94) e coseno (4.95) calculam-se as semiderivadas (o =1/2) e os

semi-integrais (oo =—1/2), as quais sdo dadas através das expressdes (Oldham e Spanier,

1974):

D2 {smo) Jsin(en/4)—2g({20/x)
cos(t)_ 1/\/E+cos(t+n/4)—\/§f(\/E) (4.99)

= (4.100)

cos(t) cos(t—n/4)—\/5g(\/ﬂ)

em que f (x) e g(x) sdo as fungdes auxiliares dos integrais de Fresnel (ver Anexo A —

o {Sin(t) sin (¢ —/4) +2f (y/2¢/)

Fungdes Especiais do Célculo Fraccionério). Nas expressoes (4.99) e (4.100), os termos em
sin(x) e cos(x) representam as componentes em regime permanente da fung¢do enquanto que
os restantes termos se anulam a medida que ¢ tende para infinito (i.e., sdo as componentes em
regime transitorio da fungdo). De facto, considerando ¢ — oo, as fungdes (4.99) e (4.100)

podem ser agrupadas numa s6, sendo dadas, de uma forma genérica, através das expressoes

(-l<a<]):
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Componentes de D"?[sin(t)]

Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t(s)

Figura 4.21 — Ilustragdo das componentes presentes no calculo da semiderivada da fungdo sin (t)

o on
. ®° sin| ©f +—
" sin (o) ( 2 j
D = (4.101)
cos(or) o cos(mt—i—ﬂj
2
Como exemplo, a Figura 4.21 mostra as diferentes componentes presentes no célculo da
semiderivada (¢ =1/2) da funcao sm(t), dada pela expressdo analitica da equacdo (4.99),
x=4/2t/m.
em que

A Figura 422 mostra a fungdo degrau unitario u(¢—1) (7, =1) juntamente com os

correspondentes semi-integral (o =—1/2) e semiderivada (o =1/2), ambos calculados através

da expressao (4.96). O grafico ilustra também os respectivos integral e derivada fraccionarios

do degrau unitario calculados através das aproximacdes de Prony ao operador de Al-Alaoui

param=n=7, N=1000 e T'=0,01s. A aproximagdo H, (z) para oo =—1/2 esta listada na

Tabela 4.7. Para a.=1/2 a aproximagdo F(z) ¢ dada por:
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10.69-41.41z7" +63.12272 - 47312 +17.4724 =2.55727

~0.0251927%+0.01857z7
1-3.302271 +4.099272 —2.294273 +0.5003z% +0.0079482 >

—0.011062° +0.0001524z~"

Fi(2)=

(4.102)

Como se pode observar, as curvas ideais (dadas pelas expressdes analiticas (4.96)) e as

calculadas através das aproximacdes racionais /1 (z) e I (z) encontram-se numa quase

concordancia, demonstrando a sua eficacia no calculo das derivadas e integrais fraccionarios.
No entanto, nota-se que o ajuste ¢ mais perfeito para valores de ¢ pequenos (i.e., proximo de

t — ;). Assim, para se obter um melhor ajuste a valores de ¢ elevados (i.e., para t > ¢), ter-

se-4, nesse caso, de aumentar o tempo de amostragem 7. Contudo, isto leva a diminuicao da

precisdo das aproximagdes em torno de f=f,. Deste modo, hd que estabelecer um

compromisso entre estes dois factores que, por sua vez, dependem da utilizacao das referidas
aproximacoes. Pode-se ainda sintonizar a ordem m =n das aproximagdes em simultaneo com
o tempo de amostragem 7 por forma a obter-se uma melhor concordancia entre as duas
curvas (a ideal e a aproximada). Estas observagdes continuam validas para os exemplos a
seguir apresentados.

Semi-integral

2 T T T T T T T —=
H, __— /
15F B
Ideal, a=-1/2
[%2]
] t-1
g .|l u(t-1)
>
(6]
0.5 B
0 | 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
t(s)
Semiderivada
2 T T T T T T
15F .
3 u(t-1)
s 1
3 Ideal, o=1/2 E
7
0.5 L \ 8
0 | 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
t(s)

Figura 4.22 — Semi-integral e semiderivada da fun¢do degrau u (t - 1) com a aproximagdo de Prony

ao operador de Al-Alaoui para m=n=7, N=1000 e I'=0,01s. H, (z) e I (Z) representam

respectivamente a aproximacao digital racional do integral e derivada fracciondrios.
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A Figura 4.23 mostra a funcdo onda quadrada qua(t) juntamente com os correspondentes
semi-integral (oo =—1/2) e semiderivada (o =1/2), ambos calculados através da expressdo
(4.97). O grafico ilustra também os respectivos integral e derivada fracciondrios da onda
quadrada calculados através de aproximagdes de Shanks ao operador de Euler para m=n=7,
N =1000 e T'=0,01s. A aproximagdo H, (z) para o =—1/2 esta listada na Tabela 4.8. Para
o =1/2 aaproximagdo F;(z) ¢é dada por:

10-43.02z7" +75.31272 ~68.592 > +34.3827% 91622

+1.129276 -0.04301z"7
1-3.802z71 +5.755272 -4.395272 +1.761z7* —0.3463z>

+0.026632° —0.0003561z~"

Fy(z)= (4.103)

Analisando as curvas, constata-se, mais uma vez, o bom desempenho das aproximacoes

no calculo das correspondentes derivada e integral fraccionarios.

A Figura 4.24 mostra a fungdo onda triangular ti (t) juntamente com o0s correspondentes

semi-integral (oo =—1/2) e semiderivada (o =1/2), ambos calculados através da expressdo

(4.98).
Semi-integral
2 T T T T T T T T T
/\ Ideal, o=-1/2
1 4 A
N
% ok \_\ i
(& N\ ,‘\
1+ A
qua(t)
_2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t(s)

Semiderivada

NS NS NS

e T

1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t(s)

/
/

Figura 4.23 — Semi-integral e semiderivada da fungdo onda quadrada qua (t) com a aproximagao de

Shanks ao operador de Euler para m=n="7, N =1000 e 7'=0,01s. H, (z) e I (Z)

representam respectivamente a aproximagao digital racional do integral e derivada fraccionarios.
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O grafico ilustra também os respectivos integral e derivada fraccionarios da onda

triangular calculados através das aproximagdes de Prony ao operador de Tustin com

m=n=7, N=1000 ¢ T=0,01s. A aproximagdo H, (z) para oo=—1/2 estd listada na

Tabela 4.6. Para oo =1/2 a aproximagdo F; (z) ¢ dada por:

14.14-0.94742"1 —27.0927% +1.43327> +15.4227% —0.5582™>

~2.361z7%+0.03459277
140933271 —1.483272 -1.34827 +0.57532"% + 0.49362

~0.041542%-0.02785z7"

Fy(z)= (4.104)

A Figura 4.25 mostra a mesma onda triangular e respectivos semi-integral e semiderivada

analiticos, agora com aproximagdes de Prony ao operador de Euler. Utilizam-se os mesmos

pardmetros de m=n="7, N=1000 e 7'=0,01s. A aproximagdo /1 (z) para o =—1/2 esta
listada na Tabela 4.5. Para a.=1/2 a aproximagdo F, (z) ¢ a mesma da equacdo (4.105).

Verifica-se que em ambos 0s casos as aproximacgdes possuem um bom desempenho. No
entanto, nota-se que a aproximagao com o operador de Euler fornece um melhor ajuste que o
operador de Tustin, facto este, j& referido aquando da analise das diferentes técnicas de

modelac¢ao de sinal descritas nas seccoes 4.5 ¢ 4.7.

Semi-integral
1.5 T T T T T T T T T

Ideal, a=-1/2 H

Curvas

Figura 4.24 — Semi-integral e semiderivada da funcdo onda triangular #i (t) com a aproximagéo de

Prony do operador de Tustin para m=n="7, N =1000 e 7'=0,01s. H, (z) e F; (z) representam

respectivamente a aproximagao digital racional do integral e derivada fraccionarios.
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Semi-integral

1.5 T T T T T T T T T
Ideal, a=-1/2 H

Curvas

15 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t(s)

Semiderivada
15 T T T T T T T T T

Ideal, o=—-1/2
1 F

7

Curvas
o

15 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t(s)

Figura 4.25 — Semi-integral e semiderivada da fun¢do onda triangular #7i (t) com a aproximacao de

Prony do operador de Euler para m=n=7, N=1000 ¢ 7'=0,01s. H, (z) e I (z) representam

respectivamente a aproximagao digital racional do integral e derivada fraccionarios.

Por ultimo, as Figuras 4.26 e 4.27 mostram respectivamente as funcgdes seno s(t) e
coseno c(¢) juntamente com as curvas das semiderivada (a=1/2) e semi-integral
(o =-1/2), calculadas respectivamente através das expressdes (4.99) e (4.100). Estdo
também ilustradas as correspondentes aproximagdes de Prony com o operador de Euler para
m=n=7, N=1000 ¢ T=0,01s. A aproximagdo H, (z) para oo=—1/2 esta listada na
Tabela 4.5. Para a.=1/2 a aproximagdo F (z) ¢ dada por:

10-43.02z71 +75.3127%2 —68.5927 +34.38274 —9.16227

+1.12927°-0.04313z77
1-3.802z7" +5.755272 —4.395272 +1.761z 7 —0.3463z™

+0.02663z7% —0.0003561z"7

F(2)= (4.105)

Mais uma vez, saliente-se o bom desempenho das aproximacdes no ajuste as curvas ideais.
De notar que as curvas analiticas e as aproximadas sdo praticamente coincidentes para valores

de ¢ pequenos (i.e., proximo de ¢ =0). Este facto torna-se relevante pois € nesta zona que as

componentes transitorias das fungdes (seno e coseno) tém mais influéncia, conforme ilustra a

Figura 4.21.
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Semi-integral

Curvas
o

Ideal, o=—-1/2
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Figura 4.26 — Semi-integral e semiderivada da fun¢o seno s (l‘) com a aproximacao de Prony do

operador de Euler para m=n="7, N =1000 e 7'=0,01s. H; (z) e I (z) representam

respectivamente a aproximagao digital racional do integral e derivada fraccionarios.

Semi-integral

Ideal, o=-1/2

Curvas

0 2 4 6 8 10 12 14

t(s)
Semiderivada

T
Ideal, o=1/2

Curvas

t(s)

20

Figura 4.27 — Semi-integral e semiderivada da fungdo coseno c(t) com a aproximacao de Prony do

operador de Euler para m=n="7, N =1000 e 7'=0,01s. H; (z) e I (z) representam

respectivamente a aproximagao racional digital do integral e derivada fraccionarios.
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Os resultados apresentados revelam que as aproximacoes digitais racionais obtidas através
das técnicas de modelagao de sinal propostas nas secgdes 4.5 ¢ 4.6 possuem um bom
desempenho no dominio dos tempos. Este facto estd demonstrado pela quase concordancia
entre as curvas ideais ¢ as calculadas através das fungdes racionais. Por outro lado, confirmam
a eficacia e a aplicabilidade dos métodos propostos para o desenvolvimento de integradores e

diferenciadores de ordem néo inteira.

Apesar disso, existem diferencas entre as diversas técnicas para obtencdo das funcdes

racionais, e entre os diferentes esquemas de conversdo de s — z, que devem ser tomados em

consideragdo em fungao da utilizagdo das referidas aproximagdes digitais.

4.9 Conclusoes

Neste capitulo sdo apresentados varios métodos para o projecto de integradores e
diferenciadores digitais de ordem fracciondria. A abordagem proposta adopta as técnicas de

modelacdo de sinais deterministicos para a obten¢do de aproximacgdes racionais (filtros IIR)
do operador basico fraccionario s (oc € ]R). Nesta perspectiva, sdo desenvolvidas as técnicas

de modelacao de sinal de Pad¢, de Prony e de Shanks, as quais requerem somente a resolugao
de um sistema de equacdes lineares. Apresenta-se também um método que constitui uma
alternativa eficiente as técnicas de modelacdo de sinais deterministicos. O novo método
baseia-se no algoritmo de identificacdo de sistemas pelos minimos quadrados, e gera as
mesmas aproximacoes que o método de Prony, mas apresentando a vantagem de se poder

obter, num Unico passo, a fun¢do racional desejada.

O método de Padé gera uma aproximagdo que faz um encaixe perfeito para as primeiras
m+n+1 amostras da sequéncia impulsional desejada, onde m representa o numero de zeros
e n o nimero de polos. Contudo, este tipo de ajuste compromete a precisdo da aproximagao
fora deste intervalo restrito. Assim, desenvolve-se o método de Prony, o qual gera uma
aproximacao mais precisa (no sentido dos minimos quadrados) que a aproximacao de Padg¢,
sobre todo o intervalo de valores da sequéncia impulsional considerada. O método de Shanks
modifica o método de Prony na forma de determinar os zeros da fungdo e que, por isso,
fornece no geral uma aproximagdo ainda mais precisa. Saliente-se que as técnicas adoptadas
fornecem solugdes subOptimas para o problema da modelacdo de sinal e, consequentemente,

sao diferentes da “verdadeira” solugao obtida pela aplicagdo (directa) do método dos minimos
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quadrados (i.e., solucao optima), a qual possui a desvantagem de requerer a resolugdo de um
sistema de equagdes nao lineares. As fungdes racionais obtidas sdo causais, estaveis e de fase
minima, o que as torna indicadas para uma andlise por transformada dos Z e para
implementagdo digital em tempo real. No entanto, dado que as sequéncias impulsionais sdao
truncadas ndo ¢ garantida a sua estabilidade, pelo que esta deve ser observada através da

verificacao dos seus polos no interior do circulo unitario.

As técnicas aqui ilustradas (Padé, Prony e de Shanks) geram fungdes racionais com um
bom desempenho, tanto no dominio das frequéncias como no dominio dos tempos. Na

realidade, as técnicas de Padé e de CFE geram a mesma fungio racional (m =n). Mais ainda,

as técnicas de Prony e de Shanks fornecem aproximacgdes superiores face a outros métodos
existentes, nomeadamente ao extensivamente usado método de CFE. A eficacia das
aproximacoes resultantes ¢ testada através do céalculo de diversas funcdes temporais, €
comparadas com as respectivas expressoes analiticas. Os resultados obtidos mostram uma boa
concordancia entre as curvas analiticas e as aproximadas, abrangendo um intervalo de tempo
longo, para o caso de fung¢des ndo periddicas, e uma precisdo elevada (as curvas sao
praticamente coincidentes) no caso de fungdes periddicas, mesmo quando se adoptam

frequéncias baixas.

Nesta linha de pensamento, o estudo aqui realizado representa mais um passo para a
implementagdo pratica e com bom desempenho de integradores e diferenciadores digitais de

ordem fraccionaria.






Capitulo

Sintonia de Controladores PID Robustos

NESTE capitulo ¢ apresentada uma nova estratégia de sintonia de controladores PID
classicos. O estudo aqui realizado adopta uma perspectiva baseada na aplicacdo da
teoria das derivadas e integrais fracciondrios para a sintonia de sistemas compensados de
ordem inteira. Assim, os parametros do PID sdo obtidos através da minimizagdo do integral
do erro quadratico entre as respostas ao degrau de um sistema de referéncia de realimentagdo
unitaria (sistema de ordem fraccionaria), cuja a fun¢do de transferéncia em malha aberta ¢
dada pela fun¢do de transferéncia ideal de Bode, e a do sistema actual em malha fechada com
o controlador PID. Verifica-se que os sistemas compensados, sintonizados por este método,
tornam-se robustos a variagdes do ganho exibindo respostas ao degrau com a propriedade de

um amortecimento constante.

Tomando estas ideias em consideracdo, o capitulo encontra-se organizado da seguinte
forma. Na sec¢do 5.1 ¢ feita uma introducdo ao problema. Na sec¢do 5.2 ¢ proposto um
sistema de referéncia que servird de base a sintonia de controladores PID. Aqui sdo
estabelecidas as principais caracteristicas (nos dominios complexo, frequéncias e tempos)
deste tipo de sistema. Motivado por estes resultados, a seccdo 5.3 desenvolve um método de
sintonia de controladores PID. A estratégia proposta ¢ aplicada na secc¢do 5.4 a varios tipos de
processos que revelam bons resultados e que demonstram a eficacia e aplicabilidade do
método. Por tltimo, a seccdo 5.5 estabelece as principais conclusdes e endereca perspectivas

de evolugao futura.

149
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5.1 Introducao

O controlador PID ¢ a forma de controlo mais utilizada em sistemas de controlo industriais,
sendo que deve ser considerada sempre a abordagem inicial a ser adoptada quando se
pretende projectar um sistema de controlo (Astrém, 1995). Deste modo, é natural que se
procurem melhores técnicas de sintonia, ou a definicdo de estruturas de controlo PID
alternativas, ndo so6 devido ao seu uso generalizado, mas também com vista a alargar o seu

campo de aplicacao.

E nesta perspectiva que Oustaloup (1991) desenvolve o chamado controlador CRONE
(abreviatura do Francés Commande Robuste d’Ordre Non Entier, isto €, controlo robusto de
ordem ndo inteira), sendo um dos primeiros a introduzir os algoritmos de ordem fracciondria
no controlo automatico de sistemas. Oustaloup demonstrou que este tipo de controladores
possuem um melhor desempenho face ao controlador PID cléassico. Mais recentemente,
Podlubny (1999a) propos uma generalizacdo do controlador PID, o designado controlador
PI"D* fraccionario, que envolve um integrador fraccionario de ordem A e diferenciador
fraccionario de ordem p. Esta abordagem apresenta também um melhor desempenho quando
usado para o controlo de sistemas de ordem fraccionaria que o controlador PID cléssico. No
capitulo 2 descreve-se com mais detalhe estes dois tipos de controladores que sdo uma

referéncia importante no controlo de sistemas dinamicos (inteiros ou fraccionarios).

Nas ultimas décadas, desenvolveram-se inimeras técnicas de sintonia para a determinagao
dos parametros do controlador PID. De entre estas, as heuristicas de Ziegler-Nichols (Z-N)
sdo as mais populares, sendo, actualmente, ainda extensivamente usadas. Todavia, verifica-se
que os sistemas compensados, com controladores sintonizados através do método de Z-N, nao
produzem normalmente resultados satisfatorios, fornecendo um amortecimento muito fraco,

tipicamente na ordem de &£~0,2 (Astrom, 1995) e, consequentemente, apresentando

respostas ao degrau com sobreelongacdes demasiado elevadas. Mais ainda, as técnicas de Z-N
sdo apenas validas para processos que apresentam uma resposta ao degrau do tipo monotona
crescente (isto ¢, a chamada resposta ao degrau em forma de S). Por este facto, outras
metodologias de sintonia foram desenvolvidas com vista a fornecer resultados mais
satisfatorios, como, por exemplo, as técnicas baseadas no lugar geométrico de raizes (Astrom,
1995) ou os métodos baseados em estratégias de optimizacdo (Zhuang e Atherton, 1993). No
entanto, muitas das alternativas propostas ndo impdem qualquer restricdo no valor maximo da

sobreelongagdo para a resposta temporal do sistema.
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Neste capitulo, € proposta uma nova estratégia para a sintonia de controladores PID de
forma que a resposta temporal do sistema compensado possua uma sobreelongacdao quase
constante, definida previamente como uma das especificacdes do sistema. De facto, estas
especificagdes sdo dadas através da frequéncia ao ganho unitario desejada e o declive a essa
frequéncia (o que € equivalente a definir uma determinada margem de fase para o sistema) de
um integrador de ordem fraccionario, designado de func¢do de transferéncia ideal de Bode. O
método proposto consiste na minimizagdo do integral do erro quadratico entre as respostas ao
degrau do sistema em malha fechada de realimentacdo unitaria (cuja a funcao de transferéncia
em malha aberta ¢ dada pela fungdo de transferéncia ideal de Bode) e o sistema compensado
com o controlador PID. Desta forma, assegura-se que o diagrama de Bode do sistema
compensado apresenta uma curva de fase quase constante em torno da frequéncia ao ganho
unitario. Este facto vai implicar que o sistema em malha fechada, com o controlador PID, seja
robusto a variagcdes do ganho exibindo respostas ao degrau com uma sobreelongagdo quase

constante, ou seja, com a propriedade de um amortecimento constante.

A estratégia aqui proposta ¢ aplicada a varios exemplos ilustrativos que demonstram a sua
eficacia e aplicabilidade. Nesta perspectiva, salienta-se a sua aplicacdo em processos que sao
aproximados através do popular modelo de primeira ordem com um atraso de transporte
(modelo FOPDT"). Existem diversas técnicas para a aproximacio das respostas de processos a
entradas em degrau por este tipo de fungdo de transferéncia (Astrom, 1995). E também
demonstrado que, embora o sistema em malha fechada com o controlador PID seja um
sistema de ordem inteira, este pode ser analisado aplicando conceitos basicos do calculo
fracciondrio, fazendo, deste modo, com que apresente (sobre uma faixa limitada de

frequéncias) uma dindmica fraccionaria.

5.2 Funcio de Transferéncia Ideal de Bode Como Sistema de

Referéncia

Nesta seccdo apresentam-se as principais caracteristicas, no dominio dos tempos e das
frequéncias, do sistema de controlo de ordem fraccionaria que serve como sistema de
referéncia para o método de sintonia de controladores PID proposto na sec¢do 5.3. Algumas

das caracteristicas deste sistema ja foram brevemente referidas no Capitulo 2 (secc¢do 2.10).

! First-order plus dead-time
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Aqui sera feita uma analise mais detalhada dessas caracteristicas, tendo como objectivo
evidenciar as potencialidades da utilizacdo de sistemas fracciondrios para o projecto de

sistemas de controlo (inteiros ou fraccionarios) mais robustos.

O sistema de referéncia consiste numa malha de controlo de realimentag¢do unitaria com

funcdo de transferéncia em malha aberta (L(s)) dada por um integrador de ordem

fracciondaria, conforme mostra a Figura 5.1.

A funcao de transferéncia em malha aberta L (s) ¢ definida como:

L(s)z(%j . aeR" (5.1)

em que ®, ¢ a frequéncia ao ganho unitério, isto €, =1. O parametro a ¢ o declive

L(jo.)
da curva da amplitude do diagrama de Bode, numa escala log—log, e tanto pode assumir

valores inteiros como valores ndo inteiros (fraccionarios). Na realidade, a fungdo de
transferéncia L(s) consiste num diferenciador de ordem fraccionaria para aa<0 e num
integrador de ordem fraccionaria para a > 0. Neste estudo, considera-se L(s) como sendo

um integrador fraccionario de ordem 1< a <2 (regime de oscilagdo amortecida fracciondria).

A fungdo L(s) é também conhecida como fungdo de transferéncia ideal de Bode desde a

investigacdo que Bode realizou sobre amplificadores realimentados no inicio da década de
quarenta, em que sugeriu uma funcdo de transferéncia em malha aberta ideal do tipo (5.1)
(Bode, 1945).

Os diagramas de Bode da amplitude e da fase de L(s) estdo ilustrados na Figura 5.2. A

curva da amplitude ¢ uma recta de declive —20a. dB/dec e a curva da fase ¢ uma recta

horizontal de ordenada —a.7t/2 rad. O diagrama de Nyquist consiste simplesmente numa recta

que passa pela origem com argumento de arg L( jo)=—o /2 rad.

+\/\ He)= (%]“

R(s) Y(s)

Figura 5. 1- Sistema de controlo de ordem fraccionaria com funcdo de transferéncia em malha aberta
dada por L(S).
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Figura 5. 2 — Diagramas de Bode da amplitude e da fase de L ( ]co) para 1 <a < 2.

Considere-se de novo o sistema de realimentagdo unitario representado na Figura 5.1 com

funcdo de transferéncia ideal de Bode L(s) inserida no ramo directo. Esta escolha de L(S)

da origem a sistemas em malha fechada com a propriedade desejada de serem insensiveis a
variagdes do ganho. Por exemplo, se houver uma variagdo do ganho, entdo a frequéncia ao

ganho unitdrio o, altera-se, mas a margem de fase (MF) do sistema mantém-se constante,

tomando o valor de:

MF = {1—%} (5.2)

Como se verifica, a MF ¢ independente do valor do ganho, sendo determinada unicamente
pela ordem o. Esta caracteristica pode ser observada através das curvas da amplitude e da

fase representadas na Figura 5.2.
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5.2.1 Integral de Bode

A expressao (5.2) deriva da aplicacdo do chamado integral de Bode que relaciona a fase do
sistema a uma qualquer frequéncia como fun¢do da derivada da sua amplitude. As relagdes
entre a fase e amplitude de um sistema de fase minima estdvel foram investigados pela
primeira vez por Bode (Bode, 1945). Assim, tomando como exemplo a funcdo de

transferéncia (5.1), Bode demonstrou que a fase do sistema a uma frequéncia ®,

arg [L (j(oo )] , ¢ dada por:

e Loy L[ 7

T J—0 dv

In coth%dv (5.3)
em que:

v=1n-2 5.4
o (5.4)

Dado que In coth(|v| / 2) decresce rapidamente a medida que o se afasta de ®, (Bode,

1945; Astrom, 2000), o integral (5.3) depende essencialmente de d ln‘L( j(o)‘ / dv, isto ¢, do
declive do diagrama de Bode da amplitude em torno de ®,. Assim, considerando que esse

declive ¢ quase constante na vizinhanca de ®,, o arg [L ( Jjog )} pode ser aproximado por:

arg [L(jmo )] ~ %w JHrOO In cotthv

—0 2

®9

zEozln\L(jco)\

5 dv (5.5)

®o
Isto significa que se o declive da curva da amplitude do diagrama de Bode (numa escala
log—log) a=d ln‘L( jco)‘ / dv ¢é constante entdo a fase ¢ também constante e dada por (e.g.,

para o caso considerado do integrador):

arg [L(joao)] :—ocg (5.6)
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Figura 5.3 — Ilustracdo do principio proposto. Note a fase constante em torno da frequéncia ao ganho
unitario ©,..

Esta propriedade ¢ usada neste estudo para obten¢do de uma funcdo de transferéncia em
malha aberta em que o declive da curva de amplitude do diagrama de Bode a frequéncia ao

ganho unitario o, ¢ limitado ao valor de —20o. dB/dec de forma a obter-se uma margem de
fase aproximada de MF = nt(1—a/2) rad, com 1< o < 2. Este conceito ¢ ilustrado através da

Figura 5.3, onde se observa que facilmente se pode obter uma dada margem de fase MF
variando apenas a ordem fraccionaria o.. Mais ainda, mostra que ¢ possivel efectuar uma
transicdo (Aw) adequada (através da variacdo de a) entre a faixa das faixas frequéncias
(o< ®,) e a faixa das altas frequéncias (o> o,), a qual se revela crucial para o projecto de
um controlo robusto.

Nas subsecgdes seguintes sdo analisadas, de uma forma mais detalhada, as principais
caracteristicas das respostas no dominio das frequéncias e no dominio dos tempos do sistema

de controlo de ordem fracciondria representado na Figura 5.1. Motivado por estes resultados,

na sec¢do 5.3 ¢ desenvolvida uma estratégia de sintonia de controladores PID robustos.
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5.2.2 Analise no Plano Complexo

A funcdo de transferéncia do sistema em malha fechada, com o integrador fraccionario,

representado na Figura 5.1, T(s) = Y(s)/R (s), ¢ dada por:

o L) %) +

= = = , aeR 5.7
1+L(S) 1+(O)CJOL (SJOL_'_I ( )
S o,

Na sec¢do 5.3 ¢ introduzido um atraso de transporte puro a funcao (5.7). A equagdo

caracteristica do sistema (5.7) é:
(s/w, )" +1=0 (5.8)

Para 1 <a <2, a equacgdo (5.8) possui apenas dois pdlos complexos conjugados sobre a
superficie principal de Riemann, isto é, para —m < arg(s)< 7, dados por (Oustaloup, 1991,

1995b):

T

T (5.9)

S12 = (oce_“
Assim, o coeficiente de amortecimento  vem:
§ =cos(n—mn/a)=—cos(m/o) (5.10)

Verifica-se que ( ¢ determinado exclusivamente pela ordem o sendo independente da

frequéncia .

Esta propriedade importante ¢ evidenciada através da representacao do lugar de raizes da

equagdo (5.8), ilustrado na Figura 5.4, e o qual revela que, quando, os polos s;, deslizam

sobre duas semi-rectas que formam um angulo de n—n/(x:cos_l(q), independente da

frequéncia ®,., mantendo, desta forma, uma margem de fase MF = n(l - oc/ 2) constante.
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Figura 5. 4 — Lugar de raizes da equacdo caracteristica (5.8). O deslizamento ao longo das rectas
assegura a robustez do sistema.

Outros parametros (tais como, a frequéncia natural ndo amortecida, a frequéncia natural
amortecida, etc.) podem ser derivados a partir da equagdo caracteristica (5.8), tal como se faz
para os sistemas de segunda ordem subamortecidos. Aqui sdo apenas estabelecidos os
pardmetros essenciais para o estudo em questdo. Assim, para uma caracterizacdo mais
completa de (5.8) consultar os trabalhos de (Oustaloup, 1991, 1995b; Vinagre, 2001; Vinagre,
et al., 2004).

5.2.3 Analise no Dominio das Frequéncias

A resposta em frequéncia do sistema (5.7) ¢ obtida fazendo s = j®, resultando:

_ 1
s=jo [(co/mc ) cos(om/2)+l} +j[(0)/coc ) sin(om/2)} (5.11)

T(jo)=T(s)

Os diagramas de Bode da amplitude ¢ da fase da funcdo de transferéncia T'(jo) (5.11),

‘T ( jw)‘ g & AE [T ( j(o)], sdo dados respectivamente por:

IT(jo)| , =201og;o|T (jo)|
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7(jo),, = 20logg 1 (5.12)
\/(co/(oc )2a +2(w/m, )" cos(an/2)+1
arg[T(jo)] = —arctan sin(oz/2) (5.13)
cos(an/2)+(w, /o)

Analisando o comportamento assimptético das expressoes (5.12) e (5.13), verifica-se que,

quando ® — +o, estas expressoes tendem para, respectivamente (o > 0):

. Q)
T (jo)| 5 = —200log;g (w—) (5.14)

arg[T(jw)] = —ocg (5.15)

Assim, as altas frequéncias (® — ), as assimptotas da amplitude correspondem a rectas

com um declive de —20a dB/dec, enquanto que a fase ¢ dada por rectas horizontais de
ordenada —am/2 rad. Por outro lado, as baixas frequéncias (o — 0), a amplitude e a fase

aproximam-se assimptoticamente de rectas horizontais dadas por 0dB e Orad,

respectivamente. Estes resultados estdo ilustrados na Figura 5.5, os quais mostram os

diagramas de Bode da amplitude e fase de T’ ( joo) para varios valores de 1 <a < 2.

O erro maximo e_,, na curva das amplitudes, causado pelo uso das assimptotas, ocorre

para o=, (expressoes (5.12) e (5.14)), e € calculado através da equagdo (Arena, ef al.,

2000; Caponetto, et al., 2004):

Cmax = ”T(jw)‘dB,aprox _‘T(jw)‘dB
=10log,, [2 + 2cos(out/2)] = 6+20logy, ‘cos(om/4)‘ (5.16)

De notar que e

nax Ppode ser colocado a zero, o que acontece para:

2cos(om/2)+1=0 = a={4/3,8/3} (5.17)

Nas curvas das amplitudes, o pico de ressonancia M, (i. e., o valor para o qual o
denominador de ‘T ( jm)‘ ¢ um minimo (expressao (5.12)) e a frequéncia ®, ao qual ocorrem

sdo dados pelas expressoes (1 < a <2) (Manabe, 1961; Oustaloup, 1995b):
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Figura 5. 5 — Diagramas de Bode da amplitude e da fase de 7' ( ]co) para 1 <o < 2.

1

"~ sin(am/2) (5.18)
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o, =0, (—cos(an/z))l/a (5.19)

524 Analise no Dominio dos Tempos

A resposta ao degrau unitario do sistema em malha fechada (Figura 5.1), com o integrador
fraccionario, e cuja a fungdo de transferéncia em malha fechada é T (s) (5.7), é obtida como
y(t) =" {1/ s-T (s)} , sendo dada através da expressdo (Westerlund e Ekstam, 1994;
Barbosa, et al., 2003b):

yo=r't L :l—imzl—% [—(mct)a} (5.20)

onde E, (x) denota a func¢do de Mittag-Leffler a um pardmetro (Miller e Ross, 1993;
Gorenflo e Mainardi, 1996). Esta funcdo especial representa uma generalizacdo da usual
fungdo exponencial pois, quando o =1, E; (x) =e”.

Para uma analise mais pormenorizada no dominio dos tempos da expressdo (5.20), ¢
conveniente expressar a funcdo de Mittag-Leffler em termos mais simples. Assim, seguindo

Gorenflo e Mainardi (1996), a fungéo e, (¢)=E

o (—t“) (de notar que, neste caso, considera-

se o, =1, sendo apenas uma questdo de escala para valores de ®, #1) ¢ decomposta em duas

partes distintas (¢ >0):
¢ (1)= o (1) + 24 (1) (521)
A primeira parcela f;, (¢) ¢ dada por:
1 -1

1) __J‘OO 5% sin (o) —

ndo §2% 425" cos(am)+1

(5.22)

a qual s6 esta presente para valores ndo inteiros de o, sendo uma fun¢do totalmente monotona

que tende para zero quando ¢ — oo, e € negativa paratodo o s se I <o <2.

A segunda parcela g, (¢) ¢ expressa como:
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a a

g, (t)= 2 greos(nfa) cos{tsin (EH (5.23)

sendo responsavel pelo caracter oscilatorio da resposta (se 1<a <2). De facto, a fungdo
(5.23) exibe oscilagdes a uma frequéncia circular de w(a)=sin(m/0) com uma amplitude
que decai exponencialmente (1 <o <2) a razdo de k(oc) =‘cos(n/a)‘. De notar que a fungédo
g (t) ¢ determinada somente para os polos relevantes, isto ¢, para os dois polos s, , = et
situados sobre a superficie principal de Riemann onde —7 < arg(s) <T.

Combinando as expressdes (5.20), (5.22) e (5.23), resulta a resposta ao degrau y(t) (para

o caso normalizado de ®, =1) (Gorenflo e Mainardi, 1996; Vinagre, et al., 2004) dada por:
(1) =1-e (1)
1 a-1

1 +_J-oo Ky Sln(OLTC) e ds _Eetcos(n/oc) oS |:t sin (Ej:| (5.24)

ndo §2% 1 05% cos(am)+1 o} o

E 6bvio que a expressao (5.24) ainda ndo estd numa forma de facil analise e, portanto, nao
¢ adequada para a derivagdo das usuais caracteristicas e especificagdes temporais do sistema
(5.20). Mais adiante, retorna-se a esta equacdo para apresentar uma fungdo (aproximada)

adequada para derivar estas caracteristicas.

Por agora, o objectivo consiste em estabelecer expressdes uteis para as habituais

especificagdes temporais da resposta ao degrau (unitario).
Considerando o comportamento assimptotico de E [—(mct)“ }, quando ¢t — o (regime

permanente) e t — 0" (valor inicial), obtém-se as aproximag¢des (Mainardi, 1994):

——IE(DC:)_(; , 0t —>0"

E, [0 ]~ (a_a ) (5.25)
n™
rd-a) =~ ¢

Assim, chega-se aos valores final e inicial da resposta ao degrau, respectivamente

y(t> o) e y(t—>0+):

y(oo):limy(t)zl (5.26)

t—0
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y(07)=timy(r)=0 (5.27)

t—0"

Normalmente, o projecto de um sistema de controlo envolve a especificacdo de certos
requisitos associados a resposta temporal do sistema. Nesta perspectiva, de seguida, derivam-

se algumas expressdes uteis que caracterizam a resposta ao degrau da funcao de transferéncia

de ordem fracciondria T (s) (5.7). Tal como no caso dos sistemas de segunda ordem
subamortecidos, desenvolvem-se expressdes para a sobreelongagdo M ,, tempo de pico T,
tempo de subida 7., constante de tempo 7, € tempo de estabelecimento 7,. A Figura 5.6
mostra as respostas ao degrau (normalizadas) de T’ (s) enquanto que a Figura 5.7 ilustra a

variacdo do valor da sobreelongagdo M ,, ambos para 1< a <2. Estas especificagdes sao

p 5
obtidas por simulag¢do das respostas ao degrau e ajustadas a fun¢des polinomiais (M ,, 7;.) ou

fungbes racionais (7),, T,). As expressoes resultantes sdo as seguintes:

— A sobreelongacdo M, corresponde ao valor maximo de sinal que ultrapassa o seu

valor final, isto é:

Mp — Ymax _y(oo)
()
~0,8(0—1)(a—0,75), 1<o <2 (5.28)

— O tempo de pico 7), corresponde ao instante em que ocorre a sobreelongagdo M ,. A

funcdo racional obtida (com um erro inferior a 1%) ¢é:

1,106(c.—0,255)
P (@-0,92)w,

, I<a<?2 (5.29)
— O tempo de subida 7, ¢ o tempo necessario para a resposta evoluir desde 10 % até
90 % do seu valor final. A fungdo racional obtida (com um erro inferior a 1%) é:

- 0,131(a. +1,157)*
T (a=0,724)o,

, I<a<?2 (5.30)
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Figura 5. 6 — Resposta ao degrau unitario de 7' (S ) para 1 <o < 2.
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Figura 5. 7 — Sobreelongacdo da resposta ao degrau unitario de T (S) para 1 <o <2.

— A constante de tempo 7, € o tempo necessario para a resposta atingir 63 % do seu

valor final. A fung¢do polinomial obtida (com um erro inferior a 2 %) é:
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_0,2(a—1)%+1
(O]

T,

c

, I<a<2 (5.31)

c

— O tempo de estabelecimento 7, ¢ o tempo necessario para a resposta se estabelecer
dentro de uma determinada faixa em torno do seu valor final (normalmente 2% e
5%) e permanecer la. A sua expressdo (aproximada) pode ser obtida notando que na
equacdo (5.24) o termo correspondente a fungdo f, (t) tem pouca influéncia quando
t — 0. Deste modo, retiram-se as envolventes de y(¢) como li(Z/OL)etCOS(n/ ) ¢

define-se a constante de tempo T :1/ cos(m—m/o) =1/ (—cos(n/(x)) (Barbosa, et al.,

2003b; Vinagre, et al., 2004). As expressoes para o tempo de estabelecimento de T

sdo entdao definidas como:

* Para o critério de 2%, o, T, =47 :

T, ~ 4 = 4 , 1,39<a<?2 (5.32)
cos(n—n/a)o, Lo,

* Para o critério de 5%, o7, ~37T:

_ 3 3
' ocos(n-n/a)o, Co,

, Ldd<a<?2 (5.33)

em que {=cos(n—m/o)=—cos(m/o) denota o coeficiente de amortecimento do sistema

fraccionario em malha fechada. A Figura 5.8 ilustra o tempo de estabelecimento 7
(normalizado) em funcdo de 1 <a <2, para o critério de 2% e de 5%. Como se verifica, as
expressoes correspondentes (5.32) e (5.33), fornecem um boa aproximagdo de 7, dentro das
faixas estabelecidas.

De notar as similaridades das expressdes (5.32) e (5.33) com as obtidas para os sistemas
de segunda ordem subamortecidos (ou seja, para 0 <& <1, em que & € o coeficiente de

amortecimento do sistema subamortecido). De facto, tém sido feitas algumas tentativas no
sentido de estabelecer relagdes entre os dois tipos de sistemas (Manabe, 1961). Apesar de as
respostas ao degrau unitario, ilustradas na Figura 5.6, possuirem algumas parecengas com as
de um sistema de segunda ordem subamortecido, as caracteristicas de ambos s3o obviamente

diferentes, conforme ilustrado no estudo aqui realizado. Um sistema de segunda ordem
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Figura 5. 8 — Tempo de estabelecimento 7 (normalizado) para 1 < a < 2, com as curvas analitica

(linha so6lida) e aproximada (linha pontilhada).

subamortecido ¢ caracterizado por possuir uma oscilacido exponencialmente amortecida

enquanto que o sistema fraccionario (1 <o < 2) possui uma oscilagdo fraccionaria (Gorenflo e

Mainardi, 1996).

Mais recentemente, Vinagre, et al. (2004) obtém uma expressdo aproximada (a qual é
obtida ajustando a funcdo f (t) a um termo exponencial) da resposta ao degrau analitica
(5.15) mais simples de manusear e, portanto, mais facil de derivar as caracteristicas e
especificagdes temporais do sistema. Contudo, a expressdo fornecida leva a erros
significativos da saida y(t) para valores de ¢ perto de t=0" (tempo inicial). De forma a
resolver este problema, indica-se de seguida uma expressao (versao melhorada da fornecida
em Vinagre, et al., (2004)) que apresenta melhores resultados para o tempo de inicio =07
Esta foi estabelecida tendo em conta a satisfagdo da condicdo inicial e, (O+) =1, resultando a
expressdo aproximada melhorada y, (7):

va(t)=1+ (E—lje_t —zetcos(n/a) cos {tsin (Eﬂ (5.34)

a (0 (0

Como se verifica:

lim y, (¢)=0 (5.35)

t—0"
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Deste modo, a aproximagao y, (t), aqui sugerida, possui um melhor comportamento em

torno de ¢ =0". Para ilustrar este facto, a Figura 5.9 mostra as respostas ao degrau calculadas

a partir das expressoes analitica y () e aproximada y, (), assim como o erro correspondente

J4

e(t)=y(t)-y, (). Como pode ser observado, as curvas s3o muito proximas (o erro e(r) &,
de facto, muito pequeno), com a maior diferenga entre as curvas a verificar-se para o tempo

de inicio #=0" e em torno do tempo de pico T,, ou seja, correspondente a zona das altas

frequéncias.

N

14 16 18 20

N

14 16 18 20

0.06 T T T T T T T T T
0.04
=T 002
<
& 0
@
-0.02
_0.04 ] ] ] ] ] ] ] ] ]
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t(s)

Figura 5. 9 — Respostas ao degrau unitario das solugdes analitica y(t), aproximada y, (t) , ©

respectivos erros e(t) = y(t) -V, (t) para 1 <o < 2.
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E interessante verificar que, usando tanto a expressdo aproximada y, (t) como a
expressao analitica y(t) da resposta ao degrau do sistema, € possivel estabelecer as fungdes

temporais para os casos em que o toma valores inteiros, ou seja, para o =1, 2, resultando:

a=1 = y(t)zya (t)zl—e_t (5.36)

a=2 = y(t)=y,(r)=1-cos(r) (5.37)

Deve-se referir que algumas das expressdes aqui obtidas para a caracterizagdo nos tempos

da funcao de transferéncia T (s) (funcdes (5.28)—(5.33)) possuem um erro minimo

(tipicamente <1%) face as respostas ideais, resultando em melhores aproximagdes, dentro de
toda a faixa de valores de 1< a <2, do que aquelas derivadas analiticamente, como ¢ feito

para algumas especifica¢des em (Barbosa, et al., 2003b; Vinagre, et al., 2004). Estas equagdes

aproximadas sdo uteis e podem, por isso, ser utilizadas para o projecto de sistemas.

5.3 Sintonia de Controladores PID

Na seccdo anterior estabeleceu-se um procedimento simples de sintonia de um sistema de

controlo fraccionario, com a funcao de transferéncia ideal de Bode em malha aberta, baseado

no ajuste dos parametros de referéncia (oc; c)c) de um integrador fraccionario. A ordem o e a
frequéncia ao ganho unitdrio ®, estabelecem respectivamente a sobreelongagdo e a
velocidade de resposta de saida do sistema.

Entrando em linha de conta com este conhecimento, nesta sec¢do utiliza-se o sistema em
malha fechada com a fungdo de transferéncia ideal de Bode L(s)=(w,/s)" (Figura 5.1)

como sistema de referéncia para a sintonia de controladores PID (Barbosa, et al., 2003b;

Barbosa, et al., 2004c). Para esse efeito, considera-se o sistema de controlo de realimentagao

unitaria ilustrado na Figura 5.10, em que G, (s) e G, (s) sdo respectivamente as fungdes de

transferéncia do controlador PID e do processo a controlar. O sistema pode ser sujeito tanto a

variagdes na entrada de referéncia r(z‘) como a variagdes na entrada de perturbacgao p(t).
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Controlador PID P Processo

"y o, e uh -+ ()
L )
G (s) G (s

Figura 5. 10 — Sistema de controlo realimentado com o controlador PID G, (S)

De seguida, descreve-se a estratégia adoptada para o projecto de controladores PID. Em
primeiro lugar, apresenta-se o tipo de controlador PID utilizado nas simulagdes, seguido de
uma breve descricdo do método de optimizacdo usado para a determinacdo dos seus
parametros. Por ultimo, a metodologia proposta ¢ aplicada a diversos tipos de processos e
comparada com outras técnicas de sintonia existentes. Mostra-se que o controlador PID,
sintonizado de acordo com o método proposto, torna o sistema em malha fechada robusto na
perspectiva de variagdes do ganho, com respostas ao degrau revelando uma propriedade de

amortecimento constante.

Recentemente, t€ém surgido outros trabalhos (Chen, et al., 2003b; Chen, et al., 2004)
relacionados com a sintonia de controladores PID robustos tendo como ideia base a obtengao
da tal regido de “fase constante” nos diagramas de Bode do sistema compensado. Embora,
nesses estudos, as abordagens ao problema sejam diferentes daquela que se apresenta neste
texto, o objectivo € 0 mesmo, ou seja, obter um sistema em malha fechada robusto a variagdes

do ganho com respostas ao degrau exibindo uma propriedade de amortecimento constante.

5.3.1 Controlador PID

A equacdo nos tempos de um controlador PID ideal pode ser dada através da seguinte

expressao:

u(r)=K e(t)+% ! e()d+ T, 2 e(1) (5.38)

onde u(t) ¢ o sinal de controlo fornecido pelo controlador e e(t) o sinal de erro ao qual se

aplica as acgdes correctivas. Os parametros K, T, e T, sdo respectivamente o ganho
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proporcional, a constante de tempo integral e a constante de tempo diferencial do controlador

PID. O conjunto de variaveis (K, T, T, ) sdo as constantes a serem sintonizadas.

A funcdo de transferéncia correspondente G, (s) ¢ dada por:

1
G.(s)= :K[1+a+TdsJ (5.39)

De forma a reduzir a amplitude do sinal de controlo u(¢) ou o efeito de qualquer ruido de
alta frequéncia existente no sistema, o termo derivativo s7,; ¢ usualmente implementado
através de um diferenciador limitado nas frequéncias do tipo s7 /(1+STd /N ), em que

3< N <20 (Astrom, 1995). A constante N do filtro pode também ser considerada como um
parametro adicional a ser determinado. Assim, um controlador PID pratico deve ser

caracterizado por uma fung¢ao de transferéncia propria do tipo:

_U(s) _ L 5Ty
G, (s)= _K{1+Tis+l+sTd/Nj (5.40)

Para N >10, os resultados obtidos através das equagdes (5.39) e (5.40) sdo muito
similares (Zhuang e Atherton, 1993). A estrutura do PID (5.40) ¢ usualmente modificada de
forma a implementar a ac¢ao derivativa na malha de realimentagao e, assim, reduzir os efeitos
de saturacao da entrada do processo devido a alteracdes na entrada de referéncia. Outras
configura¢des ¢ modificacdes do PID sdo possiveis e podem ser encontradas em qualquer
livro de controlo classico (Martins de Carvalho, 2000) ou em (Astrém, 1995). Neste estudo,
utiliza-se a implementacdo (5.40) com N =100. A escolha deste valor para N prende-se
somente com o facto de se obterem resultados idénticos quer usando a expressao (5.39) ou a

expressao (5.40).

5.3.2 Método de Optimizacao

A Figura 5.11 mostra o diagrama de blocos da estrutura geral do sistema adoptado para a

sintonia dos parametros (K , 0, T d) do controlador PID. De referir que se trata de um

procedimento off-line.
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Figura 5. 11 — Estrutura do sistema para sintonia de controladores PID.

O sistema de referéncia ¢ dado pela fungdo de transferéncia do sistema em malha fechada,

com um integrador fraccionario inserido no ramo directo, conforme indicado na Figura 5.1.

Desta forma, o sistema possui a chamada fun¢do de transferéncia ideal de Bode L(s) em

malha aberta, obtendo-se a funcdo de transferéncia de ordem fraccionaria T’ (s) (5.7), aqual ¢

reproduzida aqui:

L(s) ! ;
T(s)= - , acR
) 1+£S°‘ " (5.41)
(OC

Os parametros de referéncia (a; (Dc) denotam respectivamente a ordem o e a frequéncia
ao ganho unitario o, de um integrador fraccionario. Neste estudo, a ordem o pode assumir
valores reais nao inteiros tais que 1 <a < 2.

A partir do diagrama de blocos da Figura 5.11, constata-se que a resposta de saida y(¢),

do sistema em malha fechada com o PID, ¢ comparada com a resposta de saida desejada

Y, (t), produzida pelo sistema de referéncia fraccionario (5.41). Entdo, o erro resultante,
eq ()= ,er (1)= (), ¢ minimizado através de um critério de desempenho de forma a

determinar os valores 6ptimos dos parametros do PID. Neste estudo, adoptou-se como critério

a minimizagio do integral do erro quadratico (ISE?), o qual é definido da seguinte forma:

2
Integral square error
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© 2
J(K,T,.,Td)zjo [9(6) =Yy (1) ]t (5.42)
onde (K, 7;,T,) sdo os parametros do controlador a serem optimizados.

Contudo, pode-se tentar usar outros critérios de desempenho 6ptimos, tais como o integral
do erro absoluto (IAE®), o integral do erro absoluto multiplicado pelo tempo (ITAE?), ou o

integral do quadrado do erro multiplicado pelo tempo (ISTE?). Estes indices sdo dados pelas

expressoes:
HAE = [ "[eg(0]ds (5:43)
ITAE = [ "t Je, (0t (5.44)
o 2
ISTE = J'O [t-leg (o) di (5.45)

As simulagdes efectuadas revelam que a adopg¢do de qualquer um destes indices
alternativos (IAE, ITAE ou ISTE) produzem resultados muito similares aos obtidos através do
indice adoptado (ISE). Todavia, a selec¢do do melhor critério ¢ um assunto que deve ser

tratado de uma forma mais aprofundada e, portanto, serd alvo de estudo em trabalhos futuros.

Tomando isto em consideragdo, o projecto do controlador PID pode ser formulado como

um problema de optimizagdo com restrigdes, isto é:

minimizar J(K,T.,T;) sujeito a: (K,T.,7,)>0
K.T.T, ( i d) i) ( i d) (546)

Ou de outra forma, a sintonia do controlador PID consiste na procura dos valores 6ptimos
dos parametros (K T, T, d) que minimizam o indice J (K 1, Ty ) , enquanto se garante a
estabilidade do sistema em malha fechada e que os parametros do controlador sejam positivos.

Para a minimizagdo do indice de desempenho (5.42), com as restricdes definidas em (5.46),

utilizaram-se as fungdes da biblioteca de optimizagao do MATLAB.

3 Integral absolute error
* Integral time absolute error
> Integral square time error
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5.4 Aplicacdo da  Metodologia Proposta: Exemplos

Ilustrativos

Nesta seccao aplica-se o0 método de sintonia proposto a varios tipos de processos, 0s quais sao

frequentemente encontrados nos sistemas de controlo industriais.

Em primeiro lugar, considera-se os processos definidos por funcdes de transferéncia de

sistemas de segunda (n = 2), terceira (n =3), e quarta ordem (n =4), ou seja:

Gy (s)= , n=2,3,4 (5.47)

(s+1)n

Tabela 5. 1: ParAmetros do controlador PID, (K, 1,1, ), para 0s processos Gpn (S) = 1/(s + l)n s

n=2,3,4. As especificacdes do sistema sdo oo =1,5 e ®, =0,6 rad/s.

n K T; 1,

2 0,4519 0,4452 1,0510
3 1,1562 1,0216 1,1034

4 1,6934 1,4227 1,5594

1.4 T
n=2
12F n=3 _
n=4
R Sy 7 AP —— > / —
= 08 -
=
0.6 B
0.4 B
0.2 B
O 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

t(s)

25 30 35 40

Figura 5. 12 — Respostas y, (t) ey, (t) aum degrau unitario aplicado na entrada de referéncia e na
entrada de perturbagido, respectivamente, do sistema em malha fechada com o controlador PID e para
Gpn (s) = 1/(S + l)n , n=2,3,4. As especificagdes desejadas sao o =1,5 (MF =45°) ¢
®, =0,6 rad/s.
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A Figura 5.12 mostra as respostas ao degrau unitario do sistema em malha fechada para os

processos G, (s) com o controlador PID sintonizado para as especificagdes de a=1,5

(MF=45°) ¢ @, =0,6 rad/s. Os parAmetros (K, T;, T, ) obtidos para o PID estdo listados na
Tabela 5.1.

Como se pode verificar, as respostas ao degrau unitario aplicado na entrada de referéncia,
v, (t), estdo muito proximas umas das outras, mesmo para o sistema de ordem superior

n=4. Mais precisamente, as respostas possuem uma sobreelonga¢do quase constante, isto €,
exibem uma propriedade de amortecimento constante. Por outro lado e, como esperado, as

respostas ao degrau unitario aplicado na entrada de perturbagéo, y, (t), sdo diferentes,

particularmente nas sobreelongagdes atingidas. Isto ¢ devido ao facto de o controlador PID

estar sintonizado para variagdes na entrada de referéncia.

A Figura 5.13 mostra os diagramas de Bode da amplitude e da fase do sistema em malha
aberta G.. (s)Gpn (s) com o controlador PID G, (s), para G, (s)zl/(s+1)n, n=2,3,4 ¢
com as especificacoes desejadas de (oc; (’%) = (1,5; 0,6 rad/s). O grafico revela que a curva da

fase ¢ quase constante em torno da frequéncia ao ganho unitario o, =0,6 rad/s, e que o

sistema possui uma margem de fase de aproximadamente MF =45°. No entanto, ¢ de
assinalar que esta propriedade (de fase constante) se verifica apenas num intervalo de

frequéncias limitado em torno da frequéncia ao ganho unitario ., conforme se pode ver
através dos diagramas de Bode.

Desta forma, ¢ de esperar que o sistema em malha fechada, com o controlador PID,
sintonizado pelo método proposto, seja robusto a variagcdes do ganho, exibindo respostas ao

degrau com uma sobreelongacdo quase constante, ou seja, possuindo uma propriedade de

amortecimento constante em torno de .. A obten¢do desta caracteristica desejada ¢

evidenciada através dos exemplos a seguir ilustrados.

No entanto, deve-se salientar que a obtencdo da propriedade de amortecimento constante

ira depender do tipo do processo G,(s) e das especificagdes (o; @, ) definidas para o

sistema, nomeadamente a margem de fase MF desejada e a frequéncia ao ganho unitério o,

para a qual ela ocorre.
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Amplitude (dB)
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Figura 5. 13 — Diagramas de Bode da amplitude e da fase do sistema em malha aberta com o
controlador PID, para Gpn (S) = 1/(s + l)n , n=2,3,4. As especificagdes desejadas sdo a=1,5

(MF =45°) e o, =0,6 rad/s. Para efeitos de comparagdo ¢ também mostrada a curva do integrador

de ordem fraccionaria ideal correspondente, que ¢ dado por (O, 6/ j(x))l’5 .

De forma a ilustrar mais claramente a eficacia do método proposto, de seguida analisa-se

as respostas ao degrau do sistema para diferentes especificagcdes de (OL; coc), considerando
ainda o mesmo processo G ;3 (s) Assim, a Figura 5.14a) mostra a evolug¢ao das respostas ao

degrau para varios valores da frequéncia ao ganho unitario ®, :{0,5; 0,75; 1} rad/s
considerando uma ordem (ou margem de fase) constante de o =4/3 (ou MF =60°).

Alternativamente, a Figura 5.14b) mostra as respostas ao degrau para MF = {300; 45°; 60"} e

o, =1 rad/s. Os parametros (K, T;,T;) obtidos para o controlador PID estdo listados na

Tabela 5.2.

Analisando as respostas, verifica-se que ao variar a frequéncia ao ganho unitario ®,,

mantendo a ordem o constante, obtém-se diferentes tempos de subida (i.e., diferentes
frequéncias naturais) da resposta de saida, mas com a mesma sobreelongagdo, ou seja, um
sistema de amortecimento constante. Por outro lado, considerando uma frequéncia ao ganho

unitario o, fixa, e variando a ordem o, obtém-se diferentes sobreelongagdes na resposta de

saida, mas com um tempo de subida aproximadamente constante.



SINTONIA DE CONTROLADORES PID ROBUSTOS 175

Tabela 5. 2: Parametros do controlador PID, (K 1, Ty ), para o processo Gp3 (S)

MF K T; T, J
o, = 1 rad/s
30° (o =5/3) 2,6762 1,0139 0,7097 0,0189
45° (o =3/2) 2,7264 1,1914 0,8392 0,0098
60° (o = 4/3) 2,6479 1,4067 0,9970 0,0078
o, (rad/s) K T; T, J

MF = 60° (o = 4/3)

1 2,6479 1,4067 0,9970 0,0078
0,75 1,8271 1,3977 1,0241 0,0109
0,5 1,0232 1,2889 1,2044 0,0257
1.4 T T T T T T T T T
1.2 e B
1k 27 P - = - T~

0.4 a) 1
02 /7 0 =T .
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t(s)
1.5 T T T T T T T T T
_— MF=30°  MF=4s°
T
1+ ’ \ \ 5\‘;‘ il e T LT
> ) MF=60°
05 | b
b)
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t(s)

Figura 5. 14 — Respostas ao degrau unitario do sistema em malha fechada com o controlador PID,
sintonizado pelo método proposto, para Gp3 (S) = 1/ (s + 1)3 , com as especificagdes: a) MF =60° e
o, = {0,5; 0,75; 1} rad/s, b) ®, =1 rad/se MF = {30°; 45°; 600}.
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Deste modo, através da metodologia proposta, pode-se moldar a resposta de saida do

sistema, proxima da resposta desejada, variando simplesmente os parametros de referéncia da
sintonia (o; ©, ).

De seguida testa-se a robustez do sistema a variagdes do ganho. Para isso, o controlador
PID ¢ sintonizado, através do método proposto, para diferentes especificacdes de (oc; coc), e
tomando em consideracdo variagdes do ganho do sistema em torno do seu valor nominal
(K » =1), correspondendo a valores de K » :{0,6; 0,8;1;1,2; 1,4}. Por outras palavras, ¢
permitida uma variagdo do ganho K, até £40% do seu valor nominal. Nas Figuras 5.15 e
5.16 estdo ilustradas as respostas ao degrau unitario e os respectivos diagramas de Bode da

fase do sistema compensado com G ;3 (s) = 1/(s + 1)3 , para a=3/2 (MF=45°) e

o, =0,8 rad/s, e com G 4 (s) :1/(s+1)4, para o =4/3 (MF=60°) e w.=0,5 rad/s.

Fase (%)

-250 b

-300 ]  — .

1.4

1.2 b

0.8*‘ \ l b

y,(0

K =0,6
06 P i
04F .
0.2 i
0 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

t(s)

Figura 5. 15 — Diagrama de Bode da fase e resposta ao degrau unitario, y,. (t) , do sistema em malha

fechada com o controlador PID, sintonizado pelo método proposto, para Gp3 (S) = 1/ (S + 1)3 e

a=3/2 (MF =45°), ®.=0,8 rad/s. Os pardmetros obtidos para o PID sio K =1,9158,
T; =1,1407 e T; = 0,9040.
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Figura 5. 16 — Diagrama de Bode da fase e resposta ao degrau unitario, y,. (t), do sistema em malha

fechada com o controlador PID, sintonizado pelo método proposto, para Gp 4 (S) = 1/ (s + 1)4 e
a=4/3 (MF=60°), ®,=0,5 rad/s. Os pardmetros obtidos para o PID sio K =1,3774,
1, =1,7030 ¢ T, =1,7187.

Em ambas os casos, obtém-se a propriedade desejada de o sistema possuir um

amortecimento constante, o qual corresponde as especificagdes pré-definidas para os valores

de (OL; c)c), conforme se observa através do diagrama de Bode da fase.

De facto, as respostas ao degrau possuem uma sobreelongacdo quase constante (variando

apenas a frequéncia natural do sistema) independentemente da variagdo do ganho K, do

processo, em torno da frequéncia ao ganho unitario ®,.

Mais uma vez, as observacdes anteriores levam a conclusdo que o controlador PID,
sintonizado através do método proposto, € robusto a variagdes do ganho possuindo uma

propriedade de amortecimento constante em torno da frequéncia ao ganho unitario.

O facto de uma grande parte dos processos apresentarem uma resposta em degrau do tipo
mondtona crescente (a chamada curva em forma de S) foi observado pela primeira vez por
Ziegler and Nichols (Z-N) no inicio da década de quarenta (Astrém, 1995). Esta curva pode

ser obtida a partir de dados experimentais ou simplesmente através da simulagdo do processo.
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A forma em § da curva € caracteristico de sistemas de ordem superior e, consequentemente,

tais fungdes de transferéncia do processo, podem ser aproximadas por uma func¢do do tipo:

—Ls
:er

C (S) Ts+1

, K,.t,L>0 (5.48)

a qual corresponde a um sistema de primeira ordem, com uma constante de tempo T € um

ganho estatico K,, em série com um atraso de transporte puro L. Este tipo de fun¢ao de

P
transferéncia ¢ normalmente designado apenas como modelo de primeira ordem com atraso
de transporte (FOPDT). E usual a derivagdo de formulas para o projecto de controladores PID
a partir do modelo FOPDT, dado que frequentemente fornece uma boa aproximagdo das
funcdes de transferéncia de processos, com excepgdo para os sistemas integrativos ou com
polos ressonantes. Aplica-se, de seguida, o método de sintonia proposto a este tipo de

sistemas.

Para tomar em consideragdo o tempo de atraso do modelo FOPDT, o sistema de referéncia

fraccionario T (s) (expressdo 5.7) ¢ modificado para a seguinte forma:

e—Ls
T(s)=———, a.L>0

s ) B (5.49)
0]

c

Como exemplo, considere-se uma fun¢do de transferéncia de um sistema de ordem oito
(supostamente desconhecida):
1

G (5)= (1) (5.50)

A aproximacao ao processo (5.50), a uma func¢do do tipo (5.48), é aqui obtida através da

aplicagdo do método dos minimos quadrados entre as respostas ao degrau do processo

G,y (s) ¢ do modelo FOPDT G, (s). Os pardmetros obtidos sio K,=1, 1=3,38s ¢

L =4,95s. Assim, a funcdo estimada épb (s) obtida ¢ dada por:

Py

4955
Go(s)=2
»(5) 3.385+1

(5.51)
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A Figura 5.17 mostra as respostas ao degrau do sistema em malha fechada com o

controlador PID, sintonizado de acordo com o método proposto, para a aproximagao do

modelo FOPDT pr (s) (5.51). Os parametros (K , L, T d) obtidos para o PID encontram-se

listados na Tabela 5.3. A Figura 5.17a) ilustra a evolugao das respostas ao degrau a medida

que se varia a frequéncia ao ganho unitario ®, = {0,15; 0,20; 0,25} rad/s para um valor fixo
da ordem (ou margem de fase) a=3/2 (ou MF =45°). Alternativamente, a Figura 5.17b)

mostra as respostas ao degrau para MF = {30", 45°, 60"} e o, =0,25 rad/s.

Como seria de esperar, para o primeiro caso, obtém-se respostas cada vez mais lentas (i.e.,

maiores tempos de subida) a medida que se diminui a frequéncia ao ganho unitario ®,., mas

co
mantendo-se a mesma sobreelonga¢do. Do mesmo modo, para o segundo caso, obtém-se
sobreelongacdes decrescentes a medida que aumentamos a margem de fase MF (i.e., para

valores decrescentes da ordem o), mas com uma velocidade de resposta de saida

aproximadamente constante, ou seja, praticamente com o mesmo tempo de subida.

Os resultados atras referidos revelam que a metodologia proposta produz bons resultados

apesar dos parametros do controlador PID serem derivados a partir do modelo de

aproximacdo FOPDT pr (s) Deve-se realcar que o método proposto poderia ser aplicado

directamente a fungdo de transferéncia do processo G, (s) se esta fosse suposta conhecida.

Tabela 5. 3: Parametros do controlador PID, (K 1, Ty ), para o processo épb (S)

MF (°) K T; T, J

o, =0,25 rad/s

30° (o =5/3) 0,4721 2,5620 0 0,0584

45° (a.=3/2) 0,4824 3,0731 0,0349 0,0397

60° (o0 = 4/3) 0,4974 3,4895 0,4419 0,0392
o, (rad/s) K T; 1, J

MF = 45° (o = 3/2)
0,15 0,1158 0,9407 1,9900  0,1281
0,20 0,3091 2,1457 0,1165  0,0539

0,25 0,4824 3,0731 0,0349 0,0397
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Figura 5. 17 — Respostas ao degrau unitario do sistema em malha fechada com o controlador PID,
sintonizado através do método proposto, para G, (s) , com as especificagdes: a) MF =45° e

o, =1{0,15;0,20; 0,25} rad/s, b) o, =0,25 rad/se MF = {30", 45°, 60"}.

A seguir faz-se uma comparacdo entre a metodologia proposta e outros métodos de
sintonia 6ptima de controladores PID. Pretende-se, deste modo, ilustrar a sua eficacia face a
outras técnicas ja existentes. Para isso, considere-se o sistema de segunda ordem com um

atraso de transporte elevado (Zhuang e Atherton, 1993):

1.2¢7'%
55+1)(2.55+1)

Gpc(s):( (5.52)

Assim, para o processo (5.52), o controlador PID ¢ sintonizado de acordo com trés
métodos diferentes, nomeadamente através das heuristicas de Z-N (Astrom, 1995; Basilio e
Matos, 2002), pelo método proposto e pelo método de sintonia 6ptimo dado por Zhuang e
Atherton (1993). Na verdade, estes ultimos autores propdem vdarias formulas de sintonia
optima do controlador PID usando diferentes critérios de desempenho baseados na
minimizagdo de um integral. De facto, Zhuang e Atherton (1993) consideram a seguinte

forma geral dos critérios de desempenho 6ptimos:

t e Gt (5.53)

0'—;8
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em que e(e,t) designa o sinal de erro que entra no PID e 0 o conjunto dos parametros do

PID, os quais podem ser determinados minimizando o integral J, (8) Sao considerados trés

valores para n, ou seja, n=0,1, 2, correspondentes a trés critérios dptimos diferentes. Assim,
para n =0, obtém-se o critério do integral do erro quadratico (ISE); para n=1, o critério do
integral quadratico do tempo multiplicado pelo erro (ISTE); e para n=2, o critério do

integral quadratico do tempo ao quadrado multiplicado pelo erro (IST?E®). Ainda de acordo

com a estrutura do sistema ilustrado na Figura 5.10, a sintonia pode ser feita para variagdes na

entrada de referéncia r(t) ou para variagdes na entrada de perturbagao p(t). Neste exemplo
adopta-se o critério de desempenho Optimo ISTE para variagdes na entrada de referéncia
r(t).

Desta forma, se o processo pode ser representado pelo modelo FOPDT (5.48), os
parametros do controlador PID, (K T, T, d), podem ser determinados usando as expressdes

(Zhuang e Atherton, 1993):

X :i(éjbl (5.54)
Kp T
T
by
T, = a3{£j (5.56)
T

Os coeficientes (a- b~), i=1,2,3, das formulas (5.54)—(5.56), estdo definidos na Tabela

1271

5.4 para diferentes razdes de L/t.

Tabela 5. 4: Coeficientes (ai, b; ), i=1,2,3, do critério ISTE, para varia¢0es na entrada de

referéncia r ( t) .

L/T al bl (12 b2 (13 b3

0,1-1,0 1,042 -0,897 0,987 -0,238 0,385 0,906

1,1-2,0 1,142  -0,579 0,919 -0,172 0,384 0,839

% Integral squared time-squared weighted error
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A Figura 5.18 mostra as respostas ao degrau do sistema em malha fechada com G, (s) e
para o PID sintonizado através dos trés métodos referidos, ou seja, o método proposto, o
método Optimo ISTE e o método de Z-N classico. Para ilustrar a resposta do sistema a

variagdes na entrada de perturbacio p(t), ¢ introduzida uma perturbacdo em degrau de
amplitude p(r—t))=0,5 para 7, =100 s. A Tabela 5.5 lista os pardmetros do PID,
(K,Ti,Td), para os trés métodos (Z-N, ISTE e Proposto), assim como as especificagdes

temporais do tempo de subida 7., tempo de estabelecimento 7, e sobreelongacdo percentual

%0S . A sintonia do controlador PID, para o método proposto, ¢ obtida para as
especificagdes de (a;m,)=(1,11;0,25), as quais correspondem a uma margem de fase
MF =80°.

Tabela 5. 5: Pardmetros do PID, (K, 1,1, ), e especificagdes temporais, (T T %OS), do

ro>os?

sistema compensado com G, (S)

Método K T; T, T, T, %0S

Z-N 0,771 16,310 4,077 16,50 91,26 10,58
ISTE 0,655 10,370 4,105 17,69 55,15 8,00

Proposto | 0,6214  9,4645  4,3376 17,96 55,44 6,45

1.4 T

1.2+ Proposto ]

y(®)

80 100 120 140 160 180 200
t(s)

Figura 5. 18 — Respostas ao degrau r (t) e a perturbagdo p (t) do sistema em malha fechada com o
controlador PID sintonizado de acordo com as heuristicas de Z-N, o critério ISTE e o método proposto

para G, (s) As especificagdes do sistema (para o método proposto) sio MF =80° e

®, =0,25 rads.

7 Overshoot percentual
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Os resultados mostram que as heuristicas de Z-N fornecem sobreelongagdes relativamente
elevadas (e, em particular, subelongacdes) que podem ser indesejaveis para o sistema. Por
outro lado, tanto o método proposto como o critério ISTE fornecem bons resultados, com

sobreelongagdes admissiveis e tempos de estabelecimento pequenos. Isto verifica-se tanto

para variagdes na entrada de referéncia r(t) como para variagdes na entrada de perturbacao
p(t). De notar ainda que a metodologia proposta fornece o sistema menos oscilatorio tanto

para r(¢) como para p(z), isto é, obtém-se um melhor seguimento da referéncia e uma

rejeicdo maior a perturbagdes. Mais ainda, com este método ¢ possivel sintonizar o PID de

forma a obter uma resposta de saida desejada simplesmente através do ajuste dos parametros

de referéncia do modelo fraccionario (o @, ).

A comparagdo entre o método proposto € o de Z-N ndo ¢ totalmente “honesta”, dado que a
nova abordagem requer o conhecimento do modelo do processo e impde um peso
computacional significativo, enquanto que as heuristicas de Z-N ndo necessitam de nenhuma
destas duas coisas. O interesse do Z-N reside exactamente neste facto, pois pode ser aplicado
a processos com fungdes de transferéncia completamente desconhecidas, sem quaisquer
calculos mais complexos do que aqueles feitos com o uso do papel e lapis. Todavia, as suas
desvantagens sao 6bvias e novos métodos devem ser desenvolvidos para se obterem respostas
mais satisfatorias. A sua inclusdo nesta comparagdo justifica-se pelo facto de, actualmente,
ainda ser um dos métodos de sintonia mais utilizados na industria, devido essencialmente a
sua simplicidade ¢ a obtencao de resultados satisfatorios para grande parte dos sistemas de

controlo de processos.

Resumindo, a estratégia proposta ¢ capaz de produzir resultados idénticos ou superiores
relativamente a outras técnicas de sintonia existentes, com a vantagem de produzir uma
resposta de saida préxima de um modelo de referéncia desejado. Mais ainda, os sistemas em
malha fechada, sintonizados pelo método proposto, sdo robustos a variagdes do ganho

exibindo respostas ao degrau com uma propriedade de amortecimento constante.



184 ANALISE DINAMICA E CONTROLO DE SISTEMAS DE ORDEM FRACCIONARIA

5.5 Conclusoes

Neste capitulo foi apresentada uma nova estratégia para a sintonia de controladores PID. O
método proposto ¢ baseado na aplicagdo de conceitos bdsicos associados ao controlo de
sistemas de ordem fracciondria. Assim, dadas as especificacdes de um integrador de ordem
fraccionario (e, /s)” (designada de fungdo de transferéncia ideal de Bode), ou seja, (o o, )
em que o, representa a frequéncia ao ganho unitario e o o declive a essa frequéncia (i.e., a
margem de fase MF desejada), € possivel, através da minimizagao do critério de desempenho
do integral do erro quadratico (ISE) entre as respostas ao degrau dos dois sistemas (o sistema
de referéncia e o actual com o controlador PID), assegurar que a fase em torno de ®, € quase
constante. Deste modo, obtém-se sistemas em malha fechada mais robustos a varia¢des do
ganho com respostas ao degrau exibindo uma sobreelongagdo quase constante, isto €, a
propriedade de um amortecimento constante.

Sao também apresentadas as principais caracteristicas, nos tempos e nas frequéncias, do
sistema de controlo de ordem fraccionaria que ¢ utilizado como sistema de referéncia para a
sintonia do controlador PID. Nesta perspectiva, sdo derivadas diversas expressdes uteis
(algumas das quais originais) para caracterizar tanto a resposta nos tempos como a resposta
nas frequéncias do referido sistema de referéncia. A metodologia proposta ¢ aplicada a varios

exemplos ilustrativos que demonstram a sua eficiéncia e aplicabilidade.

De referir que, embora o sistema em malha fechada, com o controlador PID, seja um
sistema de ordem inteira, este pode ser manipulado de forma a apresentar uma dinamica
fraccionaria (apesar desta se verificar somente para um intervalo limitado nas frequéncias).
Este facto abre um novo ponto de vista sobre a sintonia de controladores PID que,
eventualmente, permitird o desenvolvimento de heuristicas mais robustas, assim como o
estabelecimento de um esquema de sintonia comum para os sistemas de ordem inteira e de

ordem fracciondria.

As simulagdes realizadas mostram que a ordem o ¢ mais facil de seleccionar enquanto
que a escolha da frequéncia ®, pode-se revelar mais problematica. Para se conseguir um bom
desempenho, ®, deve tomar um valor o mais elevado possivel. Contudo, se . for

demasiado elevado, torna-se dificil a obtencdo dos parametros do controlador PID, que

tornam o sistema compensado proximo do sistema de referéncia fraccionario. Portanto, deve-

se tentar estabelecer um compromisso entre os parametros de referéncia (oc; (oc) para a
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sintonia do PID. De facto, alguns tipos de processos sdao dificilmente aproximados pelo
sistema de referéncia com a funcao de transferéncia ideal de Bode. Neste caso, nao interessa o
quanto optimizado estd o PID, simplesmente torna-se dificil (sendo impossivel) aproxima-lo
ao sistema de referéncia. Isto ¢ devido ao facto de o controlador PID possuir uma estrutura
fixa que, de certa forma, limita o conjunto de possibilidades de ajuste da fungdo de
transferéncia em malha aberta do sistema compensado (conhecido da terminologia Inglesa

como “loop shaping”).

Tomando estas ideias em consideracdo, a utilizacdo de um controlador PID fraccionario

(FrPID) (referido no Capitulo 2), o qual possui mais dois graus de liberdade (i.e., as ordens

fracciondrias (k, u)) que o PID cléssico, pode revelar-se mais interessante e de grande

utilidade pratica. O uso de tais controladores FrPID pode ser objecto de analise de uma futura
investigacdo, estendendo, deste modo, o estudo realizado neste capitulo. Todavia, outros

desenvolvimentos podem ser efectuados, tais como:

= Realizar uma analise mais sistematica do estudo aqui apresentado que, por exemplo,

leve ao estabelecimento de expressdes analiticas para os ganhos (K,Tl.,Td) do

controlador PID em fun¢do dos pardmetros de sintonizagdo (oc; u)c), assim como a

definicao do seu dominio de aplicabilidade;

= Adoptar a metodologia proposta a outros tipos de processos, incluindo sistemas de

fase nao minima.

O objectivo do estudo aqui realizado ¢ o de analisar sistemas de ordem inteira e, em
particular, sistemas compensados que utilizem o controlador PID. Assim, adoptou-se uma
perspectiva de aplicacdo da teoria das derivadas e integrais fraccionarios ao controlo
automatico de sistemas inteiros. Todavia, a perspectiva inversa, isto ¢, a analise de sistemas
fraccionarios através de sistemas de ordem inteira, ¢ também uma hipodtese valida. Neste caso,
¢ interessante verificar que embora o sistema em malha fechada, com o controlador PID, seja
um sistema de ordem inteira pode, contudo, ser analisado como sendo de ordem fraccionaria
(apesar de a dinamica fracciondria se verificar apenas sobre uma faixa limitada de
frequéncias). Como se demonstra, este facto pode (e deve) ser utilizado com vantagens para a

analise e controlo de sistemas.






Capitulo

Conclusoes e Perspectivas de Evolucao

Futura

NESTE capitulo estabelecem-se as principais conclusdes, contribuigdes e perspectivas de
evolugdo futura do trabalho formuladas no ambito desta dissertagdo. Nesta perspectiva,
a seccao 6.1 discute os resultados obtidos e indica as principais conclusdes do trabalho
realizado. De seguida, a sec¢do 6.2 aponta as principais contribui¢des da tese para a andlise e
controlo de sistemas e, por ultimo, a sec¢do 6.3 endereca varias linhas de investigacdo futura

do trabalho.

6.1 Discussao dos Resultados e Conclusoes

A discussao dos resultados e as conclusdes aqui estabelecidas sao relativas aos seguintes trés

pontos:
e Anadlise de sistemas com folga dindmica e do oscilador de Van der Pol fraccionario;
e Desenvolvimento de aproximacdes digitais racionais aos operadores fracciondrios;

e Sintonia de controladores PID robustos.
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6.1.1 Analise de Sistemas com Folga Dinamica e do Oscilador de Van

der Pol Fraccionario

Nos anos mais recentes, tem sido dedicada uma atengdo especial aos sistemas nao lineares e,
em particular, aos sistemas cadticos, devido ao facto de estes representarem o comportamento

da maioria dos fendmenos complexos naturais.

Assim, no capitulo 3 sdo analisados dois tipos de sistemas ndo lineares numa perspectiva

da aplicacao da teoria do calculo fraccionario:
1. Sistemas com folga e impactos;

2. Oscilador de Van der Pol fraccionario.

No primeiro ponto analisam-se sistemas com folga e impactos baseado na fungdo
descritiva (FD). Para isso, estudou-se um sistema mecanico composto por duas massas que
sdo sujeitas a folga dinamica (i.e., folga mais fenomeno dos impactos). As experiéncias
realizadas mostraram que os resultados obtidos podem diferir significativamente dos gerados
através da adop¢ao do modelo cléssico da folga estatica (i.e., sem a inclusdo do fendmeno dos
impactos). Este facto sugere que se deve incluir o efeito dos impactos na analise deste tipo de
sistemas, seja para a obtengdo de um modelo mais preciso, seja para a realizacdo de um
controlo mais eficiente do sistema. Os resultados revelam ainda que estes sistemas podem
apresentar fendémenos complexos, tais como a duplicacdo peridodica ou mesmo o caos.
Verifica-se que estas caracteristicas podem ser parametrizadas através dos graficos da FD do
sistema nao linear. A aplicabilidade e precisao do método da FD ¢ testado usando
controladores PID. Mostrou-se que a precisao da previsdo dos ciclos limite, nomeadamente da
sua amplitude e frequéncia, ¢ muito aceitavel. Este facto valida a aplicacdo do método,
mesmo na presenca de caracteristicas intrinsecas fortes que, doutro modo, seriam dificeis de

analisar aplicando outras abordagens ao problema.

Os resultados obtidos incentivam a continuacao do estudo de sistemas nao lineares numa
perspectiva similar a realizada neste estudo e, consequentemente, também a analise da
predi¢do de ciclos limite. Os trabalhos podem levar ao desenvolvimento de algoritmos de

controlo e a esquemas de compensacao capazes de melhorar o desempenho do sistema.

Por outro lado, o estudo dos osciladores ndo lineares tem desempenhado um papel muito

importante no desenvolvimento da teoria dos sistemas dindmicos. O oscilador de Van der Pol
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(VPO) representa um sistema nao linear com um comportamento peculiar e que surge

naturalmente em varios dominios.

Deste modo, no segundo ponto propde-se uma versdo generalizada do VPO cléssico
através da introdugdo de uma derivada fracciondria nas equacdes de estado que descrevem a
sua dinamica. O sistema do Van der Pol fracciondrio (FrVPO) resultante apresenta
caracteristicas bastante diferentes das geradas pelo VPO cléssico, que dependem da ordem o
da derivada fraccionaria. De facto, com o sistema FrVPO podem-se distinguir diversos
comportamentos que vao desde os regimes de oscilador at¢é um comportamento de ndo

oscilador.

Constata-se que a introducdo de uma derivada de ordem fracciondria na formulacdo de
espago de estados do VPO classico revela algumas caracteristicas interessantes que sao mais
“visiveis” no dominio das frequéncias. Alias, para uma caracterizagdo global do sistema,
verifica-se que se torna essencial a andlise através das duas perspectivas (tempos e
frequéncias). Mais ainda, com o sistema FrVPO obtém-se diferentes regimes da saida (em
contraste com o VPO inteiro) que podem ser uteis para uma melhor compreensdo e controlo

deste tipo de sistemas.

6.1.2 Desenvolvimento de Aproximagoes Digitais Racionais aos

Operadores Fraccionarios

Os sistemas de ordem fraccionaria sao caracterizados por equagdes integro-diferenciais de
ordem ndo inteira (ou fracciondria), definidas no dominio dos tempos através do operador
fraccionario ,D;, o € R. Normalmente, para a analise e projecto de sistemas de controlo
adopta-se o dominio das frequéncias (i.e., na variavel s de Laplace). A definicdo do operador
fraccionario neste plano é dada por uma func¢do do tipo s*, o € R. Podem-se citar vérios
exemplos de sistemas (por exemplo, o controlador CRONE e o controlador PID fraccionario)
onde o operador s* ¢ o seu elemento fundamental. Deste modo, a principal questio envolvida
na implementagdo digital de um controlo de ordem fraccionaria consiste na discretizagdo da
fungdo s*. Nesta perspectiva, o capitulo 4 propde uma nova abordagem para a obtengdo de
fungdes racionais discretas (filtros IIR) que aproximam os integradores e diferenciadores de

ordem fraccionaria. A estratégia proposta adopta as técnicas de modelagdo de sinais
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deterministicos aplicadas ao desenvolvimento por PSE dos equivalentes discretos dos
operadores fraccionarios. Assim, sao desenvolvidos os métodos de Padé, de Prony e de
Shanks, as quais requerem somente a resolucdo de um sistema de equagdes lineares. No
entanto, salienta-se que estas técnicas fornecem solucdes suboptimas para o problema de
modelacdo do sinal e, consequentemente, sdo diferentes da “verdadeira” solugdo obtida pela
aplicacdo (directa) do método dos minimos quadrados (i.e., solu¢do Optima), a qual possui a
desvantagem de requerer a resolucdo de um sistema de equagdes ndo lineares.

As técnicas propostas geram fungdes racionais com um bom desempenho, tanto no
dominio das frequéncias como no dominio dos tempos. Mais ainda, as fung¢des racionais
obtidas sdo causais, estaveis e de fase minima, o que as torna indicadas para uma analise por
transformada dos Z e para implementag¢do digital em tempo real. Sdo apresentados varios
exemplos ilustrativos que demonstram a eficdcia das técnicas adoptadas e revelam que as
aproximacodes racionais geradas possuem um desempenho idéntico ou superior face a outros
métodos actualmente existentes, nomeadamente ao extensivamente usado método de CFE. As
aproximacdes resultantes sdo testadas no calculo de diversas funcdes temporais, e sdo
comparadas com as respectivas expressoes analiticas. Os resultados obtidos mostram uma boa
concordancia entre as curvas analiticas e as aproximadas, abrangendo um intervalo de tempo
longo, para o caso de funcdes ndo periddicas, e uma precisao elevada (as curvas sdo
praticamente coincidentes) no caso de fungdes periddicas, mesmo quando se adoptam

frequéncias baixas.

6.1.3 Sintonia de Controladores PID Robustos

O controlador PID é, sem duvida, a forma de controlo mais utilizada em sistemas de controlo
industriais. Assim, o proposito do capitulo 5 foi o de tentar estabelecer técnicas de sintonia
melhoradas com vista a alargar o seu campo de aplicacdo, tanto para o controlo de sistemas de
ordem inteira como para o controlo de sistemas de ordem fracciondria. Deste modo, foi
proposta uma metodologia de sintonia de controladores PID que fornece respostas temporais
do sistema compensado com uma sobreelongacao quase constante, definida previamente
como uma das especificagdes do sistema. As especificacdes sdo dadas através da frequéncia
ao ganho unitario e do declive, a essa frequéncia, de um integrador de ordem fraccionario

(designado como fungdo de transferéncia ideal de Bode). O método proposto consiste na
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minimizacdo do integral do erro quadratico entre as respostas ao degrau de um sistema de
referéncia, com a funcdo de transferéncia ideal de Bode em malha aberta, ¢ o sistema
compensado com o controlador PID. Verifica-se que os sistemas compensados, sintonizados
por este método, tornam-se robustos a varia¢cdes do ganho exibindo respostas ao degrau com

uma propriedade de um amortecimento constante.

A estratégia proposta foi aplicada a diversos tipo de processos que demonstram a sua
eficacia e aplicabilidade. Mais ainda, a nova estratégia foi comparada com outros métodos,
chegando-se a conclusdo que ela produz resultados idénticos ou superiores relativamente a
outras técnicas de sintonia existentes, com a vantagem de gerar uma resposta temporal de
saida proxima de um modelo de referéncia desejado. De referir que o estudo realizado analisa
sistemas de ordem inteira e, em particular, sistemas compensados que utilizam o controlador
PID, adoptando a perspectiva de aplicagdo da teoria do célculo fracciondrio ao controlo
automatico de sistemas. Neste caso, ¢ interessante verificar que, embora o sistema em malha
fechada, com o controlador PID, seja um sistema de ordem inteira pode, contudo, ser
manipulado e, consequentemente, pode ser analisado, como sendo de ordem fraccionaria
(apesar de a dinadmica fracciondria se verificar apenas sobre uma faixa limitada de
frequéncias). Assim, demonstra-se que os conceitos basicos associados a teoria do controlo
fracciondrio podem (e devem) ser utilizados com vantagens para a andlise e controlo de

sistemas (inteiros ou fraccionarios).

6.2 Contribuic¢oes da Tese

As principais contribuigdes desta tese de dissertacdo podem ser resumidas aos seguintes

pontos:

e Fornecimento de uma andlise dinamica de sistemas com folga dindmica, através da

func¢ao descritiva;

e Proposta uma nova forma para o oscilador de Van der Pol, introduzindo uma derivada
fracciondria na formulacao do espaco de estados das equagdes dindmicas. O sistema
FrVPO apresenta resultados interessantes (diferentes do classico VPO) que podem ser
usados para a defini¢do de um modelo melhor adaptado a certos fendémenos naturais e,

assim, para um melhor entendimento e controlo deste tipo de sistemas;
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e Utilizacdo dos métodos de modelagdo de sinal (Padé¢, Prony e Shanks) para o projecto
de integradores e diferenciadores de ordem fraccionaria através de fungdes racionais
discretas (filtros IIR) causais, estaveis e de fase minima, adequadas para uma analise
por transformada dos Z e para uma implementag¢do digital. As técnicas adoptadas
revelam um bom desempenho, fornecendo aproximacgdes racionais superiores as

geradas por outros métodos usualmente utilizados para o mesmo efeito;

e Desenvolvimento de um novo método, que constitui uma alternativa eficiente as
técnicas de modelacao de sinais deterministicos, baseado no algoritmo de identificacio
de sistemas pelos minimos quadrados. Verifica-se que este algoritmo gera as mesmas
aproximacdes que o método de Prony, com a vantagem de se obter, num sd passo, a

fungdo racional desejada;

e Realizacdo pratica de controladores discretos fraccionarios com um melhor

desempenho usando as técnicas de modelagdo de sinal propostas;

e Apresentacdo de uma nova estratégia para a sintonia de controladores PID robustos. O
método proposto baseia-se num sistema de referéncia com a funcdo de transferéncia
ideal de Bode em malha aberta. Assim, através das especificagdes ((1; ooc) de um
integrador fraccionario e da utilizagao de um critério de desempenho, ¢ possivel obter
sistemas compensados mais robustos a variagdes do ganho, exibindo respostas ao

degrau com uma propriedade de amortecimento constante.

e Estabelecimento de diversas expressdes uteis (algumas das quais originais), na forma
de fungdes polinomiais ou de fungdes racionais, para a caracterizagdo, tanto no
dominio dos tempos como no dominio das frequéncias, do sistema de referéncia com
uma fun¢do de transferéncia fraccionaria (designada por fun¢do de relaxagdo-
oscila¢do), a qual possui um denominador com uma fung¢do do tipo (sOL +K ), para

l<a<?2.

6.3 Perspectivas de Evolucio Futura

Apbs a realizagdo desta tese de dissertagdo, podem estabelecer-se varias linhas de

investigacao futura do trabalho, de entre as quais se enumeram as seguintes:
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No capitulo 3 aplicou-se o0 método da FD a um sistema de controlo ndo linear usando
um controlador PID. Assim, considera-se que a introdugdo de um controlador PID
fracciondrio (ver capitulo 2) que, apresentando uma flexibilidade superior a do PID
tradicional, pode levar a um melhor desempenho do sistema. Em particular, pode
evitar a intersec¢ao das curvas no plano de Nyquist e, deste modo, eliminar a oscilacao

de saida que, normalmente, ndo ¢ desejavel.

Também no capitulo 3 verificou-se que o grau de liberdade adicional introduzido pela
ordem o no sistema FrVPO tem uma influéncia significativa na sua dindmica, a qual
merece uma investigacdo mais aprofundada para clarificar as suas implicagdes,

nomeadamente:

» Analisar a influéncia da ordem o para um intervalo mais alargado do
parametro de controlo 3, tanto para o dominio das frequéncias como para o

dominio dos tempos;

» Estudo do sistema FrVPO para valores da ordem fraccionaria o > I;

» Estender o estudo apresentado para o caso do oscilador de Van der Pol for¢ado

fraccionario, o qual pode revelar resultados mais interessantes.

O capitulo 4 mostrou que as técnicas de modelagdo de sinal podem fornecer
aproximacdes racionais com bom desempenho ¢ mesmo aproximagdes superiores que
as geradas por outros métodos, nomeadamente que a técnica de CFE. Deste modo, o
estudo realizado nesse capitulo merece uma investigacdo mais aprofundada e

sistemadtica que leve ao estabelecimento de algoritmos mais eficientes, ou seja:

» A utilizacdo de outros métodos de conversdo de s — z, € ndo somente 0 uso

dos equivalentes discretos de Euler, Tustin e de Al-Alaloui.

» Efectuar um estudo mais detalhado do erro (quadratico) das aproximagdes

geradas;

» Desenvolver algoritmos eficientes de implementagdo das técnicas de

modelagdo de sinal propostas.

Como foi demonstrado no capitulo 5, o sistema compensado com o controlador PID
pode ser levado a apresentar uma dinamica fracciondria (apesar desta se verificar

somente para um intervalo de frequéncias limitado). Este facto abre um novo ponto de
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vista sobre a sintonia de controladores PID que, eventualmente, podera levar ao
desenvolvimento de heuristicas mais robustas, assim como ao estabelecimento de um
esquema de sintonia comum para os sistemas de ordem inteira e de ordem fracciondria.

Nesta perspectiva, propdem-se os seguintes aspectos para futura investigagao:

» A utilizacdo de um controlador PID fraccionario (FrPID). Dado que este tipo
de controlador possui mais dois “graus de liberdade” que o PID cléssico, pode
revelar-se de grande utilidade pratica, nomeadamente alargando o conjunto de
possibilidades de ajuste da fun¢do de transferéncia em malha aberta do sistema

compensado (conhecido da terminologia Inglesa como “loop shaping”);

» Realizar uma analise mais sistematica do estudo apresentado que, por exemplo,
leve ao estabelecimento de expressoes analiticas para os ganhos (K T, T, d) do
controlador PID em fungdo dos pardmetros de sintonia (o; ®, ), assim como a

definicdo do seu dominio de aplicabilidade;

» Alargar o campo de aplicacdo da estratégia proposta a outros tipos de

processos, incluindo sistemas de fase ndo minima.

No decorrer dos trabalhos desta tese de dissertagdo, surgiram vdrias outras ideias de

desenvolvimentos futuros, de entre as quais se destacam:

Estabelecimento de métodos adequados para a andlise e controlo de sistemas de ordem
fraccionaria, tanto para o dominio dos tempos como para o dominio das frequéncias.
Possivel utilizagdo dos métodos de analise classicos do lugar geométrico de raizes, do
diagrama de Nyquist e do critério de estabilidade de Routh adaptados para o caso dos

operadores fraccionarios;

Defini¢ao de métodos de sintonia para o controlador PID fraccionario, possivelmente
através da generalizacdo das existentes técnicas de sintonia de controladores PID para

o caso das derivadas e integrais fraccionarios;

Desenvolvimento de métodos e de estruturas alternativas as actualmente existentes
que realizem de uma forma mais eficiente circuitos analodgicos e/ou digitais para

implementagdo de integradores e de diferenciadores fraccionarios.

Por tultimo, finaliza-se esta tese de dissertagdo com a seguinte citacdo, que expressa de

forma clara a importancia das derivadas fraccionarias:
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“... todos os sistemas necessitam de incorporar uma derivada fraccionaria
nas equagdes que os descrevem... os sistemas possuem a memoria de todos
os eventos passados. E necessario incluir o registo destes eventos passados

para prever o futuro...

A conclusdo ¢ 6bvia e inevitavel: 4 matéria morta possui memoria. Ou de
uma outra forma, pode-se dizer que a Natureza trabalha com derivadas

fraccionarias.” — (Westerlund, 1991).
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Anexo

Funcoes Especiais do Calculo

Fraccionario

Al Funcao Gama

A fungdo Gama de Euler F(z) desempenha um papel importante no desenvolvimento da
teoria do célculo fraccionario. Esta fungdo generaliza a nogao de factorial n! para valores de n

ndo inteiros € mesmo complexos. A fungdo Gama ¢ definida pelo integral:

F(z)= e, Re(z)>0 (A1)
0

Uma outra defini¢do de F(z) ¢ fornecida por intermédio do limite de Euler:

z
T(z)= lim i

n—>ooz(z+1)(z+2)...(z+n) (A.2)

A expressdo do limite (A.2) revela uma propriedade importante, isto €, que esta ¢ valida
para todo o z excepto para os polos da fun¢do nos pontos z=-n, (n=0,1,2,...).

Uma das propriedades mais importante da fungdo Gama ¢ dada pela relagao:

F(z+l):ZF(z) (A.3)
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Dado que I’ (1) =1, e usando a formula recorrente (A.3) para valores inteiros positivos de

z=1,2,3,..., obtém-se:

r(2)=1-r(1)=1
r(3)=2-r(2)=2-11=2!
I'(4)=3-T(3)=3-2!=3! (A4)

F(n+l):n-F(n):n‘(n—l)!:n!
A Tabela A.1 lista algumas relagdes importantes da fungdo Gama e a Tabela A.2 fornece

alguns valores particulares desta fun¢do. A Figura A.1 ilustra o grafico da fun¢cdo Gama

F(x),—4<x<4.

Tabela A.1: Relagdes da fungdo Gama.

T

F(z)l"(l—z) - sin(nz)

r(z)r(z%] =/n2%7'1(22)

Tabela A.2: Alguns valores particulares da fungdo Gama.

F[n+%j= 1-3-5...(211—1)\/53 n=12. ..

2i’l

F(n—ljz (2n—3)(2n—5)...3-1\/a n=l2....

2}’1—1
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ok d

4} d

Figura A.1 — Fung¢do Gama F(x), —4<x<4.

A.2 Funcao Beta

A fungao Beta, B(z, w), esta intimamente relacionada com a funcao Gama, sendo definida

por:

B(eow)=[ £ (1-0)" dt, Re(2)>0, Re(w)>0 (A5)

A funcdo Beta esté relacionada com a fun¢do Gama da seguinte forma:

L(z)T(w)
B
(zw) e (A.6)
donde se retira as propriedades:
B(z, w):B(w,z) (A.7)

B(Z,w):B(z+1,w)+B(z,w+1) (A.8)
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A3 Funcao de Mittag-Lefller

As fungdes de Mittag-Leffler a um e a dois pardmetros, respectivamente E, (z) e
Eyp (z), desempenham um papel muito importante na teoria do célculo fraccionario e, em

particular, para o desenvolvimento e analise de equagdes diferenciais fracciondrias.

A fungdo de Mittag-Leffler a um parametro, £, (z), ¢ dada pela expansao em série:

© k
Ea (Z)=kzz(;m, o>0 (A9)

enquanto que a fungdo de Mittag-Leftler a dois pardmetros, £, g (z), ¢ definida por:

Zk

EQ,B(Z):ZW, a>0, p>0 (A.10)

Tanto a fungdo (A.9) como a fungao (A.10) podem ser vistas como uma generalizagao da

fungdo exponencial e”, pois com o =B =1 vem:

® k
Ei(2)=E ()= o )=Z;=ez (A11)

Casos particulares de (A.9) e (A.10) (notar que E, (z)=E,;(z)), que retornam algumas
fungdes elementares conhecidas (B=1):

1

1-z

Ey,(z)= , Ezal(zz):cosh(z), Ezﬁl(—zz):cos(z) (A.12)

e, por exemplo:

Ey) (izl/z) =e° [1 + erf(izl/2 )J =& erfc(izl/z) (A.13)

onde erf e erfc representam, respectivamente, as funcgdes erro e erro complementar, definidas

como:
erf(z):%-[oze—uzdu’ erfe(2) = 1—erf () (A.14)

Ou, para B#1:
Ey(z)= E’ Eys s (z)= s (ZZI/Z ) . Eys(z)= Sin};(;l/z) (A.15)
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Figura A.2 — Integrais de Fresnel.
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O integral coseno de Fresnel C(z) e o integral seno de Fresnel S(z) sdo definidos

respectivamente por:

cos (Etz J dt
2

sin (Etz j dt
2

As fungoes (A.16) e (A.17) possuem os seguintes valores particulares:

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

A Figura A.2 ilustra os integrais coseno e seno de Fresnel, respectivamente C () e S(7),

para =5 <t <5.
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E conveniente definir as chamadas func¢des auxiliares de Fresnel, f (z) e g(z), as quais

sdo dadas através das expressoes:

f(z)={%—S(z)}cos(gtzj—{%—C(z)}sin(gtzj (A.20)
g(z):B—C(z)}cos(gﬂ}B—S(z)}sm(gﬂ} (A21)
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