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Resumo

No presente trabalho é feita uma anélise do planeamento de trajectorias de robots redun-

dantes.

Os manipuladores robdticos sao sistemas mecanicos passiveis de uma modelizacao
matematica, contudo, ocorrem sérias dificuldades no processo de obtencao e céalculo do
respectivo modelo, devido nao apenas a sua extensao mas também a complexidade dos

fendmenos envolvidos.

Nesta ordem de ideias este trabalho estuda a cinemaética e a dinamica dos manipulado-
res redundantes. Assim, analisam-se aspectos relacionados com a manipulabilidade e com
as singularidades do sistema. Por outro lado, desenvolve-se o Método em Malha Aberta
(MMA) e compara-se com o algoritmo classico que recorre & matriz jacobiana. Verifica-se
que o método MMA evita o comportamento cadtico que ocorre com o algoritmo classico

da Pseudoinversa em Malha Fechada (PMF).

Sao realizadas simulagoes e comparam-se os resultados dos dois algoritmos, MMA e
PMF, adoptando a perspectiva do calculo diferencial fraccionario e tendo especial atencao

aos aspectos cadticos das trajectorias obtidas com o método PMF.

Por outro lado, sao estudadas as respostas temporal e em frequéncia do sistema,
para os dois métodos, quando o sistema é perturbado por véarios tipos de sinais (doblete,
ruido branco e ruido rosa). Os resultados obtidos demonstram as vantagens do uso das

ferramentas matematicas providenciadas pelo calculo integral de ordem fraccionéaria.

Por dltimo o método MMA é generalizado de forma a permitir o planeamento de

trajectérias em ambientes com obstaculos.
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Abstract

This work presents the analysis of the trajectory planning for redundant robots.

Robotic manipulators are mechanical systems that can be modelled mathematically.
Nevertheless, there are difficulties in the derivation and calculation of the corresponding
model. These problems are not only due to model’s extension but also to the complexity

of the phenomena involved.

In this context, the present work studies the redundant manipulator’s kinematics
and dynamics. Moreover, aspects related to the system’s manipulability and singularities
are analyzed. A new method called ”Open-Loop Manipulability Optimization” (OLM)
was also developed. This method is compared with the classical algorithm that uses the
Jacobian matrix. It is shown that the OLM prevents the chaotic behaviour that occurs

with the classic algorithm of ”Closed-Loop Pseudoinverse”. (CLP)

Several simulations compare the results of both algorithms, while adopting the per-
spective of the fractional calculus. In this line of thought the trajectories’ chaotic aspects

obtained by the CLP method received special attention in the study.

The system temporal and frequency responses are also studied for two types of algo-
rithms for a situation in which the system is perturbed by several kinds of signals (doublet,
white noise and pink noise).This analysis reveals the advantages in the adoption of the

fractional calculus as a mathematical tool.

Finally, the OLM method is generalized in a manner that allows trajectories planning

in the presence of obstacles in the environments.
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Résumé

Ce travail présente I’analyse de la planification de trajectoires pour robots redondants.

Les manipulateurs robotiques sont des systemes mécaniques passibles de modélisation
mathematique. Cependant, une série de difficultés apparaissent dans le processus d’ob-
tention et de calcul de ce modele, a cause non seulement de son extension mais aussi de

la complexité des phénomenes impliqués.

La cinématique et la dynamique des manipulateurs redondants sont étudiés. Ainsi,
les aspects en raport avec le manipulabilité et les singularités du systeme sont analysés.
D’un autre coté, la Méthode en Maille Ouverte (MMO) a été développée et comparée
avec l'algorithme classique qui utilise la matrice jacobienne. On vérifie que la méthode
MMO prévient le comportement chaotique qui apparait avec 'algorithme classique de

Pseudoinverse en Maille Fermée (PMF).

Des simulations ont été faites pour comparer les résultats des deux algorithmes (MMO
et PMF) en adoptant le calcul différentiel fractionnaire et en ayant une attention spéciale

aux aspects chaotiques des trajectoires obtenues avec la méthode PMF.

En outre, les réponses temporelle et en fréquence ont été étudiées pour deux méthodes
de controle alors que le systeme est perturbé par plusieurs signaux (doublet, bruit blanc,
bruit rose) pour vérifier les avantages de I'utilisation d’outils mathématiques performants

dans le calcul intégral d’ordre fractionnaire.

Finalement, la méthode MMO a été généralisée avec planification de trajectoires en

environnement avec obstacles.
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Capitulo 1

Introducao

1.1. Robética de Manipulacao

Nas ultimas décadas tém sido sugeridos varios conceitos para a palavra robot. De facto
um robot pode estar associado a varios niveis de sofisticagao tecnoldgica, desde ”simples”
ferramenta de manipulacao até a avancada méaquina antropomérfica dos filmes de ficcao
cientifica. Na realidade o conceito de robot varia de interesse e interpretacao conforme
se trata de investigadores, engenheiros ou fabricantes. Contudo, é de aceitacao geral que
os robots industriais contemporaneos tiveram origem numa ferramenta de manipulacao

programavel desenvolvida por George C. Devol.

Em 1954 George C. Devol registou, nos Estados Unidos da América, a patente de uma
nova maquina para transporte e manipulacao de pecas. Os robots industriais de Devol
tiveram a sua origem em duas tecnologias anteriores: o controlo numérico de maquinas-
ferramenta e a tele-manipulacdo remota. O controlo numérico é um esquema que permite
gerar accoes de controlo baseadas em dados gravados. Os dados gravados podem incluir
coordenadas dos pontos para os quais a maquina se devera mover, sinais de sincronismo
para iniciar e parar operacgoes, e comandos légicos para a execucao de sequéncias de
controlo. A sequéncia completa das operacoes e as variagoes sao previstas e gravadas,
por forma a que tarefas diferentes possam ser executadas sem requererem alteragoes no
hardware. Outra origem dos actuais robots industriais pode ser encontrada nos tele-
manipuladores. Um tele-manipulador é um sistema que permite executar uma tarefa a
distancia sob controlo humano. Assim, um tele-manipulador pode ser usado em ambientes
hostis, tais como manipulacao de substancias radioactivas ou execucao de tarefas em meios

submersos ou no espaco. O primeiro tele-manipulador "master-slave” foi construido em
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1948, sendo constituido um brago mecanico equipado com motores eléctricos, instalado
no local onde deveria operar, e um ”joystick”, de geometria similar a do brago mecanico,
comandado pelo operador. Os movimentos do operador no ”joystick” eram transformados
em sinais eléctricos que eram transmitidos aos motores do brago mecanico provocando,
assim, uma réplica dos movimentos do ”joystick”. O ”joystick” era o manipulador padrao,

enquanto o brago mecanico era o manipulador escravo.

Os bracos robdticos contemporaneos retém algumas similaridades geométricas com o
braco humano e com os tele-manipuladores. Os robots sao usados pela sua capacidade de
mobilidade e manipulabilidade em relagao as maquinas tradicionais, devendo ser capazes
de operar em diferentes ambientes de trabalho e executarem multiplas tarefas. Um robot
mecanico é uma estrutura basicamente composta por elos mecanicos interligados por
juntas articuladas com actuadores. A geometria deste conjunto de elos em série é descrita
por equagoes nao lineares, pelo que sao necessarios procedimentos analiticos eficazes para
a estudar. A geometria da estrutura e a sua configuragao é globalmente referido como
a cinemdtica do manipulador. Por seu lado o comportamento dinamico dos robots é
consideravelmente mais complexo, e traduz-se por um conjunto de equagoes diferenciais

nao lineares e acopladas.

Nesta perspectiva, conclui-se que a complexidade da cinematica e da dinamica criam
problemas ao controlo do sistema que nao sao resolvidos, de forma eficiente, com as

técnicas cldssicas de controlo.

Os robots sao também diferentes das maquinas tradicionais pois devem ser sistemas
autonomos. Por exemplo, os manipuladores ”master-slave” sao sistemas controlados
manualmente, onde o operador toma as decisoes e aplica as accoes de controlo necessarias.
O operador interpreta a tarefa a realizar, encontra a estratégia adequada para a executar e
planeia a sequéncia das acgoes adequadas. O movimento do ” escravo” é monitorizado pelo
operador que, quando necessario, procede a ajustamentos e a modificagoes. O operador
é, assim, uma parte essencial do ciclo de controlo. Quando o operador é eliminado do
ciclo de controlo, todos os comandos de controlo e de planeamento devem ser gerados
pelo préprio sistema. O detalhe das operacoes deve ser definido em avango e cada passo
do movimento deve ser gerado e codificado de modo apropriado, por forma a que o robot

0 possa interpretar e executar de modo correcto. Entao, formas eficientes de guardar
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os comandos e os dados sao também necessarios. Nesta perspectiva a programacgao é
também um ponto fundamental em robética. Por outro lado, de forma a adaptar-se
a perturbacoes ou a mudancas inesperadas no espaco de trabalho, o robot necessita de
sensores, nao s6 para obter informagao acerca do ambiente de trabalho (sensores externos,
tais como camaras e sensores de for¢a/pressdao) mas também sobre si préprio (sensores
internos, tais como ”encoders” ou taquimetros nas juntas). Estratégias eficientes que

incorporem a informacao dos sensores requerem algoritmos de controlo avancados.

1.2. Motivacao, Objectivos e Contribuicoes da Tese

O principal objectivo definido para este trabalho consiste em estudar e desenvolver instru-
mentos e metodologias de analise e controlo para aplicacao em estruturas manipuladoras
redundantes. Em todas as aplicagoes industriais de robots, para uma que uma tarefa seja
realizada, a execucao de um determinado movimento é definida para o 6rgao terminal
do robot. O movimento podera ter de ser feito livremente, se nao ha interaccao fisica
entre o braco e o ambiente que o rodeia ou sujeito a restri¢oes, se houver possibilidades
de interaccao entre o braco e o ambiente envolvente. A correcta execucao do movimento
pretendido é providenciada pelo sistema de controlo que comanda as juntas dos actu-
adores com informacao coerente com a trajectoria pretendida. O controlo do movimento
do 6rgao terminal requer uma andlise apropriada das caracteristicas mecanicas da estru-
tura do bracgo, dos actuadores e dos sensores envolvidos. Esta analise deriva dos modelos

matematicos que descrevem as componentes cinematica e dinamica do robot e ambiente.

A analise cinematica de um robot consiste na descricao do movimento do robot,
em relagao a um referencial cartesiano, ignorando as forcas e momentos que o movi-
mento induz na estrutura. E importante, neste momento, estabelecer um diferenca entre
cinemdtica e cinemdtica diferencial. Cinemadtica descreve a relacao analitica entre as
posigoes das juntas e a posicao do orgao terminal. Cinemdtica diferencial descreve a
relacao analitica entre o movimento das juntas e o movimento do 6rgao terminal, em

termos de velocidades.

Consoante as tarefas solicitadas ao manipulador é necessario definir a evolugao no

tempo, das varidveis mais importantes (e.g. posigoes, velocidades das juntas ou do érgao
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terminal). A formula¢do do movimento pretendido é designada por planeamento de tra-
jectoria. As trajectorias geradas constituem as entradas de referéncia para o sistema de
controlo do movimento da estrutura. Por seu lado, o algoritmo de controlo dum manipu-
lador procura encontrar um equilibrio entre as forcas e momentos exercidos nas juntas que
permitam a execucao da trajectéria de referéncia. Assim, o sistema de controlo deve calcu-
lar dos desvios entre as entradas de referéncia e os valores obtidos pelos sensores das saidas
correspondentes, ou seja, efectuado com realimentacao. Os aspectos relacionados com a
natureza quasi-cadtica dos sistemas de planeamento de trajectérias e controlo de robots
redundantes levaram a utilizagao de ferramentas, como o calculo diferencial fraccionario,
que nao tem sido tomado em consideragao no estudo destes fenomenos. O envolvimento
destes tépicos permite lancar luz sobre alguns dos aspectos pouco conhecidos e, assim, pro-
porcionar o desenvolvimento de um conhecimento cientifico capaz de sustentar a aplicacao
dos sistemas roboticos redundantes. Nesta ordem de ideias, este trabalho apresenta uma
proposta de abordagem diferente, complementando certas solugoes desenvolvidas nesta

area.

As principais contribuicoes desta tese podem ser definidas nos seguintes pontos:

e Introducao de novas abordagens que permitam uma melhor compreensao dos

problemas subjacentes as questoes relacionadas com manipuladores redundantes.

e Formulacao de metodologia de avaliacao do desempenho dessas abordagens en-
globando os trés niveis conceptuais requeridos no controlo: planeamento de tra-

jectorias, cinematica e dinamica.

e Desenvolvimento de algoritmos de controlo simples que adoptam as abordagens

propostas.

Em conclusao, este trabalho introduz novas formas de estudo de manipuladores re-
dundantes e explora, de forma inovadora, algumas das abordagens classicas propostas

pelos investigadores.
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1.3. Estrutura da Tese

A tese encontra-se dividida em cinco capitulos que se constituem, na medida do possivel,
com um caracter autonomo. Os capitulos dois e trés formam a base de todo trabalho ja
que é aqui que se definem os conceitos em que assentam todo o trabalho de investigacao

realizado.

No capitulo dois apresentam-se os conceitos basicos da teoria da matrizes inversas
generalizadas bem como os fundamentos do calculo integral fraccionario. Com base nessas
informagoes apresenta-se um conjunto de elementos basicos que serao desenvolvidos e

discutidos nos capitulos seguintes.

No capitulo trés sao expostos os aspectos fundamentais da cinematica e da dinamica

de manipuladores.

No capitulo quatro estabelece-se uma comparacao entre modelos de planeamento de
trajectorias para manipuladores redundantes e formula-se um algoritmo para o calculo da
cinemética inversa para manipuladores redundantes. Apesar da simplicidade de alguns
dos modelos eles afiguram-se 1iteis para uma melhor compreensao dos problemas que en-
volvem a modelizacao de manipuladores redundantes. Este capitulo aborda também os
aspectos da modelizagao e da optimizagao no planeamento de trajectorias para manipu-
ladores redundantes com trés, quatro e cinco graus de liberdade. A primeira parte do
capitulo é dedicada ao planeamento e optimizacao de trajectorias repetitivas usando os
modelos apresentados no capitulo trés avaliando o respectivo desempenho. De seguida
sao apresentados modelos para o planeamento e a optimizacao de trajectérias em espacos
de trabalho com obstaculos. A aplicacao dos modelos é demonstrada através de vérias

experiéncias bem como da discussao dos aspectos relacionados coma eficacia.

Por 1ltimo, no capitulo cinco sao apresentadas as conclusoes finais que decorrem do

trabalho desenvolvido e apontam-se algumas direccoes de investigacao futura.
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Capitulo 2

Matrizes Pseudoinversas e Calculo Integral Fraccionario

2.1. Introducao

Neste capitulo introduzem-se os aspectos matematicos fundamentais ao desenvolvimento
dos estudos seguintes. Nesta ordem de ideias, numa primeira parte sao abordados os
assuntos relacionados com a generalizacao de certos aspectos do cdlculo matricial. Na
segunda parte sao introduzidos os conceitos relacionados com a generalizagao do calculo

diferencial e integral classico, de ordem inteira, para uma ordem real qualquer.

2.2. Matrizes Pseudoinversas
2.2.1. Introducao

O conceito de matriz inversa generalizada foi referido pela primeira vez em 1903, num
artigo de Fredholm, onde era apresentado um caso particular de inversa generalizada (por
ele chamada pseudoinversa) de um operador integral. A classe das matrizes pseudoinver-
sas foi caracterizada em 1912 por Hurwitz, que usou a dimensao finita dos espacgos nulos
dos operadores de Fredholm para a sua construcao. As inversas generalizadas de opera-
dores diferenciais, ja implicitas nas discussoes de Hilbert em 1904 sobre a generalizagao
das fungoes de Green, foram estudadas, desde ai, por iniimeros autores. Inversas genera-
lizadas de operadores diferenciais e integrais sao anteriores as inversas generalizadas de
matrizes, cuja existéncia foi apresentada por E.H.Moore, que definiu uma tnica inversa

(que designou de reciproca geral) para cada matriz finita (quadrada ou rectangular). Este
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assunto foi retomado no inicio dos anos 50, relativamente as propriedades do método dos
minimos quadrados (ndo mencionadas por Moore) de determinadas inversas generaliza-
das. Estas propriedades foram verificadas em 1951 por Bjerhammar, que redescobriu a
inversa de Moore e estudou também a relagao existente entre as inversas generalizadas
e a solucao de sistemas lineares. Em 1955 Penrose reforcou e ampliou os resultados de
Bjerhammar no estudo dos sistemas lineares e mostrou que a inversa de Moore, para uma
dada matriz A, é a tinica matriz X que satisfaz as condigoes (2.5) a (2.8) apresentadas a

seguir.
2.2.2. A inversa de uma matriz nao singular

Cada matriz A, nao singular, quadrada e de ordem n, admite uma tnica matriz inversa,

de ordem n, A~ tal que

AAT'=ATA=1 (2.1)

onde I é a matriz identidade de ordem n. Das muitas propriedades que gozam as matrizes

inversas, recordemos algumas:

(A H1=A (2.2)
(A" = (A" (2.3)
(AB)"'=B'A™! (2.4)

onde A7 ¢ a transposta de A. Recorde-se ainda que um nimero real A ¢ chamado um valor
proprio da matriz quadrada A e x é chamado um vector préprio de A, correspondente a
), se Ax = A\x. Uma outra propriedade da matriz A~ é que os seus valores préprios sao

os inversos dos da matriz A.

2.2.3. A inversa de uma matriz singular ou de uma matriz rectangular

Por vezes hé a necessidade em obter inversas de matrizes que sao singulares ou que nao
sao quadradas. Assim, por matriz inversa generalizada de uma matriz A considera-se

uma matriz A" associada a A tal que:
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i) exista para uma classe de matrizes mais ampla que a classe das matrizes nao

singulares;
it) tenha algumas das propriedades das matrizes inversas “usuais”;
iti) se reduza a "usual” inversa se A ¢é nao singular.
Como ilustracao de iii), relativa a descrigao das inversas generalizadas, refira-se uma
definicao usada por muitos autores para o efeito. Uma matriz inversa generalizada de

A ¢ uma matriz, At que satisfaca AATA = A. Se A ¢é ndo singular, multiplicando, &

direita e a esquerda por A~!, virda AT = A~L.

2.2.4. Matrizes Inversas Generalizadas

Para as matrizes A € R™" ¢ X € IR™™ com vista a definigdo da matriz inversa
generalizada A1, da matriz inversa generalizada reflexiva A~ e da matriz pseudoinversa

A7 de A, sdo usadas as relacoes:

AXA=A (2.5)
XAX =X (2.6)
(AX)T = AX (2.7)
(XA)T = XA (2.8)

As condigoes (2.5) a (2.8) sao chamadas as condi¢oes de Penrose. Uma matriz inversa
generalizada da matriz A € R™" é uma matriz X = A1 que satisfaz a condigao (2.5).
Por outro lado, uma matriz inversa generalizada reflexiva da matriz A € IR™*" é uma
matriz X = A~ que satisfaz as condigdes (2.5) e (2.6). Por iltimo, uma matriz pseudoin-
versa da matriz A € IR™*" é uma matriz X = A# que satisfaz todas as condicoes (2.5) a

(2.8). A matriz pseudoinversa é normalmente designada por matriz de Moore-Penrose.

Provavelmente uma das utilizagoes mais familiares das matrizes é na resolucao de

sistemas de equacoes lineares. Seja
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Ax=Db (2.9)

onde b é um vector conhecido e x é um vector desconhecido. Se A é nao singular e

quadrada, hd uma tnica solugao de (2.9) dada por

x=A"b (2.10)

onde A~! é a matriz inversa de A. Contudo, quando A é uma matriz quadrada singu-
lar ou uma matriz rectangular pode ser necessario encontrar a "melhor” solugao para
(2.9). Nestas situa¢oes um procedimento comum é experimentar pares de valores para as
variaveis e tentar obter uma funcao de aproximacao para esses n pontos que tém como
coordenadas cartesianas («y, 3;) (i = 1, 2,--- ,n). Uma fungao conveniente é uma funcao

polinomial, do tipo:

Y =ag+ amx + ax® + -+ ap_z™ ! (2.11)

Sem=neos o (i =1, 2,---,m— 1) sao todos diferentes, entdo ha um tnico
polinémio (2.11) que passa simultaneamente em todos os pontos (polinémio interpolador).
De outro modo, se m < n, entao geralmente nem todos os pontos ficam sobre a curva. O
caso mais simples (mas nao o menos importante) é fazer m = 2 reduzindo a curva a uma

recta

Yy = Qo + aix (212)

Pretende-se, agora, determinar a recta que "melhor” aproxima o conjunto de pontos.
Seosa; (i =1, 2,--- ,m—1) sado todos diferentes, e sdo conhecidos com exactidao, entao
o erro e; em cada ponto é a diferenca entre o correspondente valor de y na equacao da

recta e o valor de (3;, isto é,

ei:a0+a1ai—ﬁi,i:1, 2,"',71 (213)

Devem ser escolhidos valores para ag e a1, em (2.12) tais que o total desses erros seja o
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menor possivel. Como os erros e; podem ser positivos ou negativos, e estamos interessados
no erro total, consideram-se os quadrados do erro e;2. O método dos minimos quadrados

permite determinar ag e a; de modo que

S = Z(CLO + a0 — ﬁl)Z (214)
i=1

seja minimo. Se n = 2 ambos os pontos ficariam sobre a recta (2.12) e terfamos

ag+are; =G, 1=1, 2,---.n (2.15)

ou seja, um sistema de duas equacgoes a duas incégnitas. Todavia, se, por exemplo n > 2

e (por simplicidade) fazendo n = 3 entao a equagao (2.14) vem

S = (ao + a1y — B1)* + (ap + aras — B2) + (ag + aras — B3)? (2.16)

Para que S seja minimo, as derivadas parciais 22 e 22 devem ser nulas:
) dag daq

a— =0= 2((10 +arop — 51) + 2((10 + ajag — 52) + 2((10 +ajag — 53)
A (2.17)
—— = 0=2a1(ap + a1a; — B1) + 203(ap + aroy — f2) + 2az(ag + aras — Bs)

Simplificando (2.17) vem

3a0+ (041 +0z2+a3)a1 = 61 +62 +ﬁ3

2.18
(a1 + g + ag)ag + (0F + a3 + a3)a; = a1 f1 + aafa + a3fs (2.18)
Se escrevermos (2.15) na forma
Aa=3 (2.19)
1 o a B
paran =3, com A= |1 a |,a= { ao ], 6= | P2 |, entao é facil verificar que o
I o ! B3

sistema (2.18) pode ser representado por

ATAa = ATp (2.20)
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Como a caracteristica de A ¢ 2 (r(A) = 2), entao vem r(ATA) = 2, 0 que permite

concluir que a matriz (ATA) é nao singular. Logo (2.20) tem solucio tinica, dada por

a=(ATA)'ATpB (2.21)

que é solugao desejada de (2.19). Este resultado ainda é valido se n > 3. Quando o
polinémio (2.11) é usado com m > 2 e n > m, a matriz A em (2.19) é de dimensao
n X m mas o resultado (2.21) continua valido. A seguir apresenta-se uma generaliza¢ao

do conceito de inversa.

2.2.4.1. Definicao de inversa de Moore-Penrose

Se em (2.9) A é uma matriz n X m, a solugdo A™ poderd, ou nao, existir e, no caso de
existir, podera nao ser unica. Considerando inicialmente o caso de A ser uma matriz de
elementos reais, generalizemos a discussao feita anteriormente para encontrar a solucao
de (2.9) no "sentido” dos minimos quadrados. Suponhamos que, quando algum vector x
é substituido no membro esquerdo de (2.9), se obtém um vector b’ = [V}, b}, ...., b, ]*. O
objectivo é escolher um dos vectores x de modo a que a soma dos quadrados das diferencas
entre os elementos de b’ e os exigidos no membro direito de (2.9) b = [by, bs, ..., b,,]T seja a

menor possivel. Por outras palavras, pretende-se que a soma dos quadrados dos residuos,

definidos por

Z(bé —b,)? (2.22)

seja minizada. Usando a definigdo de norma euclidiana, minimizar (2.22) é equivalente a

minimizar

S =|Ax —b|* = (Ax —b)'(Ax — b) =x"ATAx —x"A"b - b"Ax +b’b (2.23)
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Para determinar o vector x apropriado (que minimize (2.23)) determinam-se os zeros do

vector VS (gradiente de S)! e as usam-se as propriedades?
V(xTATAx) = 2ATAx (2.24)
V(xTATAx) = A™b = V(bTAx) (2.25)
Usando (2.24) e (2.25) pode-se obter o gradiente de (2.23) como
VS = 2ATAx - 2A"b (2.26)
que igualando a zero da

ATAx = A"p (2.27)

Como r(ATA) = r(A), no caso particular se r(A) =n < m a matriz n x n (ATA) é
nao singular, sendo a tnica soluc¢ao de (2.27), no “sentido” dos minimos quadrados, o

valor de

x=(ATA)'ATD (2.28)

Quando A ¢ quadrada e nao singular este resultado reduz-se a solucao tinica x=A"'b.

Considere-se agora um sistema de equacoes mais geral
Ax=b (2.29)

onde b é uma matriz m x m, X é uma matriz n X m e A é uma matriz m x n, podendo
ser complexa. Pretende-se determinar a "minima solu¢ao dos minimos quadrados”, isto

é, a solugao x, que para além de minimizar a soma dos quadrados ||[Ax — b||? ¢ também,

1Seja (z) = @(x1,22, - ,23) uma funcio real de n varidveis reais, tendo derivadas parciais
(primeira e segunda) em relagdo a todas as varidveis. O vector das primeiras derivadas parciais

dp Oy [ %) .
[8_951’ rot R ,6—13} chama-se gradiente de ¢, e escreve-se Vo ou grad ¢. Mostra-se que ¢ tem um

maximo ou minimo local em qualquer ponto x = a, tal que todas as primeiras derivadas parciais
sejam nulas, isto é, Vo = 0.

3 Yo . ’ n n
2Se ¢ é uma forma quadratica, isto é, p = >, ijl aijr;x;, ou = xT Ax, onde v = [x1, T2, -+ ,2,]T
e A = [a;;] ou p = xTAx, onde x = (z1,22, -+ ,z,)7 € A = [a;;] é uma matriz real simétrica
d
Fo = 201171 + 2a1222 + - + 20107y,
de dimensao n x n, vira: ou entao em forma de vector

2]
% = 20,171 + 2ap2T2 + - - + 2007y,

Vi =2Ax.
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ela prépria, a de menor norma euclidiana, ||x||, entre todas as solugoes no sentido dos

minimos quadrados. Pode-se mostrar que a solucao deste sistema é tinica e dada por
x=A%b (2.30)

onde AT é a tnica n X m matriz inversa generalizada de Moore-Penrose de A, definida

pelas equacoes

AATA=A (2.31)
ATAAT =AY (2.32)
(AAT)T = AAT (2.33)
(ATA)T = ATA (2.34)

que sao validas para quaisquer valores de m e n. Em particular, quando m > n e A tem

a maior caracteristica possivel 7(A) = n, entdao ATA é nao singular e A+ é dada por

AT = (ATA)TAT (2.35)
Identicamente, quando m < n e r(A) =m, AT é dada por

AT = AT(AAT)! (2.36)

Quando A é uma matriz nula, entao A" é também definida como a matriz nula. Por

outro lado, quando A é um escalar a, entao at = i, sea#0,eat=0,sea=0.

2.2.4.2. Provas

2.2.4.2.1. Prova da existéncia de A"

Seja A uma matriz de dimensao m x n. Se A = 0 entdao é obvio que A" = 0 satisfaz
todas as condigoes. Se A # 0, seja caracteristica de A,r(A) = r. Entao, A pode
ser decomposta como o produto BC, sendo B de dimensao m x r e C de dimensao
r x n. Usando as matrizes B e C, defina-se uma matriz D, de dimensao n x m, tal que:
D = CT(CCT)"Y(BTB)'B. E fécil provar que A* = D, satisfaz as condicoes (2.31) a
(2.34).
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2.2.4.2.2. Prova de que A" é unica

Sejam X e Y duas matrizes que satisfazem (2.31) a (2.34), entao:

X = X(AX)” = (XX)TAT = X(AX)T(AY)” = XAY = (XA)T(YA)TY =
— ATYTY = (YA)TY =Y

pelo que X =Y

2.2.4.3. Algumas propriedades das inversas generalizadas

As propriedades seguintes sao analogas as definidas para as matrizes inversas ”ordindrias”

(ANt =A (2.37)
(AT =(An)" (2.38)
(kA)T =kTAT VE e R (2.39)
(ATA)T = AT(AT)* (2.40)

E de notar que em (2.40) estd expressa a férmula familiar (BA)™' = A~'B~!, quando
B = AT. Contudo, esta férmula para a inversa de um produto nao é geral para as matrizes

inversas generalizadas de Moore-Penrose, isto é, (AB)" # BTA™T.

2.2.4.4. Calculo das matrizes inversas generalizadas

2.2.4.4.1. A inversa generalizada de Moore-Penrose

Nao existe uma férmula explicita para o cdlculo de At como acontece para o cdlculo de
A~! em termos de Adj(A) e de det(A). Assim, é possivel calcular AT directamente a
partir das condigdes de defini¢ao (2.31) a (2.34) quando as dimensdes de A sao pequenas.
Para outras situacoes veremos alguns métodos que podem ser usados para a determinacao
de A*. Para o primeiro destes métodos, é necessdrio comecar por verificar que se A é
uma matriz de dimensao m x n e r(A) = r. Nesse caso, é possivel encontrar matrizes C

(mxr)eD (r xn), cada tendo caracteristica igual a r, isto é, r(C) = r(D) = r, tais que
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A=CD (2.41)

Um esquema para obter AT consiste na factorizacao total de A, que se passa a
descrever. A condigao requerida por (2.41) é que tanto as matrizes C como D tenham
caracterfstica maior possivel. Por outro lado, as expressoes C = (ATA)'AT e C' =
AT(AAT)™!, tais que CA =1 e AC’' =1, podem ser usadas para as suas generalizadas

inversas, dando

AT =DT(DD")(cTc)'C” (2.42)

Quando r = 1, C e D sao, respectivamente, vector coluna e vector linha, e, tanto

DD’ como CTC sdo escalares, reduzindo-se (2.42) a uma férmula simples

T T
+_ DT C — lAT (2.43)
(DD")(CTC) «
onde
a=[A% =)l (2.44)
,J

A férmula (2.43) é particularmente itil quando A é uma matriz linha ou matriz
coluna. A factorizacdo CD de A em (2.41) pode ser feita usando operagoes elementares
sobre linhas. Para obter a matriz D faz-se uma reducao de A através da “condensac¢ao

em escada” de A, obtendo

{ v ] (2.45)

(m—r")xn

onde os elementos d;; de D satisfazem as condicoes:

e para cada linha ¢ (i = 1, 2,...,r) hd uma coluna j; tal que d;; = 1, e d;; = 0,

J < Ji,com Ji < Jo <o < Jp;

e em cada coluna j; (i = 1, 2, ....,7) hd apenas um elemento nao nulo, isto é, dy;; = 0

quando k # @
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E de notar que (2.45) pode ser vista como uma etapa para a obtencao de A escrita
na forma normal. Para obter a forma normal, deverao ser feitas operacoes elementares
sobre colunas em (2.45). Uma vez encontrada D em (2.45), a matriz C requerida na

factorizacao (2.41) consiste nas colunas jq, jo, -+, j, de A.

2.2.4.4.2. {1, 2, 3}inversas

Voltando as equagoes (2.31) a (2.34), de defini¢ao de matriz inversa generalizada de Moore

Penrose de uma matriz A (m x n ), estas podem ser re-escritas na forma:

AXA = A (2.46)
XAX =X (2.47)
(AX)T = AX (2.48)
(XA)T = XA (2.49)

A solugao das equagoes (2.46) a (2.49) é, obviamente, X = AT, que é unica como
foi provado. Agora definiremos algumas inversas generalizadas que satisfacam apenas
algumas das quatro condigdes (2.46) a (2.49). Representaremos por A{i, j, k} o conjunto
das matrizes X, de dimensao (n x m), que satisfagam a i-ésima, j-ésima k-ésima das
condigoes definidas. Além disso, um elemento de A{i, j, k} designa-se por {i, j, k}inversa
de A. Por exemplo, X é uma {1, 2}inversa de A se satisfaz (2.46) - (2.47), podendo
X néo satisfazer as condicoes (2.48) - (2.49). E de notar que nenhum dos conjuntos
A{i,j,k} é vazio j& que AT satisfaz a todos eles. Pela definicao de {i,j, k}inversa,
qualquer elemento de A{i, 7, k} é elemento de A. Geralmente é usado o simbolo A~ para

representar {1}inversa, isto é,
AA"A=A (2.50)

Faremos apenas o estudo da {1}inversa. A matriz {1}inversa nao é dnica e, geral-
mente, A~ é uma matriz particular que satisfaz (2.50), sendo todos os membros de A{1}

dados por
AT+Y -AAYAA™ (2.51)

Para um sistema de equagoes linear
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y = Ax (2.52)

onde x € IR" e y € IR™, uma condigao necesséria e suficiente para a existéncia de solugao
X é:

r[A | y]=r[A] (2.53)

onde r [A] representa a caracteristica da matriz A. A solucao de (2.52) vem:

x=A"y (2.54)

Para uma matriz A € R™*" existe, pelo menos, uma matriz inversa generalizada A~
tal que r[A~] > r[A]. Se, r[A~] = r[A] entdo A~ coincide com a inversa generalizada
reflexiva A, . Geralmente A~ e A nao sao unicas. Se A ¢ uma matriz quadrada nao
singular, entao a matriz inversa generalizada A~ e a matriz inversa generalizada reflexiva
A" sdo tnicas e verifica-se que A~ = A~ = A~! . Além disso, as matrizes AA” e A”A
sao idempotentes. Considerando uma matriz arbitraria U € IR™™ e a matriz inversa
generalizada A™, entao todas as inversas generalizadas de A podem ser representadas

pela matriz X dada por:
X=A"+U-AAUAA" (2.55)
que se obtém realizando a manipulacao algébrica (onde AATA = A)
AXA =A (A’ +U - A*AUAA*) A =
=AA A+ AUA (AAA)UAA A=

=A+ AUA - AUA =
=A

2.2.4.4.3. Matrizes pseudoinversas

Para uma matriz A € IR™" a matriz pseudoinversa A% € IR™ ™ existe e é unica,
contrariamente ao que ocorre para A e para A~ que nao sao necessariamente unicas.

Assim, a matriz pseudoinversa apresenta as propriedades:

i) (A*)" = A

i) (A7) = (a%)”



Matrizes Pseudoinversas e Calculo Integral Fraccionario 19

iii) A* = (ATA)" AT = AT (AAT)".
Para uma matriz A € R"™*" :

i) Sem < ner(A)=m, entdo AAT é nio singular e é vilida a relagio:

A* = AT (AAT) (2.56)
ii) Se m >n e r(A) =n, entaio AT A é nao singular e é vélida a relagao:

A# = (ATA) AT (2.57)

iti) Se m =n e r(A) = n, entdo:

A* = A7 (2.58)

As matrizes A#A, AA¥ T — A#A eI — AA7 sdo idempotentes e simétricas, onde
I representa a matriz identidade de dimensao apropriada. Se A € IR™*" é uma matriz

simétrica e idempotente entao, para qualquer matriz B € R™*" | é valida a condicao:

A (BA)* = (BA)* (2.59)

2.2.4.4.3.1. Cdlculo das matrizes pseudoinversas por decomposicao em valores
singulares

Se A € R™", entao ATA ¢é uma matriz nao negativa cujos valores préprios (i.e., as

solugoes de det(A\I — ATA) = 0) sdo nimeros reais niao negativos. Sejam os valores
proprios Ay, Ag, -+, A, (A > Ag >+ >\, > 0) e faga-se:

o=\, i=1, 2 - min(m,n) (2.60)

Obviamente que resulta oy > 02 > -+ > Oyinmun) = 0. Agora a matriz A pode

exprimir-se como o produto de trés matrizes
T
A=U) 'V (2.61)

U= (uj,ug, - ,u,) e R™™e V= (v,vy, -+ ,v,) € RV" (2.62)
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onde U e V sao matrizes ortogonais e Z € R™*" é definida por:

o1 0
Z: 0 ' o, |sem=n
I 0 | (2.63)
ou
01 0
Z: S0 [sem<n
0 Op

Esta decomposicao de A oferece um esquema para o calculo da pseudoinversa. Quando
A ¢ decomposta em valores singulares, como em (2.61), a sua pseudoinversa A# pode ser

representada por:

AF =V Z#UT (2.64)

#* : : . . . -
onde E é a matriz (m x n) definida por (onde p é o nimero de valores singulares nao

nulos): ] )
ot 00
0 . 0 0
#
2 =0 0 o (2.65)
I 0 L0

2.2.4.4.3.2. Pseudoinversas de matrizes com caracteristica maxima

Quando a matriz A € IR"™*" admite caracteristica maxima, a respectiva pseudoinversa ¢é
calculada usando a matriz inversa de uma matriz nao singular. A partir de (2.56)- (2.57)
a pseudoinversa vem:

i) Se m <ner(A)=m,entao:

A* = AT (AAT) (2.66)
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ii) Se m > n e r(A) = n, entao:

A#* = (AAT) AT (2.67)

A partir de (2.56) A% = A~ se m = n e r(A) = m. Note-se que a partir de (2.67) a
pseudoinversa de um vector a € IR" pode ser calculada por

aT

a? = (2.68)

Al
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2.3. Aspectos Fundamentais do Calculo Integral Fraccionario
2.3.1. Introducao

O célculo integral e diferencial de ordem fraccionaria (CF) ou, alternativamente, de ordem
nao-inteira, é uma extensao natural do cdlculo matemadtico classico. De facto, desde
o inicio da teoria do cédlculo integral e diferencial, mateméaticos como Leibniz, Euler e
Liouville investigaram vérios aspectos sobre o calculo de derivadas e integrais de ordem nao
inteira. Na correspondéncia de Leibniz com Bernoulli e, posteriormente, com L’Hopital
(1695) a Wallis (1697) encontram se alguns apontamentos relativamente a derivada de
ordem o = 1/2. No entanto, deve-se a Euler (1738) o primeiro passo, quando este

analisou o calculo de derivadas fraccionarias (DF'’s) pare a fungao poténcia.

No seguimento deste resultado Laplace (1812), Lacroix (1820) e Fourier (1822) suge-

riram, também, algumas ideias relativas ao calculo de DF’S.

O verdadeiro inicio da teoria relativa ao calculo de derivadas e integrais fraccionarios
(DIF’s) foi dado com os trabalhos de Abel a Liouville. Abel (1823) investigou certas ex-
pressoes fora do contexto do calculo de DIF’s, mas os resultados foram de importancia con-
sideravel para o desenvolvimento da teoria do calculo integral fraccionario. Por seu lado,
Liouville (1822-1837) estudou, explicitamente, varias questdes nomeadamente a defini¢ao
e o calculo de DF'’s para valores complexos de «, a sua aplicagao a certos tipos de equagoes
diferenciais lineares ordinarias, o efeito de uma mudanca de varidvel no célculo de DIF’s e
a definicao de uma DF como o limite do quociente D® 1, f /h*, onde D%, f é a uma diferenca
de ordem fracciondria. Riemann (1947), Holmgren (1865 1867) e Letnikov (1868) tiveram,
também, papéis de relevo no prosseguimento da teoria. Entre outros resultados, Holmgren
considerou, pela primeira vez, a derivagao e a integracao fraccionarias como operacoes in-
versas e generalizou a expressao de d* (u-v)/dz®. No tocante a Letnikov, este desenvolveu
a DF como limite da expressao ]1112% D%, f/h%, demonstrou que as expressoes propostas
por Liouville e Riemann estavam de acordo com esta definicao a generalizou a teoria dos
DIF’s para valores complexos. Mais préximo dos nossos dias, sao de referir numerosas
contribuigoes tais como as de Hadamard (1892), Weyl (1917) a Marchaud (1927), que tém

vindo a ampliar o ambito desta teoria.



Matrizes Pseudoinversas e Calculo Integral Fraccionario 23

Contudo, apesar do trabalho tedrico que foi desenvolvido nesta area, durante um largo
periodo a aplicacao do CF em aplicacoes nao foi considerada. Nos ultimos anos, o avanco
no estudo da teoria do caos revelou profundas relagoes com o CF, motivando um renascer

do interesse nesta drea cientifica.

Os aspectos basicos da teoria do CF e o estudo das suas propriedades é discutido nas
referéncias [61, 80, 82, 56| enquanto resultados de investigagdo podem ser encontrados em
[64, 65, 79, 60, 8, 81, 26, 86]. No que respeita a aplicagoes do CF devem ser mencionadas
os estudos sobre viscoelasticidade [5, 78, 6, 33, 71, 34, 4, 47, 24, 14, 25, 48, 22, 37, 29, 55,
1, 67], caos/fractais [27, 70, 63, 21], biologia [59], electrénica [54], processamento de sinal
[45, 46, 88|, identificagao de sistemas [51], difusdo e propagagao de ondas [50, 53, 52, 68|,
percolacao [66], modelagao e identificagao [69]. Estes trabalhos estao ainda a dar os
primeiros passos e, consequentemente, muitos aspectos requerem ainda uma investigacao

mais detalhada.

2.3.2. Derivadas e Integrais Fraccionarios

Nesta sub-seccao sao desenvolvidas varias representacoes de derivadas e integrais frac-
ciondrios (DIFs), isto é, de derivadas e integrais de ordem real arbitrdria. Muitas das
expressoes relativas as DIFs resultam "naturalmente” do calculo classico das derivadas e
integrais de ordem inteira. Assim, sempre que possivel serd apresentado em primeiro lugar
o resultado de derivadas e integrais multiplos ordinérios e, de seguida, a correspondente

expressao para as derivadas e os integrais de ordem arbitraria.

Desde a fundacgao do calculo diferencial, a generalizacao do conceito de derivada e
integral para uma ordem « nao inteira, tem sido objecto de varias abordagens. Devido a
isso ha vérias defini¢oes de DIF (Tabela 2.1) que, na realidade, sdo equivalentes. Todavia,
sob o ponto de vista da aplicacao a teoria dos sistemas algumas das definicoes mostram-se

mais atractivas 3.

3A definicao e algumas propriedades da funcdo I' sao apresentadas no Apéndice A
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Tabela 2.1: Definicoes para as DIFs.

Liouville (I%9) (z) = == [ f(t), dt, —00 < & < +00

Riemann-Liouville

o _ d f(t)
(Da+ )(1:)— lla)%f( t)adt a<zx
a
Hadamard ([_?_QD) (.CC = F(oz)f Wdt T > O a>0
o o [ _f@=f0)
(Da+ ) (z) = ri-a)) [ln(:v/t Jie dt
L;a
.. . a . a I'la+g .
Griinwald-Letnikov (I2.0) (z) = ﬁf}gﬂo h ;} F((jj:{))go (x — jh)
L f I dr, m—1<a<m
Caputo Dof(t) = ¢ Tlm=a) & (t—n)=tmm =0
jtm (t), m=«
Chen (I2p) f(p Y(x—t)* " dt, x> ¢
(D f) (x) 11a)dif (x—1t)"%dt, x> ¢
Weyl IS f (t — ) L f(t)dt, Re(a) < 0,2 > 0
Marchaud (DYf) (z f ’(:(Cxt IO gt
Fourier F{]igo} = F{gp}/(iyw) , 0 < Re(a) <1

F{D%p} = (+jw)* F{¢}, Re(a) >0

Laplace L{Ig, o} = L{p}/s*, Re(a) >0

L{Dg, 0} = s"L{g}, Re(a) >0

As definicoes apresentadas mostram que podem existir varios niveis de aplicacao para
cada uma. Assim, a férmula de Riemann-Liouville (RL) é de aplicabilidade restrita
na resolucao de equagoes diferenciais fraccionarias que descrevem sistemas fisicos. Isso

deve-se ao facto de a derivada de RL levar a definicao de condigoes iniciais sem uma
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interpretacao fisica associada. Por outro lado, como o integral utilizado na defini¢ao
de Weyl é impréprio, a funcdo f(t) é normalmente sujeita a muitas restri¢oes e o seu
uso ¢ bastante limitado. A férmula de Griinwald-Letnikov (GL) induz a ideia da
generalizacao da derivada e do integral de ordem inteira n a valores reais (ou mesmo

complexos) arbitrarios de ordem « a partir das férmulas classicas de ordem inteira..

Em contrapartida, a definigdo de Caputo (C) permite a formulacdo das conven-
cionais condigbes iniciais com interpretacao fisica, tais como (considerando o limite in-
ferior ¢t = a) Dy|y=q, Dg]x:a, etc. (i.e. posicdo, velocidade, etc.). Considerando que os
modelos matematicos de sistemas fisicos levam a formulacao de equagoes diferenciais de
ordem fracciondria (o que vem sendo cada vez mais frequente em certos dominios), esta
caracteristica torna a definicao de Caputo particularmente til, pois permite a introducao

das condigoes iniciais.

2.3.3. Interpretacao geométrica e fisica dos integrais e derivadas fraccionarias

Os integrais e derivadas de ordem inteira tém um significado fisico e geométrico rigoroso
o que simplifica a sua aplicacao na resolucao de problemas em varios campos da ciéncia.
Contudo, no caso dos integrais e derivadas fracciondrias esse significado nao é tao com-

preendido e de facil aplicagao.

Ha varios trabalhos no sentido de tentar clarificar a interpretacao fisica e geométrica
dos integrais e derivadas de ordem fraccionaria, sendo de salientar os estudos de Podlubny,

Tatom e Moshrwfi-Torbati e Hammond.

Os integrais e derivadas de ordem fraccionaria sao generalizagoes das nogoes dos inte-
grais derivadas de ordem inteira e, consequentemente, incluem a ordem n (n é um inteiro)
como um caso particular. Por isso, seria ideal haver também uma interpretacao fisica e
geométrica de operadores de ordem fraccionaria que permitissem, também, uma ligacao

como as classicas interpretacoes dos respectivos operadores de ordem inteira.

A maior parte dos trabalhos publicados estabelecem relacoes entre os integrais e as
derivadas de ordem fracciondaria e a geometria fractal na perspectiva do que sera apre-
sentado na secgao 2.3.9 [Taton,Moshrwfi-Torbati e Hammond|. Uma outra alternativa de

interpretacao é proposta por Podlubny, que se apresenta de seguida.
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Considere-se o integral de ordem « definido por Riemman-Liouville

ol f( /ﬁf )t — 1) tdr (2.69)
e escreva-se na forma:
ol f(1) / f(T)dgi (T (2.70)
= L t* —(t @ 2.71
gt(T)—m[ —(t—1)°] (2.71)

Considere-se agora o integral definido em (2.70) para um determinado valor fixo de t
e um referencial com trés eixos 7, g e f. No plano horizontal (7, g) traga-se o gréfico da
funcdo g,(7) para 0 <7 < t. A medida que se traca a curva vai-se obtendo um ” muro”

de altura varidvel com f(7), sendo a parte superior do "muro” uma linha tridimensional

(7, 9:(7), f(7)), 0 <7< 2.

Projectando este ”muro” nas duas superficies verticais, conclui-se que:

e a drea da projecgao sobre o plano (7, f) corresponde ao valor do integral classico

de ordem inteira:

oL (D) / fr (2.72)

e a drea da projecgao sobre o plano (g, f) corresponde ao valor do integral (2.70),

ou, 0 que é o0 mesmo, ao valor do integral de ordem fraccionaria definido em (2.69).

Por outras palavras, o ”muro” produziu duas "sombras”. A sombra na ”parede”
(1, f), é a bem conhecida drea abaizo da curva f(7), que consiste na usual interpretagao
geométrica do integral (2.72). A ”sombra” na” parede” (g, f) é a interpretagao geométrica

do integral de ordem fraccionéria definido em (2.69) para um valor fixo de ¢.

Obviamente para ¢,(7) = 7 ambas as "sombras” sao iguais. Isto mostra que, sob um
ponto de vista geométrico, o integral definido classico é um caso particular do integral de

ordem fracciondria de Riemman-Liouville .
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2.3.4. Tabela de Derivadas e Integrais Fraccionarios

Baseada nas definigoes anteriores é possivel calcular as derivadas e os integrais frac-

cionarios de diversas fungoes elementares.

Tabela 2.2: Tabela de derivadas e integrais de diversas fungoes elementares, usando a
definicao de Weyl.

f(x) x W&

e a~%e * Re(a) > 0, Re(a) >0

cos(ax) a”*cos (ax + 7)) ,0 < Re(a) <1,a >0
sin(ax) a “sin (az + 37a) ,0 < Re(a) <1,a >0
zH %x“*“, 0 < Re(a) < Re(p),x >0

Tabela 2.3: Tabela de derivadas e integrais de diversas fungoes elementares, usando a
definicao de Riemann-Liouville.

f(t) —ooDgt >0, € R
T\ -
(t —a) ol (t—a) e A > —1
p) TOFD sx—a
e XM N >0
eAt—l—u )\aeAt-i-u? A >0
sin(At) MNsin (M4 ), A >0,a > —1
cos(At) A cos (AL +22) A > 0,00 > —1
a A o,
N ree’sin (ut + ayp)
t
eMsin(put) = /A +p?tanp =8> 0,4 >0
[PPY
v r®e’ cos (ut + ayp)
t
e cos(pt) = /A +p?tanp =8> 0,4 >0

As Tabelas 2.2 e 2.3 apresentam as derivadas e integrais fraccionarios de fungoes
elementares usando, respectivamente, as definigoes de Weyl e de Reimann-Liouville. Para
efeitos de simplificacao considera-se que todos os valores sao reais e que t > 0. A ordem «
dos operadores fraccionarios é considerada arbitraria (positiva, negativa ou zero) excepto
indicacao explicita do contrario. As constantes a, A, pu sao consideradas sem restri¢oes

salvo indicacao em contrario.
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2.3.5. Propriedades das Derivadas e Integrais Fraccionarios

As definigoes de derivadas e integrais fraccionarios apresentadas em 2.3.4 possuem as
seguintes propriedades, onde « e 3 sao dois valores arbitrérios (positivos, negativos ou

Z€ro):

DOf(t) = f(t)
DeD™f(t) = f(t) (2.73)
D* [DPf(t)] = D? [Df(t)] = D7 f(t)
Dr[Df(t)] = D*[D"f(t)] = D" f(t),n € N
As propriedades apresentadas nem sempre se verificam para todas as defini¢ées. Por-
tanto, deve-se ter em atengao a definicao utilizada para a derivada e integral fraccionario.
De seguida sao apresentadas outras propriedades consideradas importantes para a andlise
do CF, e que resultam (geralmente) na generalizagao das propriedades do célculo inteiro

(CI) a uma ordem fraccionéria.

e Linearidade

De forma similar a diferenciacao de ordem inteira, a diferenciacao fraccionaria é

uma operacao linear:

D (Af(t) + ng(t) = AD* (1) + nDg(1) (2.74)

onde D representa qualquer uma das defini¢oes de diferenciacao fraccionaria

dadas neste texto.

e Regra de Leibniz

A regra de Leibniz para a derivada de ordem inteira n do produto de duas funcoes
f(t) e g(t) é dada por:

n

Dla(0] = Y- (1) D hsonate) (2.75)

k=

Generalizando a expressao (2.75) para um valor a de ordem arbitraria, a regra de

Leibniz para a diferenciagao fraccionéaria toma a forma:
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o0

plato] = 3 () 0 Dot (2.76)

k=0

A regra de Leibniz dada por (2.76) é especialmente 1itil para a determinacao de
derivadas fraccionarias do produto de uma funcao que é um polinémio com uma

outra fungao em que a sua derivada fraccionaria é conhecida.

2.3.6. Diferencas de Ordem Fraccionaria

Existem actualmente varias obras que abordam o célculo de derivadas fracciondrias [82,

56], onde a ordem « do operador D* = (%)a é estendida para valores arbitrarios (reais

ou complexos). No entanto, o0 mesmo ja nao se passa com o calculo de diferencas finitas

fracciondrias, A®f, para o qual existem poucas referéncias [16].

No entanto, sabe-se que existe uma similaridade muito grande entre as férmulas do

calculo diferencial, envolvendo o operador D = £, e as formulas do cédlculo das diferencas

i
finitas, envolvendo o operador A, o qual pode ser definido por Af(t) = f(t +1) — f(1).

Consideremos a sequéncia de diferencas inteira seguinte:

() flt+1) = f(t)
t) = f(t+2)—2f(t+1)+ f(t)

t
oA
SFt) = f(t+3) = 3f(t+2) +3f(t+1)— f(t)

: (2.77)
- n
A1) =32 (-1 (7 ) te+ )
k=0
onde n é um inteiro positivo ou zero.
A equagao (2.77) sugere a generalizagao do operador as diferencas A® f(t):
a - k[
aef) =3 (-1t (1) e +a-n

k=0 (2.78)

a\ [a+1)
<k> S Tk+DI(a—k+1)
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para valores de « arbitrarios (racionais, irracionais ou complexos). Na tabela 2.4 estao

representadas as diferencas fracciondrias de algumas fungoes elementares.

Tabela 2.4: Diferencas fracciondrias de algumas fungoes.

f(t) AK(D)
L 0, Re(a) > 0

al ( | at(a(—)l)((l, |al >) % |

(p)_Ft—+1 sin(mt) (o — p)t®P—2 o

tF( __1;>(t —p+1) F«S‘(@Zl&ﬁ(t_:— 0;>F>(F(:p) _7}:) ( p) >0
m F(b—a)F(b—t) ,Re(b—a+a)>0

Expressoes similares as estudadas para o calculo classico das diferencas finitas, podem
ser deduzidas para o caso do cédlculo das diferencas fraccionarias. Por exemplo, a regra

de Leibniz para a diferenga finita do produto de duas fungoes f(t) e g(t):

AN f(t)g(t) = Z (ZID ANTEFOAR gt + N — k), N =0,1,2, ... (2.79)

pode ser generalizado para a obtencao da regra de Leibniz para as diferencas fraccionarias:

a9l =3 () A s OA (1 + o~ ) (2.80)

k
k=0
onde « é um valor arbitrario.

Neste texto, foi apenas dada uma de varias possiveis definigbes para A% f(t). Seria
interessante, por exemplo, estudar o calculo fraccionario considerando um incremento
A f(t

arbitrario h, isto é, onde A f(t) = f(t +h) — f(t), e analisar o }Lin%) {:( )

sua relagdo com D f(t) (ver a definigdo de derivada fraccionaria de Griinwald-Letnikov).

bem como a

2.3.7. Transformada de Laplace de Derivadas Fraccionarias

A Transformada de Laplace (TL) revela-se uma ferramenta extremamente ttil na

analise e projecto de sistemas de controlo, devido a transformacao de operacoes como
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a integragdo e a diferenciagdo (entre outras operacgoes) em t em operagoes algébricas
em s. Nesta perspectiva, a TL é também importante na analise e projecto de sistemas

fraccionérios.

A TL de f(t), denominada L{f(t)} = F(s), é uma fungao de varidvel complexa

s = 0 + jw, onde:

= /f(t) et (2.81)

A fungao original f(t) pode ser obtida a partir de F'(s) através da transformada de

Laplace inversa L~

c+joo

£(#) = L {F(s)} = % F(s)eds (2.82)

c—joo

onde ¢ é um valor seleccionado para a direita de todas as singularidades de F'(s) no plano

s.
A TL da derivada ou integral de ordem inteira n da fungao f(¢) é dada por:
n—1
L{D"f(t)} = s*D"ELE(0),n = 0,41, £2, ... (2.83)
k=0
De um modo geral podemos generalizar (2.83) a uma ordem « arbitraria do seguinte
modo:

n—1
L{D*f(t)} = s* D1 £(0), Vo (2.84)
k=0
Contudo, esta expressao sofre ligeiras alteragoes conforme a definicao utilizada para
a derivada fracciondria. Assim iremos ver a seguir a T'L para as defini¢oes de Riemann-

Liouville (RL), Caputo (C) e Griinwald-Letnikov (GL).

A TL para a derivada fraccionaria de RL de ordem « > 0 é:
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n—1
L{"Df(t)} = s"F(s) = > _$*D* " f(t) ;o . n—1<a<n (2.85)
k=0

Dada a auséncia de uma interpretacao fisica dos valores limite das derivadas frac-

cionarias para t = 0, a sua aplicacao pratica é muito restrita.

A TL para a derivada fraccionaria de C é dada por:

n—1
L{“Df(t)} = s*F(s) — Z L0 n—1<a<n (2.86)
k=0

Como se verifica na expressao (2.84) intervém os valores da func¢ao f(t) para t = 0.
Isto permite a interpretacao das convencionais condigoes iniciais, expressas em termos de
derivadas de ordem inteira: f(0) = fy (posigao inicial), f’(0) = f; (velocidade inicial),
f"(0) = fy (aceleragao inicial), ---. Esta caracteristica torna esta definigdo particular-
mente 1til para a resolugao de problemas reais caracterizados por equagoes diferenciais

fracciondrias lineares de coeficientes constantes.

A TL para a derivada fraccionaria de GL é dada por:

L{'Df(t)} = s*F(s),0 < < 1 (2.87)

A TL para o integral fraccionario (das definicoes de RL, C e GL) pode ser obtido
omitindo, nas féormulas anteriores, a segunda parte (somatério) do lado direito das equagdes

de derivadas fracciondrias.

De notar que o operador L permite a passagem do dominio dos tempos para o dominio
das frequéncias (plano s), ou seja realizar neste dominio toda a andlise e projecto de
sistemas, e de seguida voltar ao dominio dos tempos (operador L~1) para verificar o seu

comportamento.

2.3.8. Transformada de Fourier de Derivadas Fraccionarias

Uma ferramenta também muito util para a analise de sistemas no dominio das frequéncias

¢ a Transformada de Fourier (7F), pelo que igualmente se torna importante nos
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sistemas fracciondrios.

A TF, F(w), da funcao continua f(t), denominada F{f(t)} = F(w), é definida como

sendo a funcao em frequéncia:

F(w) = / ft) e ' dt, —0o < w < 0 (2.88)

A funcdo f(t) pode ser determinada a partir de F'(w) aplicando a transformada de

Fourier inversa F~!:

fit)=F " {F(w)} = % / F(w) - e™'dw (2.89)

A TF da derivada ou integral de ordem inteira n da fungao f(t) é dada por:

F{D"f(t)} = (—jw)"F(w), n =0,+1,+2, .. (2.90)

Generalizando a expressao (2.90) para valores de v de ordem arbitraria, obtemos a

defini¢ao geral:

FAD*f(t)} = (—jw)*F(w), Ya (2.91)

Assim, a TF do integral e da derivada fraccionaria sera dada por:

F{Df(t)} = (ju) “F(w)
F{Df(t)} = (—jw)*F(w) (2.92)

onde D representa qualquer uma das defini¢oes referidas para o caso em que estas coin-

cidem, isto é, BLD= = O D= = CL D=2 para g = —c0.
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2.3.9. Fractais e Derivadas Fraccionarias

A geometria a que estamos habituados (designada de geometria FEuclidiana) lida com
objectos de dimensoes inteiras. Por exemplo, as linhas e as curvas tém dimensao um, as
figuras planas (quadrados, circulos, etc.) dimensao dois e os sélidos (cubos, esferas, etc.)

tém dimensao trés.

No entanto, sabe-se que muitos dos fenémenos naturais sao melhor descritos através
de uma dimensao nao-inteira, a que Mandelbrot designou de dimensdo fractal. Assim,
enquanto uma linha recta tem uma dimensao dim = 1, uma curva fractal tera, por

exemplo, uma dimensao 1 < dim < 2.

B. Mandelbrot (1975) desenvolveu uma nova geometria para modelizar caracteristicas
irregulares de fenémenos (naturais) fisicos — a geometria fractal. Estas formas fractais
possuem a propriedade da auto-similaridade, isto é: a medida que examinamos partes
cada vez mais pequenas da forma fractal (por ampliagao), a forma resultante é sempre

similar a original. Isto nao acontece com as formas Euclidianas convencionais.

A teoria dos fractais desenvolvida por Mandelbrot terda conhecido o seu inicio 1965,
quando este investigava o comprimento da costa Inglesa. Todavia, foi Richardson (1953)
que a partir do estudo da variagdo do comprimento aproximado L(n), de diferentes costas
e fronteiras terrestres em funcao de um passo de medida 7, enunciou a féormula, que ficou

chamada pela lei de Richardson:

L(n) = L™= (2.93)

em que Ly é o comprimento inicial (i.e. quando n = Lg) e dim a dimensao fractal.

Aplicando o logaritmo decimal a equagao (2.93), obtemos a expressao geral da di-

mensao fractal dim:

. log L(n) — log(n)
dim = 2.94
log Lo — log(n) (2:94)

Para o caso particular de um comprimento unitario Ly = 1, vem:
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log L(n)

dim =1 —
log(n)

(2.95)

Todavia, a expressao mais usual para a dimensao fractal (dim) ¢ escrita na forma:

_ log N

dim = T
log -~

(2.96)

em que N designa o numero de segmentos idénticos e r o seu comprimento. A dimensao

fractal dim quantifica a auto-similaridade do fractal.

De seguida sao mostrados dois exemplos tipicos de estruturas fractais em que podemos

confirmar a propriedade da auto-similaridade: o conjunto de Cantor e a curva de Koch.

2.3.9.1. Conjunto de Cantor Terndrio

Um método muito simples de construir um fractal com dimensao 0 < dim < 1 estd

ilustrado na Fig. 2.1. Esta estrutura é designada de conjunto de Cantor ternario.

0 1
n=0
0 1/3 1/3 1
n=1 ) _
0 1/9 | iteracdo
S — n=2
- - - - - - — — n=3v

Figura 2.1: Construcao dos quatro primeiros passos do conjunto de Cantor. As iteragoes

estao designadas por n. A dimensao fractal deste conjunto é dim = ig—g

O conjunto de Cantor é construido a partir de um segmento de recta de comprimento
L € [0,1] (iteracao n = 0). Divide-se o segmento em trés partes iguais e remove-se o % do
meio (n = 1). Para cada um dos dois segmentos resultantes repete-se o processo e assim
sucessivamente. Verifica-se que se trata de um processo recursivo. As caracteristicas deste

conjunto de Cantor estao ilustradas na tabela 2.5 e na Fig. 2.2.



36 Matrizes Pseudoinversas e Calculo Integral Fraccionario

Tabela 2.5: Valores do conjunto de Cantor.

Iteracgdo | Passo de Comprimento Log n | Log L(n )
n medida 7 L(n)
0 1 1 0 0
1 1/3 2/3 -0.477 | -0.176
2 1/9 4/9 -0.954 | -0.352
3 1/27 8/27 -1.431 | -0.528

A

log L(m)
O logm)

Figura 2.2: Grafico de log(L(n)) vs log(n) do conjunto de Cantor.

O célculo da dimensao fractal desta simples construcao através de (2.97), considerando

n= % resulta:

log L(
dim =1 — L&’) —0.631 (2.97)
log(3)

2.3.9.2. Curva de Von Koch

Um outro fractal de construgao também simples é o chamado de curva de Von Kock e

estd ilustrado na Fig. 2.3

O conjunto de Koch é construido a partir do intervalo L € [0, 1] (iteracdo n = 0).
Divide-se o intervalo em trées partes iguais e remove-se o % do meio substituindo-o por um
triangulo equildtero (n = 1). Para cada um dos segmentos resultantes repete-se o processo
e assim sucessivamente. Verifica-se novamente que se trata de um processo recursivo. As

caracteristicas da curva de Koch estao ilustradas na tabela 2.6 e na Fig. 2.4.
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1
n=0
1/3
0 1/3 1/3 1 I iteracao
1/9
1/9 1 neo W

Figura 2.3: Construcao dos trés primeiros passos da curva de Koch. As iteracoes sao
designadas por n.

1
O calculo da dimensao fractal da curva de Koch considerando por exemplo 1 = 5

vem:

Tabela 2.6: Valores do conjunto de Koch.

Iteracgdo | Passo de Comprimento Log n | Log L(7n)

n medida 7 L(n)

0 1 1 0 0

1 1/3 4/3 -0.477 | 0.125

2 1/9 16/9 -0.954 | 0.249

3 1/27 64/27 -1.431 | 0.374
A log L)

log (M)
-

0

Figura 2.4: Grafico de log(L(n)) vs log(n) na curva de Koch.
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log L(L
L?f — 1.262 (2.98)

dim=1-— 5
log(3

Uma outra variante da construcao de Koch, chamada de "floco de neve” de Koch

ou ”ilha” de Koch, estd ilustrada na Fig. 2.5. Por seu lado, na Fig. 2.6, esta repre-

sentada outra muito conhecida estrutura fractal designada de conjunto ”entrancado” de

x

Sierpinski.

A

n=1
In 4

Figura 2.5: Construgao do ”floco de neve” de Koch. Dimensao fractal dim = {—.

v %

n=0 n=1 n=2 n=3

Figura 2.6: Construcao do triangulo de Sierpinski. Dimensao fractal dim = {—.

A geometria fractal permite a descricao e a modelizagao matematica de muitas das
formas complexas existentes na natureza. Fenémenos naturais como as costas terrestres,
as montanhas e as nuvens podem ser quantificados por uma dimensao fractal, resultante
da sua auto-similaridade natural. A teoria dos fractais permitiu o desenvolvimento de
praticamente todas as areas cientificas, nomeadamente a matematica, a ciéncia dos com-
putadores, a fisica, a quimica, a meteorologia, a cosmologia, a biologia, a economia, as

ciéncias sociais, a mecanica e um numero infindavel de aplicagoes.

Sabe-se que existe uma relagao entre a fractalidade (i.e dimensao associada as es-

truturas geométricas fractais) e as derivadas fracciondrias. Note-se que a fractalidade
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depende da geometria, ao passo que as derivadas fracciondrias dependem da dinamica
do sistema. Todavia, havendo uma correlacao entre a geometria e a dinamica, pode-se
relaciond-las, especialmente quando a geometria condiciona um fenémeno fisico regido por
uma equacao diferencial. Nesse caso a geometria fractal conduzira entao a uma equagao
diferencial de ordem nao-inteira. O reciproco, em que a dinamica condiciona a geometria,
¢é também verdade. Dada a existéncia desta interdependéncia, as derivadas fraccionarias
sao utilizadas para modelizar inimeros fenémenos fisicos. Podemos citar varios exemplos

tais como:

e Na "interface” fractal entre um metal e um meio iénico, a corrente é proporcional

a derivada nao-inteira da tensao (fisica-quimica);

e A corrente que atravessa um condensador é proporcional & derivada nao-inteira

da tensao se, pelo menos, uma das armaduras é rugosa (electricidade);

e Na relaxacao da agua sobre um dique, o débito é proporcional a derivada nao-
inteira da pressao dinamica a ”interface” agua-dique se a estrutura interna do

dique é porosa (mecanica);

Existe pois uma ligacao estreita entre estes dois conceitos, especialmente no estabele-

cimento de uma dimensao fractal a uma ordem de derivagao nao-inteira.

2.3.9.3. Modelo Fractal de uma " Interface” Irregular

Neste exemplo vamos considerar a transferéncia de carga eléctrica entre duas substancias
diferentes: um eléctrodo de metal e um electrolitico. A corrente eléctrica, na sua pas-
sagem, encontra uma resisténcia (R) e uma capacidade (C) através da superficie de
separagao (interface) entre os dois meios. Devido ao facto das superficies de contacto
apresentarem uma certa rugosidade, o circuito RC' correspondente nao da uma descri¢ao

adequada da dinamica do processo.

A Fig. 2.7 representa um corte da seccao do modelo da interface. Repare-se que esta
estrutura é auto-similar. Alids, nao é mais do que a representacao do conjunto de Cantor

ternario.
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I

—> ¢L N

H/a )
< > ¢ L electrolito
H/
< > eléctrodo
H

Figura 2.7: Barra de cantor (terndria).
L o .
Como R =p 5 a resisténcia de cada segmento, onde k ¢ a altura da barra, vem:

L L L

: —p = —p— . 2,
p o T rme T e (299)

ouseja (i=1, 2, ---):

Ri—i—l = Ria (2100)

Por outro lado em cada um dos niveis da barra a capacidade C' entre o eléctrodo e
a terra é constante, pois o comprimento das faces laterais mantém-se constante. Logo

resulta:

Cipr = C (2.101)

Assim, a interface pode ser modelizada por um circuito eléctrico recursivo equivalente

conforme o representado na Fig. 2.8.

A impedancia Z(jw) do circuito recursivo é dada por:

1
Z(jw) = R + - 2.102
() = R+ 2.102)
jwc+a2R+...
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Figura 2.8: Circuito eléctrico recursivo da barra de Cantor.

A expressao de Z(jw) obedece a férmula recursiva:

Z <jf) - gZ(jw) (2.103)

com solucao (1) é um factor de escala):

Z(jw) = $ljw)™, m—1— 2 (2.104)

A ordem fraccionaria m da resposta em frequéncia é devida a natureza recursiva do
circuito. Note-se a sua relagao com a dimensao fractal. Genericamente, para N ramos

temos:
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_lnN
na

m=1 (2.105)

2.3.10. Computacao Numérica de Derivadas Fracciondrias

As derivadas de ordem fraccionaria podem ser calculadas de um modo simples, através
da, ja referida, definicdo de Griinwald-Letnikov (GL) (seccao 2.2). Esta aproximagao é
validada pelo facto de que, para uma gama variada de funcoes, as defini¢oes de Riemann-
Liouville (RL) e de GL serem equivalentes [76]. Este facto permite-nos usar a definigao
de RL, durante a formulagao do problema, e regressar a definicao de GL, para obter a

solugao numérica.

2.3.10.1. Calculo Numérico das Derivadas Fraccionarias

A aproximacao "mais atraente” para o calculo de derivadas de ordem fraccionéria é, sem

duvida, a definicao de Griinwald-Letnikov:

h—0  h"

(5] (2.106)
ARFE) =D (=DF @) f(t = kh)

k=0

onde [z] significa a parte inteira de x.

Deste modo, a derivada (ou o integral) de ordem fracciondria pode ser calculada

usando a seguinte aproximagao:

DPf(t) = AT f(2) (2.107)

Esta aproximagao leva-nos a seguinte definigao para o calculo numérico da derivada

(ou integral) de ordem fraccionaria a:
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D7 f(t) ﬁ; f(t—kh)
a+1)

(Z) T T(k+1 )(F(a— k+1)

onde I' é a fungao Gama e h o incremento no tempo.

(2.108)

2.3.10.1.1. Principio da Meméria Curta

Da andlise da expressao (2.108) verificamos que para t >> a o numero de termos da
aproximacao da derivada fraccionaria se torna muito elevado. Verificamos também com
base nos coeficientes da aproximacao, que para t elevado, a "historia” do comportamento
da fungao f(t), perto do "ponto inicial” ¢ = a, pode ser desprezado sob certas condigoes
[76]. Estas observagbes levaram a formulagdo por parte de I. Podlubny do chamado
principio da ”"memdria curta”, que significa apenas ter em conta o ”passado recente”
do comportamento de f(t). Isto é, considerar apenas o intervalo [t — L, t|, onde L é o

”comprimento de memoria”. Assim, temos:

JDYf(t) = DYF(), t>a+ L (2.109)

Por outras palavras, e de acordo com o principio da "memoéria curta”, a derivada frac-
cionaria com o limite inferior a é aproximada pela derivada fraccionaria de limite inferior
deslocado de t — L. Devido a esta aproximacao, o numero de termos da aproximacao

(2.108) nunca ¢é superior a parte inteira de —.

h
E claro que este tipo de simplificacao gera alguma imprecisao no resultado. Se con-
siderarmos f(t) < M para a <t < b, o erro A(t) introduzido pelo principio da ”meméria

curta” pode ser estimado da seguinte forma [76]:

AW = |oDE () — D ()] < —TL°

— L<t<b 2.110
!_|F(1_a>|, a+L<t< (2.110)

Do mesmo modo, tendo pré-definido um erro méaximo &, o ”comprimento de memoria”

L pode ser determinado por:
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M 1/a
At) < L<t<bselL>|——— 2.111
Oearisishes> (i) 2y

A aplicacao do principio da "meméria curta” reduz o "custo” da computacao e

minimiza os efeitos da acumulagao dos erros de arredondamento.

2.3.10.1.2. Ordem de Aproximacao

As diferencas finitas podem ser usadas para aproximar derivadas de ordem inteira. Por
exemplo, para um tempo ¢ fixo e um passo h pequeno, a primeira derivada pode ser

aproximada através de y(t) e y(t — h) por:

Y (t) =y(t) = (2.112)

que nao é mais do que a definicao classica de primeira derivada omitindo a operagao lim.
h—0

A férmula (2.112) fornece a aproximacao de primeira ordem de y'(t).

A aproximacao as diferencas finitas fracciondrias de primeira ordem da derivada de

ordem « pode ser escrita da forma (com a =0 e t = nh):

0Df f(t) = h™ > iV f(t — kh) (2.113)
k=0

i = o (7) (2114)

sendo C,ga) os coeficientes e k =0, 1,2, ...,n, com n = [—].

A aproximagao utilizada em (2.113) para a derivada fraccionaria fornece, como de-
monstra Podlubny [76], a aproximagao de primeira ordem para a derivada de ordem «.

De facto, se uma funcao f(t) pode ser desenvolvida por um série de poténcias:

o0

F#) =" amt™ (2.115)

m=0
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entao a aproximagao as diferengas fracciondrias (2.113) fornece a aproximagcao de primeira
ordem para a derivada fraccionaria de ordem « para qualquer ponto da regiao de con-

vergéncia da série de poténcias [76].
2.3.10.1.3. Calculo dos Coeficientes

Para a implementacao do método das diferencas fraccionarias é necessario o calculo dos

coeficientes ( ,g"‘) da derivada fraccionaria:

G = (—U’“(Z),k =0,1,2,... (2.116)

onde « é a ordem da diferenciacao fraccionaria.

Os coeficientes ( ,(f) podem ser calculados de duas formas. A primeira forma é baseada
numa das propriedades dos coeficientes do binémio, em que estes seguem as seguintes

relacoes recorrentes:

« « 1 «

a qual é adequada para um valor de « fixo.

Contudo, quando necessitamos de encontrar um valor apropriado de o (como ocorre
na identificacdo de sistemas), as relagoes recorrentes dadas por (2.117) nao sao as mais
adequadas. Uma outra forma de determinar os coeficientes ¢ ,ga) pode ser realizada usando

a transformada de Fourier [76]:

2
(@) _ i jkt
G = 27rj/f“<t)e dt (2.118)
0

fa(t) — (1 _ e—jt)a
2.3.10.2. Solucao Numérica de Equacoes Diferenciais Fracciondrias

A solucao numérica de uma equagao diferencial pode obter-se de um modo explicito, subs-

tituindo a derivada fraccionéria da equacao pela definicao da aproximagcao das diferencas
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finitas fraccionarias obtida na secgao 2.8.1.

Como exemplo consideremos uma equacao diferencial de ordem fraccionaria definida

por:

oDfy(t) + Ay(t) = f(t), t>0 (2.119)

y®0)=0, k=0,1,2,...n—1 (2.120)

onde n —1 < a <n. Para 0 < a < 2 esta equagao é designada de equacao da relazagao-

oscilacao.

Utilizando a aproximagao de primeira ordem definida em (2.113), vem:

R g+ A = frrr g0 =0; m=1,2,3, ... (2.121)
7=0

tm =mh, Ym =y({tm), fm=f({tn), m=0,1,2, .. (2.122)

¢ = (~1y (Z) j=0,1,2,.. (2.123)

Assim, podemos definir o seguinte algoritmo para a solu¢ao numérica da equacao

(2.120):

=0, k=1,2,...,n—1

Ym = _Ahaym—l . Zg;a)ym—j + hafm, m=n,n+1,.. (2124)
=1

o qual é facilmente implementado por um programa de computacao numérica.

2.3.11. Aplicacao ao sistema de controlo

As aplicagoes referidas nesta seccao dizem respeito somente a utilizacao das derivadas e

integrais fracciondrios no dominio do controlo automatico de sistemas. Nesta ordem de
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ideias, surgem duas abordagens que vém sendo estudadas nos ultimos anos. Uma é a
abordagem que adopta o dominio das frequéncias. Sendo esta a primeira a ser estudada
e com resultados praticos, estd de certo modo j&a estabelecida. A outra, mais recente, é a
abordagem que adopta o dominio dos tempos. Sendo que estd ainda pouco desenvolvida,
devido essencialmente a falta de métodos analiticos bem delineados para a sua analise,

existem contudo alguns estudos efectuados neste dominio.

2.3.11.1. Dominio das Frequéncias

A aplicagdo das derivadas e integrais fraccionarios ao controlo de sistemas adoptando o
dominio das frequéncias deve-se ao trabalho pioneiro desenvolvido por Oustaloup. Este
investigador utilizou controladores fraccionarios, projectados pelos métodos da resposta
em frequencia, para provar que este tipo de algoritmos fornecem um desempenho superior
ao exibido pelos controladores tradicionais (i.e. de ordem inteira), nomeadamente a os

algoritmos classicos do tipo PID.

Através da observacao de um fenémeno natural robusto, Oustaloup [66] considerou
a relaxacao de uma massa de dgua M em movimento embatendo num dique poroso.

Aplicando a lei fundamental da dinamica resulta a seguinte equacao diferencial:

dv (t) _
M— =+ F(t) =0 (2.125)

onde V(t) é a velocidade e F(t) é a forga de reacgao do dique.

A quantidade de cavidades de um material poroso permite interpretar o dique como
um meio caracterizado por um ntimero infinito de canais e alvéolos de diferentes tamanhos.
A Fig. 2.9 mostra uma representagao esquematica deste conceito onde as grandezas fisicas

intervenientes sao definidas como:

e Pressao dinamica sobre a ”interface” dgua-dique: P (onde P = F'/S) sendo S a

area do dique coberta pela dgua;
e Pressao no alvéolo i: P;;

e Perda de pressao no canal i: P — P;;
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e Fluxo de 4gua em movimento @) (onde @ = SV);

e Fluxo de agua no canal ¢ devido a diferenca de pressao P — P; : );;

e Lei de conservacao da quantidade de dgua (considerando a incompressibilidade
do fluido): @ =>_ Q.

Analisando o sistema, podemos dizer que:

e Cada canal é sede de perdas de energia, designadamente por viscosidade e tur-

buléncia;

e Cada alvéolo é, ao nivel do ar aprisionado, sede de uma energia potencial devido

as forcas de elasticidade resultantes da compressao do ar pela dgua.

alvéolo

canal

ramo 1

Figura 2.9: Fenémeno natural robusto. Representacao esquematica de um dique contendo
um numero infinito de ramos constituido por canais e alvéolos.

Tendo em conta a equivaléncia entre a mecanica dos fluidos e os sistemas eléctricos,
o modelo eléctrico equivalente ao modelo mecanico do ramo i (Fig. 2.9) é representado
por um elemento dissipativo (resisténcia R;) em série com um elemento nao-dissipativo

(condensador C}), como é mostrado na célula elementar da Fig. 2.10.

Sabendo que a soma dos fluxos:

Q=Y o (2.126)
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Figura 2.10: Modelo eléctrico equivalente ao ramo i: U = P; U; = P;; I, = Q;.

tem por equivalente eléctrico a soma das intensidades:

I=>"1 (2.127)

o conjunto dos ramos é representado por uma disposicao paralela de células RC em série.

Dada a fractalidade da porosidade e a recursividade da fractalidade postas em evidéncia
por B. Mandelbrot [49], pode ser atribuido um carédcter recursivo a estrutura interna do

dique. Devem ser consideradas duas distribuicoes distintas

e Uma distribuicao recursiva das perdas de energia e, logo, das resisténcias eléctricas

equivalentes:

R;
Riii = i (2.128)

e Uma distribuicao recursiva das energias potenciais da elasticidade e, logo, das
capacidades eléctricas equivalentes:

G

Cip1 = 2.129
n= (2.129)

sendo 3 > 1, n > 1 factores recursivos.

Assim, o circuito eléctrico recursivo equivalente da ”interface” agua-dique corresponde
ao representado na Fig. 2.11 (onde [ é a corrente devida a tensdo aplicada U) e a sua

admitancia de entrada Y (jw) é dada por:

JjwC 1
JwCR + (Bn)~

I(jw) = U(jw) - Y (jw), Y(iw)=Y

=1

(2.130)
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T

C | C/m | C/m!

v

Figura 2.11: Circuito eléctrico recursivo equivalente da ”interface” agua-dique.

Os diagramas de Bode assimptdéticos da amplitude e da fase de Y (jw) estao ilustrados

na Fig. 2.12:

__________ "\ 20m dB/dec 2)
N

en N
! : : : ! >
0 E : : : ! log®
bag (Y o i
A | | |
s | | |
n/2 f--------- /
A,
- - / L - - - - b)
NNNNY
NN\ >
0 o' ; O Oy 'y logw

Figura 2.12: Diagrama de bode assimptdticos de Y (jw): a) Amplitude, b) Fase.

As frequéncias de corte do pdlo w; e do zero w’; obedecem as seguintes relacoes recur-
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sivas:

— =0 (2.131)

A expressao da ordem nao-inteira para m (i.e o declive da recta média da amplitude

ou a fase de Y (jw)) é dada por:

B 1
_1+loﬂ

log o

m (2.132)

A resposta em frequéncia de ordem fraccionaria é devida a natureza recursiva do

circuito. De facto, a admitancia Y (jw) segue a férmula recursiva:

Y (ﬁ%) - %Y(w) (2.133)

com a solugao (¢ é um factor de escala) de acordo com (2.135) [43]:

1

= logn
1 + @

Y(w) =¢(w)™, m (2.134)

As Figs. 2.13 e 2.14 mostram o diagrama de blocos deste método bem como o respec-

tivo diagrama de Bode.

R(s) G(s) = k C(s) X
+ §°

Figura 2.13: Diagrama de blocos para um sistema elementar de controlo de ordem frac-
ciondria a.
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Figura 2.14: Diagrama de Bode, em malha aberta, de amplitudes e fases, para um sistema
de ordem fracciondria 1 < a < 2.

O diagrama de Bode em malha aberta de amplitudes e fases, representado na Fig. 2.2,
apresentam, respectivamente, um declive de —20a dB/dec e uma fase constante de
—aZ rad. Por outro lado, o sistema em malha fechada tem uma margem de fase constante
de 7(1—%) rad, que é independente do ganho K do sistema. Esta importante propriedade
¢ também revelada através do lugar das raizes da figura Fig. 2.15. Por exemplo, quando
1 < a < 2o lugar geométrico das raizes segue a relacao m — m/a = cos™! (, onde ¢ é o

factor de amortecimento, que é independente do ganho K do sistema.

A
I P
o K m (s) lano s
b
n——=
o K=0 -
o Re (5)
+00«— K

Figura 2.15: Lugar geométrico das raizes para um sistema de controlo de ordem frac-
ciondria 1 < a < 2.

O projecto de um controlador que levasse o sistema a ter este tipo de comportamento

definiu a seguinte estrutura da fungao de transferéncia C'(jw) do controlador:
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N

C(jw) = COH

1+ jw/wi

2.1
1+ jw/w; (2.135)

em que Cj é o ganho e em que as frequéncias de corte dos pdlos e dos zeros (i.e w; e w’;)

sao definidos através de uma distribuicao alternada recursiva em funcao dos factores (3 e

n.

2.3.11.2. Dominio dos Tempos

2.3.11.2.1. Método Analitico

Um método analitico usado para o controlo de sistemas, que se encontra ainda na fase
inicial de desenvolvimento foi proposto por Podluny [76]. Este método adopta a anédlise
no dominio dos tempos de sistemas de ordem fraccionaria, permitido deste modo obter a

solugdo analitica explicita da resposta y(t) do sistema (Fig. 2.16).

Consideremos o sistema de controlo de realimentacao unitdria da Fig. 2.16, onde G(s)
¢ a funcdo de transferéncia do sistema controlado, C'(s) é a funcao de transferéncia do
controlador, R(s) é a entrada de referéncia, E(s) é o erro, U(s) é a saida do controlador

e Y(s) a saida do sistema.

R(s) E(s Uts)

Y
— c(s) 5

G(s)

Figura 2.16: Sistema de controlo de realimentagao unitaria.

Contrariamente a aproximagao classica vamos considerar que as funcgoes de trans-
feréncia do sistema da Fig. 2.16, sao descritas por funcoes de transferéncia de ordem
arbitraria, isto é, utilizando derivadas e integrais de ordem nao-inteira. Estes sistemas,
designados de sistemas de ordem fracciondria, incluem também o caso particular dos

sistemas de ordem inteira.

Assim, as fungoes de transferéncia de ordem fraccionaria (FTOF') sao dadas por uma

expressao do tipo:
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1
pSPr + a,_18%-1 + .. 4 a18P + agsPo

Gn(s) =

onde
O, k=0,1,2,....,n é um numero real arbitrario

Bn>Ba1> .. > 01> 08>0
ag, k=0,1,2,....n € uma constante arbitraria

(2.136)

No dominio dos tempos a FTOF (2.136) corresponde a uma equagao diferencial de

ordem fracciondria (EDOF) de n termos:

an D7 y(t) + ap_1 D=1y (t) + ... + a1 D'y (t) + ag D™y (t) = u(t) (2.137)

onde D® = (Dg é a derivada fraccionaria de Caputo de ordem o com respeito a variavel

t e com o ponto de inicio ¢t = 0.

A escolha da derivada fraccionaria de Caputo, em detrimento de outras definigoes
bem mais conhecidas, como é o caso da RL, resulta da consideragao por parte desta das
condigoes iniciais y(0) = yo, ¥’ (0) = y1, etc mais facilmente interpretdveis. Além disso, a
derivada de Caputo de uma constante é zero. Por estas razoes, a utilizacao da definicao

de Caputo parece ser a mais "adequada”.

2.3.11.2.2. Método Numérico

Uma outra aproximacao das derivadas fracciondrias no controlo de sistemas que adopta
o dominio dos tempos é baseada directamente da defini¢ao de Griinwald-Letnikov (GL).
Este método foi desenvolvido por Tenreiro [44] e resulta do facto de a definicdo de GL
para a derivada de ordem fraccionaria poder ser obtida através da sua expansao em série.
Assim, para um algoritmo de controlo discreto no tempo de periodo de amostragem T', a
formula pode ser aproximada por uma série truncada de n termos, resultando as seguintes

equacgoes nos dominios do tempo e z:

Do(t) ~ % zn: (—1)* <z>x(t — kT)

k=0

I & (DT (a+ 1) (2.138)
Z{Da(t)} ~ {ﬁ kZ:O M (o e 1)“} X(2)
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De maneira a termos uma boa aproximacao, o nimero de termos n deve ser elevado

e o tempo de amostragem 7' pequeno.

O algoritmo de controlo fraccionario ¢ obtido por uma truncatura da série definida

por (2.138) em n termos, e que pode ser obtido através da sua expansao em série de Taylor
[41]:

D*(z ") ~ (%) [1 —az wz” T Gl 1)"'75!04 —nt D (2.139)

O algoritmo de controlo pode implementar uma acgao derivativa D ou integral [

considerando respectivamente um valor positivo ou negativo de «.

Tenreiro demonstrou [40] que os controladores fraccionarios revelam um melhor de-
sempenho no controlo de sistemas que os tradicionais controladores PID(Proporcional,
Integral e Diferencial). Demonstrou também que a medida que a série (2.139) contém
mais termos tanto melhor é o desempenho do sistema. Estes resultados sao ainda mais

promissores quando o sistema esta na presenca de fendmenos nao-lineares.

Este método é particularmente adequado para uma analise por transformada z e para
uma implementacao digital. Contudo, falta analisar certas questoes, tal como a estabili-
dade do método, como o sistema de controlo se comporta na presenga de sistemas definidos
por equagoes diferenciais de ordem fracciondria (sistemas fracciondrios) e a escolha de uma,

ordem « adequada para o desempenho desejado do sistema [15].

2.4. Resumo do capitulo

Neste capitulo foram formulados alguns conceitos matematicos que serao usados nos
capitulos seguintes. Assim, foram apresentados os aspectos fundamentais do calculo de
matrizes inversas generalizadas e do calculo integral de ordem fraccionaria, perspectivando-

se a sua aplicagao as ciéncias da engenharia.
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Capitulo 3

Cinematica e Dinamica de Robots

3.1. Introducao

A industria contemporanea usa, cada vez mais, os robots em tarefas de grande comple-
xidade, por forma a executarem o trabalho com um minimo de assisténcia e intervencao

humana.

Para se aumentar o desempenho dos sistemas robdticos, torna-se importante estudar
e interpretar correctamente todos os conceitos envolvidos nas interacgoes com o ambiente

e na manipulacao de objectos.

Com o objectivo de construir bracos eficientes e desenvolver algoritmos de controlo
adequados, é necessario determinar as formas como uma tarefa pode ser executada e, para
cada caso, que tipo de movimentos o robot deve ser capaz de realizar. Nesta perspec-
tiva, nao s6 as questoes praticas ou tecnoldgicas mas também os aspectos cientificos da

manipulacao representam partes importante da investigacao nesta area da robdtica.

Nesta ordem de ideias, o presente capitulo apresenta os fundamentos da cinematica
para manipuladores planares, analisando com algum detalhe os aspectos relacionados
com as singularidades e a manipulabilidade. Na seccao 3.2 serao abordados os temas
relacionados com as cinematicas directa e inversa estabelecendo as relagoes entre o espacgo
das juntas e o espaco operacional. Na seccao 3.3 discute-se o problema das singulari-
dades cinematicas e apresenta-se um método de andlise da sua natureza. A seccao 3.4
estuda a "manipulabilidade” dos bracos robdticos apresentando algumas das expressoes
que permitem determinar o ”"indice de manipulabilidade” para um determinado ponto

do espaco operacional. Na seccao 3.5 é apresentada a formulacao de Lagrange para a
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obtencao das equagoes da dinamica de um manipulador. A partir da formulacao basica
foi desenvolvido um modelo recursivo que permite a obtencao das equagoes dinamicas

para qualquer manipulador planar do tipo kR (k € IN).

3.2. Aspectos Fundamentais da Cinematica de Manipuladores

Nesta seccao serao apresentados os fundamentos da andlise cinematica da estrutura de
um manipulador que permite descrever o movimento do érgao terminal relativamente
a um referencial cartesiano. A cinemadtica representa o nivel basico de modelizacao de
uma estrutura manipuladora, abordando essencialmente as relagoes geométricas, pelo
que nao toma em atencao as forcas e fenémenos dinamicos, normalmente induzidos pelo

movimento.

3.2.1. Variaveis das juntas e posicdao do 6rgao terminal
Comeca-se por analisar a relacdo geométrica entre entre o movimento das juntas e a
posigao do 6rgao terminal para um manipulador com n graus de liberdade (gdl).

Considera-se um manipulador com n gdl, sendo as juntas numeradas consecutivamente
1 =1,2,......,n a partir da base do manipulador. O movimento da junta i é representado

por g; e referido como varidvel de junta. O vector

q= [q17Q27"' 7qn]T (31)

designa-se por vector das varidveis nas juntas. A posicao do 6rgao terminal é representada

por um outro vector, designado por vector de posi¢ao

r=[ry,re, - ,rm]T (3.2)

onde m é a dimensao do espaco de trabalho. Geralmente verifica-se m < n.
O presente trabalho tem como base os manipuladores planares, pelo que resulta m = 2.

A relagao geométrica entre r e q, determinada pelo mecanismo e pela estrutura do

manipulador, é muitas vezes uma relacao nao-linear da forma:
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r = f(q) (3.3)

Esta relagao é designada por cinemdtica directa do manipulador. Quando o vector das
juntas, q, é dado, o correspondente vector r é determinado de forma univoca. Contudo,
muitas tarefas obrigam a que o érgao terminal ocupe uma determinada posi¢ao ou percorra
uma trajectéria, previamente definida ao longo do tempo, no espacgo operacional. Nestas
situagdes tem que se determinar o vector q(t) que permita o 6rgao terminal alcangar a
posicao pretendida r(t). Por outras palavras, é necessério determinar q(t) que satisfaca

(3.3), sendo conhecido r(t) ([7], [35], [3]). Essa solucao pode ser escrita formalmente como:

q=f"(r) (3.4)
Contudo, neste caso, q(t) pode nao existir ou, se existir, pode nao ser tnico.

O problema da obtengao q(t) sabendo r(t) é designado como cinemdtica inversa.

Assim, no caso presente em que se consideram robots planares e, consequentemente,

r(t) = [ri(t), ro(t)]F = [z(¢),y(t)]" colocam-se dois problemas:

Cinemdtica Directa: Dado o vector dos dngulos das juntas q(t) = [q1(£), - - , ¢a(t)]"
(e sabendo os comprimentos dos elos (l1,ls,- - ,1,)), onde n é o nimero de gdl,
qual serd a correspondente posigao r(t) = [r,,r,]” do érgao terminal do manipu-

lador com referéncia ao referencial coordenado?

Cinemdtica Inversa: Dada uma determinada posi¢ao r(t) = [rs,r,|7 do érgao
terminal referente ao referencial coordenado, podera o manipulador atingir essa
posicao? E se pode, quais e quantas configuragoes diferentes, q(t) = [q1(t), - - , qn(t)]T

satisfazem essa condi¢ao?

Um diagrama de blocos simples, que mostra as relacoes entre estes dois tipos de

problemas (cinemadtica directa e cinemadtica inversa), é apresentado na Fig. 3.1.

Para determinar a posicao do érgao terminal no espaco cartesiano, pode-se definir um

vector de posicao, r;, i = 1,2,...,m, para cada um dos eixos:
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Cinematica
Directa
Iy ] i
N " Posicao do
Angulos das Parametros n s
Orgao
Juntas dos Elos .
Terminal
v | v
Cinematica
Inversa

Figura 3.1: Cinematicas directa e inversa.

ry = [11 017 b Sl]T
ry = [lz Cia, Iy SlQ]T

r, = [ln Cl2-~-n> ln SlQ---n]T

(3.5)

onde C; = cos(q1), Ci2 = cos(qn + q2), -+, Crp = cos(qx + Qi1 + -+ + @), S1 =
sin(q1), Sz =sin(q1 + q2), -+, Skp =sin(qx + Qey1 + -+ + ¢p)-

A adicao vectorial de (3.5) gera as coordenadas (r,,7,) do érgao terminal no espaco

cartesiano:

Ty = i L;Ch..
i=1

Ty = i i Sh..i
i=1

Por exemplo, se considerarmos o caso elementar de um manipulador com dois eixos
rotacionais representado na Fig. 3.2, (robot 2R) e considerando que queremos estudar a

cinemdtica directa entdo, de acordo com (3.6), sera:
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y (xy)

11

X

Figura 3.2: Manipulador planar com dois elos e com juntas rotacionais (n = 2, m = 2).

2
Ty = Zli Ch..i
i=1
2
Ty = Z i S
i=1

(3.7)
Caso se pretenda obter a cinemdtica inversa do brago representado na Fig. 3.2, existem
a priori as duas configuragoes (i.e., dois conjuntos de valores para os angulos das juntas

q = [q1, )" que permitem obter a mesma posi¢ao do érgao terminal, conforme ilustrado
na Fig. 3.3.

Configuragéo 1

Figura 3.3: As duas solugbes da cinematica inversa, para o robot 2R.

Nesta perspectiva torna-se necessario desenvolver uma estratégia para seleccionar a

configuragao apropriada [28]. Assim, deverd ser escolhida uma configurac¢do que determina,
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se o angulo da segunda junta (g2) deve ser positivo (configura¢ao "lower elbow”) ou se,

pelo contrario, esse angulo deverd ser negativo (configuragcao "upper elbow™) [90].

Supondo, por exemplo, que estamos interessados em go > 0 de (3.7) vira:

7,2 + 7,2 - l2 . l2
Cyp=-2 v 1 2 3.8
2 211, (3.8)

Ty<l1 + ZQCQ) — T ZQSQ

Tx(ll + ZQCQ) + Ty ZQSQ
ra =13 =13

20115

g1 = arctan

(3.9)

(2 = arccos

Conhecidos os comprimentos (1, l3), podem-se calcular, através de (3.9), os angulos
das juntas requeridos para colocar o érgao terminal numa posi¢ao (r,,r,) no espago carte-

siano.

E de notar que nem todos os pontos (r,, r,) podem ser acedidos pelo érgao terminal.
Designa-se por espago de trabalho do robot o conjunto de pontos (74, r,) aos quais o 6rgao

terminal pode aceder (Fig. 3.4).

Figura 3.4: Espago de trabalho para o robot 2R, para —7 < ¢; <7 (i = 1,2)
ll =15 m, l2 = 0.7 m.
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Para o caso de manipuladores com 2 ¢dl é relativamente facil a solugao tanto da
cinematica directa como da cinematica inversa. Contudo, os calculos aumentam de com-

plexidade com o do nimero de gdl, em particular no caso da cinemadtica inversa [2], [74].

3.2.2. Cinematica Inversa e Jacobiano

Considere-se agora o problema mais geral do calculo da cinematica inversa para um ma-
nipulador com n gdl. Como a estrutura da maioria dos tipos dos manipuladores tem
geometrias complexas, esta tarefa pode revelar-se dificil do ponto de vista analitico, para
além de, eventualmente, levantar alguns problemas computacionais. Uma abordagem al-
ternativa consiste em encontrar uma soluc¢ao numérica através de um algoritmo de apro-

ximagoes sucessivas [74], [83], [73], [72].

Como definido em (3.3) a fungao f estabelece uma relagao entre o vector das juntas,
q (n x 1), e o vector de posi¢ao, r (m x 1), para um manipulador (m < n). Entao, a

matriz J (m x n) definida por:

[ O O ori 7]
o Og Iqn
8’/“2 87”2 87“2
org  drz 92 or
Jaq) = | 90 %0 an = 3T (3.10)
Orm  Orm Orm
L a(]1 3(12 8qn m

¢ designada matriz Jacobiana de r em relagao a q. Como q e r sao funcoes do tempo,

derivando a equagao (3.3), obtém-se

i = J(q)d (3.11)

A equagao (3.11) descreve a relacao entre a velocidade do 6rgao terminal e as ve-
locidades das juntas do manipulador e designa-se por cinemética diferencial directa (de

primeira ordem).

No caso particular da equagao (3.6) para um robot planar com n g¢dl, a matriz Jaco-
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biana (2 x n) vem:

_ _llsl - l2S12 - lnSIQ...n _l2‘912 - lnSI2...n e _lnSIQ...n

— 12
J LC,+LC+ -+ 1,C10. ., LC+- - +1,C., - [L,Cia o, (3.12)

Por outro lado, os manipuladores redundantes podem também apresentar desvanta-
gens. Como tém mais juntas e actuadores, a sua estrutura é mais complexa, requerendo
modelos matematicos mais sofisticados e algoritmos de controlo mais complexos, para se

tirar partido do nimero extra de gdl [30], [58].

Ao adoptarmos as equagoes (3.4) e (3.14) para o cdlculo da cinemadtica inversa de um
manipulador redundante encontram-se dificuldades ja que, contrariamente ao verificado
para o manipulador 2R, a matriz Jacobiana nao é uma matriz quadrada, inviabilizando

o cdlculo de J7! da forma tradicional [10].

Uma solucio consiste em usar a matriz pseudoinversa J#, [38] sendo entao possivel a

expressao:

q=J"(q)t (3.13)

Desta forma, conclui-se que adoptando a pseudoinversa da matriz jacobiana se torna

possivel o calculo da cinematica inversa para um manipulador onde m # n.

3.3. Singularidades Cinematicas

Considere-se agora o problema do célculo das velocidades nas juntas, q, necessarias para
obter uma determinada velocidade do érgao terminal, I (i.e. a cinemética diferencial

inversa). A partir da equacao (3.11), se a matriz J admitir inversa, resulta:

q=1J"(q)t (3.14)

Se a matriz J for quadrada, isto é, se a dimensao do espago de trabalho é a mesma

da do espago das juntas (m = n) e, além disso, para uma determinada configura¢do do
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manipulador J é nao singular, entao J ! existe e é tinica. Como a matriz J(q) é dependente
de q é possivel que seja uma matriz singular para certas configuragoes. Nesses casos J(q) !
nao existe e a relacdo (3.14) ndo é vélida. As configuragoes correspondentes a estas
situacoes sao classificadas como uma configuracoes singulares. Para uma configuragao
singular, a correspondente matriz J apresenta uma caracteristica inferior ao valor maximo
(R(J) < m). Portanto, os vectores coluna sao linearmente dependentes, e nao existe a
possibilidade de operar sobre a totalidade vector r do espago m-dimensional, havendo
direc¢oes nas quais o 6rgdo terminal nao tem a capacidade de se movimentar [12], [77].

Encontrar os pontos singulares de um manipulador é de grande interesse ja que:

e nestes pontos a mobilidade da estrutura é reduzida, i.e. nao é possivel impor

certos movimentos do 6rgao terminal;

e nessas situagoes podem existir multiplas solugoes para o problema da cinematica

inversa;

e na vizinhanga desses pontos baixas velocidades no espago operacional podem re-

querer altas velocidades no espaco das juntas.

Dada a origem diversa da ocorréncia de singularidades serd natural pensar que as

correspondentes configuracoes terao natureza também distinta.

Nesse sentido, de seguida serao apresentados varios exemplos de singularidades para
os manipuladores 2R, 3R, 4R e 5R. Com o objectivo de analisar a natureza topoldgica
intrinseca a cada tipo de configuragao singular fez-se o mapeamento de uma esfera E no
espago das juntas, com centro na posicao do érgao terminal qo = (q10, G20, ** , @no) € Taio
p = 0.001, para o espaco operacional. Para fazer um estudo das eventuais diferencas da
natureza topolégica dos pontos associados a vizinhanca de cada um das configuragoes,
o mapeamento através da cinematica directa, foi analisado, através de varios niveis de
aproximacao das fungoes trigonométricas relativamente aos acréscimos dos valores das

juntas, ou seja, relativamente ao mapeamento qg +dq — ro +dr, dq € E.

Para robot 2R a matriz Jacobiana, de acordo com (3.12), vem:



66 Cinemé&tica e Dinamica de Robots

=151 — 12512 —12512
J = 3.15
{ LO+1:C1 1Ch ] (3:15)
e a respectiva matriz inversa J! é:
1 I,C [5S
J1— 2012 2012 316
111555 [ —LC1 + 1:C1 —1ST + 12512 ( )

Resolvendo a equagao (3.14) e fazendo q=[q1, ¢2]" € t=[ry, 7|7, vem:

{ « ] =J { "o ] (3.17)
q2 Ty

Por integracao numérica, a partir de q ¢ possivel obter o vector q, que é uma solugao
de (3.14).

As singularidades ocorrem quando det(J) = 0. A partir de (3.15) obtém-se:

Portanto, as configuragoes singulares ocorrem para ¢ = 0 ou ¢go = =+, isto é, quando

P2 =122 = (I — )2 ou 2 = 12 412 = (I + Iy)?2

Como j4 se referiu o mapeamento adopta a cinematica directa r = f(qg, + dq) onde
qo ¢ angulo das juntas para a configuracao em estudo e dq é o vector dos acréscimos

infinitésimais por forma a construir a esfera E de raio p.

Para se ter uma nocao mais precisa das eventuais diferencas da natureza topoldgicas
destas vizinhancas, para o mapeamento referido, foram adoptadas trés aproximagoes di-

ferentes.

A primeira consiste, simplesmente, na cinematica directa, isto é,

x+dr = lycos(qr +dq) + lacos(qn + dg1 + g2 + dgz)

. . 3.19
y+dy = I SID(Q1 + dfh) + Iy SlIl(Ch +dg + ¢ + dQ2) ( )

Na segunda aproximagao usou-se o desenvolvimento de primeira ordem em série de

MacLaurin. Deste desenvolvimento verificou-se que a aproximagao é da forma:
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Xo + dx = x¢ + J(qo)dgq (3.20)

Para a terceira experiéncia foi feita uma aproximacao de segunda ordem da série de

MacLaurin obtendo-se uma aproximagao forma:

Xo + dx = x¢ + J(qo)dq + H(QO)dq2 (3.21)

A descri¢ao completa dos elementos constituintes das matrizes J(q) e H(q) é feita no

Apéndice B.

Por outro lado para testar as diferencas na natureza topoldgica das configuragoes
correspondentes a pontos singulares e a pontos nao singulares fez-se um estudo idéntico

para o ponto correspondente & configuracao de manipulabilidade! maxima.

As Figs. 3.5 e 3.6 apresentam o mapeamento de vizinhangas de pontos singulares
no espacgo das juntas, para r = [y — [, e r = l; + l5, para pontos do espaco opera-
cional. A Fig. 3.7 apresenta o mesmo mapeamento mas para uma configuragao "notavel”,
nomeadamente a configuracao correspondente ao ponto de manipulabilidade maxima
(q1, ¢2) = (0, %) rad. Verifica-se facilmente que os trés pontos apresentam caracteristicas
topoldgicas diferentes. De facto, designando por A,, a drea correspondente ao mapea-
mento de E no espago operacional, verifica-se que A,, = ¥p* ou A,, = 1p?, respectiva-
mente para os pontos nao singulares e singulares, onde v é um coeficiente de amplificacao

caracteristico de cada ponto.

Considere-se agora um manipulador com n > 2 gdl (i.e. um manipulador redun-

dante).

Embora apresentem vantagens em relacao aos manipuladores nao redundantes no
que concerne as configuragoes singulares, estes robots apresentam um maior nimero de
situagoes em que a estrutura pode apresentar configuracoes singulares. Por outro lado,
uma vez que nao é possivel o célculo de det(J) (pois J é uma matriz ndo quadrada),

consideram-se configuracoes singulares aquelas para as quais ocorre det(JJ*) = 0.

!Manipulabilidade é a capacidade de movimentar o 6rgio terminal em qualquer direccdo no espaco
operacional. Este conceito serd estudado em seccoes seguintes.
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Figura 3.5: Mapeamento, no plano operacional, da vizinhanca esférica, no espaco das
juntas, de ponto singular para robot 2R, para r; = 0 m. ¥ = 2.97.

22 15 =l 05 o

Posicao do braco em {O, 7y, 7y}

a T

05

1

15

x10”

2

4

2999999 29999995

Cinematica Directa

)
26999985

Aproximagédo de ordem 1

2999999

H o
29999995 30 30000005 299599985 299999999 2999999995 30 300000005

Aproximagcdo de ordem 2

Figura 3.6: Mapeamento, no plano operacional, da vizinhanca esférica, no espaco das
juntas, de ponto singular para robot 2R, para ry = l; + Iy m. ¥ = 2.26.
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Figura 3.7: Mapeamento, no plano operacional, da vizinhanga esférica, no espaco das jun-
tas, de ponto de manipulabilidade méxima para robot 2R, para s = 1.5v/2 m.
Y = 17.03.

Na mesma ordem de ideias, podem também analizar-se os robots hiper-redundantes.

Assim, tanto para o robot 3R como para os robots 4R e bR, foi feito um estudo seme-
lhante ao realizado para o robot 2R, tendo-se obtido aproximagoes similares as descritas
nas equagoes (3.19), (3.20) e (3.22). A descri¢ao completa das correspondentes matrizes

J(q) e H(q), encontra-se no Apéndice B.

No caso do robot 3R, para l; = [y = 3, sao configuracoes singulares as correspondentes
a posicoes das juntas (q1, q2, q3) = (0, 0, 7) rad, a que corresponde a uma distancia
radial r = 1 m, e a (q1, ¢2, q3) = (0, 0, 0) rad, a que corresponde a distancia radial
r = l1+Iy+13 = 3 m. Por outro lado, o ponto correspondente a configuracao (g1, g2, q3) =
(—m, 2.09, 2.09) rad, para a qual o érgao terminal coincide com a origem (r = 0 m), nao

¢ um ponto singular uma vez que para essa configuracao se tem det(JJ T) # 0.

As Figs. 3.8- Fig. 3.10 apresentam o mapeamento dessa vizinhancas o espaco opera-
cional. A Fig. 3.11 apresenta o mesmo mapeamento mas para uma configuracao "notavel”,
a configuragdo correspondente ao ponto de manipulabilidade maxima (q1, g2, ¢3) =
(3, —0.796, —1.134) rad.
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Robot 3R, Posigao do brago, radial=1.03610-007 miu max
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Figura 3.8: Mapeamento, no plano operacional, da vizinhanga esférica, do espaco das
juntas, de ponto singular para robot 3R, para r; = 0 m. ¥ = 2.69.

No caso do robot 4R, sao configuragoes singulares as correspondentes a posicoes das
juntas (q1, g2, g3, q1) = (0, —m, —m, —7) rad e (q1, @2, q3, q1) = (0, 0, —m, 0) rad,
a que correspondem a distancia radial = = 0 m, as configuragoes (q1, G2, q3, q1) =
(0, 0, —m, —m) rad e (q1, G2, q3, qa) = (0,—m, —m, 0) rad, a que correspondem a
distancia radial » = 1.5 m e a configuragdo (q1, g2, q3, qa) = (0, 0, 0, 0) rad, a que

corresponde a distancia radial » = 3 m.

As Figs 3.12 - Fig. 3.14 apresentam os graficos do mapeamento dessa vizinhanga no

espaco operacional.

A Fig. 3.15 apresenta o mesmo mapeamento mas para uma configuracao "notavel”,
a configuracao correspondente ao ponto de manipulabilidade maxima (g1, g2, g3, q1) =
(3, 0, 0, —1.87) rad.

No caso do robot 5R, as posicoes das juntas: (¢1, ¢2, g3, q4, ¢5) = (0, 0, m, 0, 7) rad,
a que corresponde a distancia radial r = 0.6 m, (q1, ¢2, ¢3, @1, q5) = (0, 0, 0, 0, —7) rad,
a que corresponde a distancia radial = 1.8 m e (q1, q2, g3, q4, g5) = (0, 0, 0, 0, 0) rad,

a que corresponde a distancia radial » = 3 m, sao configuracoes singulares. O ponto



Cinemética e Dinamica de Robots 71

Robot 3R, Posicao do brago, radial—1 miu max

2
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3.143
T 7 3.1425
o5 T 3142
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—o.5f B 3141
1k : : B 3.1405
3.143
15 B
2
E 5 = 0.5 o 05 Kl 15 2 25

Posicao do brago em {O,r,, 7y}

x10* x10*
1 1

o o
09999995 10 10000005 1000001 0539909 09999995 10 70000005, 1.000005 0539999, 09999995 0 10000005 7000001

Cinematica Directa Aproximagao de ordem 1 Aproximacao de ordem 2

Figura 3.9: Mapeamento, no plano operacional, da vizinhanca esférica, do espaco das
juntas, de ponto singular para robot 3R, para rs =1 m. ¥ = 2.29.

Robot 3R, Posigao do brago, radial=3 miu max

= —1s =l o5 o 05 El 1.5 2 25 3

Posicao do braco em {O,ry,7,}

x10° x10°

" -
2360998 2.9999985. 2:999999 2.9999995 30 3.0000005. 23869908, 2.9909985 2.999999 2.9999995 30 3.0000005 2.9990985 2:999999 29909995 30 3.0000005

Cinematica Directa Aproximagao de ordem 1 Aproximacao de ordem 2

Figura 3.10: Mapeamento, no plano operacional, da vizinhanca esférica, do espaco das
juntas, de ponto singular para robot 3R, para rs =3 m. ¥ = 3.19.
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Robot 3R, Posigao do brago, radial=2.139 miu max

1.0485

22 s = “o0.5 o 05 Kl 15 2 25 3
x ~0.7865  1.046

Posigao do brago em {O, 7y, ry} Vizinhanca dq? + dg3 < p?, p = 0.001

0.362] 062 0.362]

o361}

o

2075 2108 2109 21095 211 2075 2108 1085 2109 21095 2n s 2108

2109 21095 21

Cinematica Directa Aproximagao de ordem 1 Aproximacao de ordem 2

Figura 3.11: Mapeamento, no plano operacional, da vizinhanca esférica, do espacgo das
juntas, de ponto de manipulabilidade maxima para robot 3R, para r, =
2.635 m. ¢ =7.97.

Posicao do braco em {O,ry,7,}
Aproximacao de ordem 1 Aproximacao de ordem 2

Figura 3.12: Mapeamento, no plano operacional, da vizinhanca hiper-esférica, do espaco
das juntas, de ponto singular para robot 4R, para ry = 0 m. ¢ = 4.40.
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> S5 = o5 o 05 1 15 B 25 B 1389598 1499995 s 7.5000005
X x

Posigao do braco em {O, 15,7y} Cinemética Directa

25
1-4%9999 1.4999995 15 1.5000005 1.499999 1.4999995 15 1.5000005
x x

Aproximacao de ordem 1 Aproximacao de ordem 2

Figura 3.13: Mapeamento, no plano operacional, da vizinhanca hiper-esférica, do espaco
das juntas, de ponto singular para robot 4R, para rs = 1.5 m. ¢ = 2.96.

4
%2 15 =l “0.5 ) 0.5 1 1.5 2 25 3 27999998 2.9999985 2999999 29999995 3.0 3.0000005
x x

Posigao do brago em {O, 7y, ry} Cinemadtica Directa

-5
2999998 2.9999985 2.999999 29999995 3.0 3.0000005 2999998 299999985 2.9999995 3.0 3.0000005

Aproximagao de ordem 1 Aproximagao de ordem 2

Figura 3.14: Mapeamento, no plano operacional, da vizinhanca hiper-esférica, do espaco
das juntas, de ponto singular para robot 4R, para r; = 3 m. ¥ = 4.18.
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5
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Cinemética Directa
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Aproximacao de ordem 1 Aproximacao de ordem 2

Figura 3.15: Mapeamento, no plano operacional, da vizinhanca hiper-esférica, do espaco
das juntas, de ponto de manipulabilidade maxima para robot 4R, para r, =
2.13 m. ¢ = 7.06.

correspondente a configuragao (qi, q2, q3, q4,q5) = (2.36,0,—2.06, —1.12, —0.98) rad, para
a qual o 6rgao terminal coincide com a origem (r = 0 m), ndo é um ponto singular uma

vez que para essa configuracdo se tem det(JJ T) # 0.

As Figs. 3.16 - Fig. 3.19 apresentam os graficos do mapeamento dessas vizinhangas
no espaco operacional. A Fig. 3.20 apresenta o mesmo mapeamento para uma con-
figuracao "notavel”, a configuragao correspondente ao ponto de manipulabilidade méaxima

(q17 q2, 43, {44, (15) - (%, 07 0, _014, —206) rad.

A Fig. 3.21 mostra os valores de v para os diferentes pontos singulares para os robots

em estudo.

Embora o estudo dos pontos singulares nao seja o objectivo principal deste trabalho,
quisemos ter um conhecimento um pouco mais aprofundado das suas caracteristicas e da
relacao que é possivel estabelecer, em seu torno, entre o espago das juntas e o espago

operacional. Assim, adoptou-se a aproximacao de segunda ordem para robot 2R. A
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75

Aproximacao de ordem 1

Aproximacao de ordem 2

Figura 3.16: Mapeamento, no plano operacional, da vizinhanca hiper-esférica, do espaco
das juntas, de ponto singular para robot bR, para rs = 0 m. ¥ = 2.96.

Posigao do brago em {O, 7y, ry}
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Cinemética Directa
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0.5

15 L L
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Aproximagao de ordem 2

Figura 3.17: Mapeamento, no plano operacional, da vizinhanca hiper-esférica, do espaco
das juntas, de ponto singular para robot H5R, para rs = 0.6 m. ¢ = 2.18.
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2 H i
2] 1.5 -1 ~0.5 o 05 1 15 2 25 El 1.799999 1.7999995 1.8 1.8000005 1.800001
x x

Posigao do braco em {O, 15,7y} Cinemética Directa

285 i i 2 i i i
17750999 1.7999995 1.8 1.8000005 1.800001 1.799999 1.7999995 1.8 1.8000005 1.800001
x x

Aproximacao de ordem 1 Aproximacao de ordem 2

Figura 3.18: Mapeamento, no plano operacional, da vizinhanca hiper-esférica, do espaco
das juntas, de ponto singular para robot HR, para rs = 1.8 m. ¢ = 2.89.

” ' i i i
2 15 -1 “0.5 ) 0.5 1 15 2 25 El 2899998 29999985 2.9999999 2.99999995 3 3.0000005
x x

Posigao do brago em {O, 7y, ry} Cinematica Directa

5 L i " L i i i
2539998 2.9999986 2.9999999 2.99999995 3 3.0000005 2859908 2.9999985 2.999999 2.9999995 3 3.0000005
x x

Aproximacao de ordem 1 Aproximagao de ordem 2

Figura 3.19: Mapeamento, no plano operacional, da vizinhanca hiper-esférica, do espaco
das juntas, de ponto singular para robot bR, para r; = 3 m. ¥ = 4.98.
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Figura 3.20: Mapeamento, no plano operacional, da vizinhanca hiper-esférica, do espaco
das juntas, de ponto de manipulabilidade maxima para robot bR, para r, =

2.13 m. 1 = 6.15.
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W Robot 2R A Robot 3R O Robot 4R ® Robot 5R

Figura 3.21: Coeficiente de amplificacao () vs radial (r), na projeccao de E em A, de
vizinhancas esféricas de pontos singulares para os robots 2R, 3R, 4R e 5R.

relagao entre os acréscimos infinitésimais do espago das juntas, [dq;, dgs

|7 e os respectivos

acréscimo no espaco operacional, [dz, dy]T é dada por:
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T

r 2 2
1 1
s D) Z 1iChio D) Z 1iS1i0 dq%
~ =1 i=1 d 2 +
[ dy ] S L L o
D) 15C90 D) 155120 dgidgo
—12Ch20 —125120 (3.22)

- 2 2 T
| Z 1iS1i0 Z 1;Chio
i=1 i=1

__125120 _120120

e
dgo

onde (g0, g20) € 0 centro, em {O, x,y}, da vizinhanga em estudo.

Por exemplo, desenvolvendo a expressao (3.22) para o ponto singular que corresponde

a distancia radial r = 0, com (10, g20)=(0, 7) rad, obtém-se:

l d
dgi2 = idfh - l_;y 593
Ayl _dih (3:23)
2dx 2dx

A solugao desta condigao sao, no plano {O, dq1,dq12}, (dg12 = dgi + dga) os pontos de
interseccao de uma recta com uma hipérbole. Como ¢ facil verificar esta condi¢ao poderd
nao ter solucao, o que mostra que ha trajectérias que ao passarem por pontos singulares,

podem tornar-se impossiveis de serem descritas por um robot.

Se fosse considerado ponto singular correspondente a r = 3, (q10,920)=(0, 0) rad,

obtém-se, no mesmo plano:

-1 d
dqi2 = fd% + l_f
24
dgfy by At h (3:24)
—2dz —2dx

cuja solucao sao os pontos de interseccao de uma elipse com uma recta. A condigao
necessaria para que a condicao possa ter solucao é que dr < 0, o que prova que por vezes

nao existe solucgao.
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Figura 3.22: Solugao no plano {O, d¢, dg12} para vizinhanga esférica, do espago {O, ¢1, ¢}
robot 2R, para r € {0,1.5v/2,3} m com (dz, dy) = (—0.5,0.5).

3.4. Manipulabilidade de Sistemas Robéticos

Um aspecto importante num sistema de manipulacao, consiste na possibilidade de ser
possivel evitar as singularidades cinematicas, que ocorrem quando a matriz jacobiana J,
para certas solugoes q, tem caracteristica inferior a m ou seja R(J) < m. Nestas situagoes
o manipulador perde a capacidade de se mover em determinada direccao, significando isso
que a sua manipulabilidade foi reduzida. Assim, ”manipulabilidade” de um braco pode
ser vista como a sua capacidade de movimentar o érgao terminal em qualquer direccao

no espago operacional [90], [36], [57].

Nesta seccao define-se o conceito de manipulabilidade e um conjunto de indices que

permitem avaliar numericamente essa mesma capacidade.

3.4.1. Elipséide de Manipulabilidade

Considere-se um manipulador com n ¢dl e as suas relagoes cinematicas, conforme o des-
crito na seccao 3.2.2 e o conjunto de todas as velocidades do 6rgao terminal, r, obtidas

quando as velocidades nas juntas, ¢, sdo tais que a norma Euclidianade ¢ (i = 1,2, -+ ,n),

(3.25)

satisfaz a relagdo ||q|] < €, € > 0. Este conjunto de valores define um elipséide no

espago Euclidiano m-dimensional. O eixo maior (menor) do elipséide, define a direcgao
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onde o 6rgao terminal tem a capacidade de se mover mais rapidamente (lentamente). Se
o elipsoide for aproximadamente uma esfera, o érgao terminal terda a capacidade de se
mover, de forma uniforme, em todas as direcgoes. Por outro lado quanto "maior” for o
elipséide, tanto maior serd a velocidade com que o érgao terminal se podera mover. Entao,
a forma e tamanho do elipséide pode ser interpretada como uma medida da capacidade
de manipulacao, chamada elipsdide de manipulabilidade [3]. A Fig. 3.23 mostra uma

representacao esquematica deste conceito.

92 !

g1

Figura 3.23: Elipséide de manipulabilidade.

Prova-se que a elipséide de manipulabilidade [11] é dada pelo conjunto de todos os

valores de 1 que satisfazem a relagao
T (IH)TI#E <e, T€1(J) (3.26)
onde I(J) representa o espago das colunas de J(q).

Os eixos principais da elipséide de manipulabilidade podem ser determinados fazendo

a decomposicao em valores singulares da matriz J, de acordo com o descrito nas equacoes

(2.61) a (2.65), vindo

#
#=v>y u" (3.27)
Prova-se que os eixos principais do elipséide tem a direccao definida por o; e compri-
mento dado por o;u;, i =1,2,--- . n.

Uma das medidas representativas desta capacidade de manipulabilidade derivada da

elipséide de manipulabilidade é o volume do proprio elipséide.
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Assim, para além do método analitico cldssico [3], [23], [36], [31], desenvolveu-se
um método numérico, que permite obter a drea do elipséide plano (note-se que, neste
caso, a dimensao do espago operacional é m = 2) como uma medida da capacidade de
manipulacao.

d

Para um determinado ponto do espago operacional ro = [xg, yo]", 0 método consiste

na geracao de uma amostra numérica de p pontos aleatoriamente distribuidos no interior
de uma esfera, no espago das juntas, de centro qo = [q1,¢2, - , )7 e raio p, tais que
lla—qol|| < ponde f(qo) = rp e, de seguida, mapear esses pontos para o espago operacional,
de acordo com (3.6), por forma a obter um conjunto de pontos correspondentes a um
elipséide. O tamanho e a forma de cada elipséide determina a ”amplificacao” entre
o espaco das juntas e o espago operacional. Essa amplificacao esta relacionada com
os valores proprios do Jacobiano cinemético do manipulador e corresponde a drea do

elipséide. Para m = 2, obviamente, a manipulabilidade p varia no espaco de trabalho,

isto é, p = pu(ry, ry).

As Figs. 3.24 - 3.27 mostram a evolucao do elipséide de manipulabilidade, para os

manipuladores 2R, 3R, 4R e 5R, quando o 6rgao terminal se desloca, ao longo da recta

r, = T2, desde a posicio [ry,7,]T = [0,0]7 até & posicdo [r.,7,]7 = [V3,v3]T com
l1:l2::lnell+l2++ln:3m
o 0.5 1 1.5 2 2.5 ragial (m) 3
Al B |C
a0 0 0
@ |7 |7/2]0

Figura 3.24: Manipulabilidade para robot 2R wvs r. A e C pontos singulares. B ponto de
manipulabilidade maxima.
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radial (m)

A |B|] C |D
G| -7 |0 w310
¢ | 209 |7 079 0
41209 | 7 | -1.13] 0

Figura 3.25: Manipulabilidade para robot 3R wvs r. B e D pontos singulares. C ponto de
manipulabilidade maxima.

4

D

i I i I
0.5 1 1.5 2 2.5

ractial (m)
A | B Cc |D

¢ | 0 0 | n/3 |0

g | 0 | —m 0 0

q3 | —m | —m 0 0

ga| O 0 |-1.87 10

Figura 3.26: Manipulabilidade para robot 4R wvs r. A, B e D pontos singulares. C ponto
de manipulabilidade méaxima.

3.4.2. Manipulabilidade Cinematica

Uma medida analitica da manipulabilidade para um brago manipulador foi definida por

Yoshikawa como
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E

radial (m)

A |B| C D |E
g1 |23 0] 0 | 1.06 |0
Q2 0 0] O 0 0
q3 | -2.06 | 7| 0 0 0
qs | -1.12 10| 0 |-0.14 |0
qs | -0.98 | w | —7 | -2.06 | O

Figura 3.27: Manipulabilidade para robot 5R wvs r. B, C e E pontos singulares. D ponto
de manipulabilidade maxima.

= /det(JJT) (3.28)

Para um manipulador planar com dois graus de liberdade (n = 2), esse valor serd

dado por

Para este mecanismo a configuragdo de manipulabilidade méxima é obtida quando
q2 = 7 para quaisquer valores de [y, I e ;. Por outro lado, se [; + [, =constante, entao

a manipulabilidade maxima ¢é alcancada para [y = [5.

Quando se estuda o brago humano como um mecanismo com dois graus de liberdade
(ndo tomando em consideragao os graus de liberdade do ombro e do pulso) verifica-se que

este satisfaz a relagao [; ~ [5. Além disso, quando usamos a mao para executar uma tarefa

com precisao, o angulo do cotovelo ¢ normalmente proximo de 5 rad. Isto mostra que,

de forma espontanea, os humanos usam posturas para o seu brago que sao as melhores,
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do ponto de vista da manipulabilidade [89], [75].

Para um manipulador planar redundante 3R, existe uma maior dificuldade em deter-
minar a configuragao éptima (no sentido da manipulabilidade méxima) e as singularidades,
ja que o indice de manipulabilidade p é fungao de trés parametros e duas variaveis, a saber
l1, I, I3, € q2, q3. Note-se que o valor de p é independente do valor de ¢;, em qualquer
dos manipuladores planares em estudo. Assim, para o robot 3R o valor de p pode ser

calculado usando a expressao (3.30).

No caso de manipuladores com quatro ou mais graus de liberdade, as dificuldades
referidas anteriormente para o calculo de configuracoes de manipulabilidade maxima e
de singularidades aumentam, ja que p ¢ funcao de um maior nimero de parametros e
varidveis. A expressao (3.31) define a relagao entre o valor de p, os parametros [; (i =

1...-

.-+ ,4) e as varidveis ¢; (j = 2,3,4) para um manipulador 4R.

Por seu lado a expressao (3.32) relaciona o valor de p, os parametros I; (i =1,--- ,5)

e as variaveis ¢; (j = 2,--- ,5) para para um manipulador 5R.

=3 [4l%l2l3 cos(qs) — 4l7lal3 cos(2gz + 3) + 4lilol3(cos(q2) — cos(gz + 243))
L (3.30)

+AIZ(12 +13) — 41312 cos(2q3) + 21313 — 41312 cos(2(ga + g3)) — 20313 cos(2g2)

o= B (I35 + 20305 + 20305 + (317 + 413 + 315)15 + 20 15(15 + 213) cos(ga)

— 1215 cos(2qs) + 213 + lol3 cos(qz) + 4ll3l] cos(qz) — 20315 cos(2gs3)

+ 2011513 cos(gz + q3) — 20315 cos(2(qz + g3)) — 2l7lal3 cos(2gs + g3)

- 2l1l2l§ cos(qa + 2q3) + 201l5l3ly cos(qa — qu) + 4131514 cos(qd) + 413151, cos(qy)

— 31317 cos(2q4) + 211151314 cos(qa + qu) + 2[3lals cos(qs + qq) — 41515 cos(2(qz + q4))
— 31213 cos(2(qa + q3 + qu)) — 2121514 cos(2qs + q3 + q4) — 451514 cos(2q3 + q4)

— 4l1l2l3l4 COS(QQ + 2(]3 + Q4) — 4[%[3[4 COS(2((]2 + Q3) + Q4> — 4l2l3li COS((]g + 2(]4)
1

— 2011513 cos(qa + q3 + 2q4) — 4111515 cos(qa + 2(q3 + q4)))
(3.31)
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1
= | 5 BT+ 20505 + 200) + B (5 + 205 + 303)) + (205 + 3(5 + 215) + 2015

+ Llo (13 + 215 + 312) cos(qz) — %l%lg cos(2qz) + Ilyl3 cos(qs) + 2lal515 cos(gs)
+ 2011515 cos(qz + qs) — 20715 cos(2(g2 + g3)) — 20{lal3 cos(2¢> + g3)

+ 4lyl3l2 cos(qs) — 1513 cos(2q3) + L1513 cos(qa + q3) + 2111512 cos(qa + ¢3)

— 213 cos(2(qa + q3)) — I3lal3 cos(2q2 + q3) — lilol3 cos(qa + 2q3)

+ lilylsly cos(qa — qu) + 21313ly cos(qa) + 20513l4 cos(qa) + 3131412 cos(qy)

3
— Elgli c08(2q4) + lilalsly cos(qy + qa) + Blaly cos(qs + qa) + 201412 cos(qs + q4)

— 21513 cos(2(q3 + q1)) + lLilal3 cos(qz + 3 + @) — gl?li cos(2(q2 + g3 + qu))
— 1151y c08(2q2 + g3 + qa) — 2131514 cos(2qs + qa) — 211155 cos(q2 + 2q3 + qa)
— 2021314 cos(2(qa + q3) + q4) — 2133 cos(gs + 2q4) — Llsl3 cos(qa + g3 + 2q4)
— 2011512 cos(qa + 2(qs + qu)) + 2L11sl4ls cos(qa — q5) + 2lalslyls cos(qs — qs)

+ Lilslyls cos(qa + q3 — gs) + lilalsls cos(qa — qu — qs) + 3131415 cos(qs) (3.32)
+ 131415 cos(gs) + 3131415 cos(gs) — 21312 cos(2qs) + 211121415 cos(gz + gs)

+ 2sl3lals cos(gs + qs) + lilslals cos(ga + s + gs) + 207515 cos(qa + gs)

+ 2@53[5 cos(qs + ¢5) — 3l§l§ cos((2q4 + ¢5)) + lilalsls cos(ga + g4 + ¢5)

+ Iilals cos(g3 + 1 + gs5) — 31515 cos(2(g3 + qa + g5))

— 21312 cos(2(q2 + 3 + @1 + ¢5)) — [Flals cos(2q2 + g3 + @1 + ¢5)

— 2021315 cos(2q3 + qu + q5) — 211151515 cos(qa + 2q3 + q4 + gs5)

— 2021315 cos(2q + 2¢3 + qu + q5) — 31314l5 cos(2qy + gs5)

— 21131415 cos(g2 + g3 + 2q4 + qs) — A31al5 cos(2(qs + qu) + g5)

— 4llalyls cos(qa + 2(gs + qa) + ¢5) — 3l31als cos(2(q2 + g3 + 1) + ¢5)

— 3l3l4l2 cos(qu + 2qs) — 2al314l% cos(qs + qu + 25)

- l1l4152, cos(q2 + g3 + qa + 2¢5) — 41213152, cos(qs +2(qa + g5))

1
2

— 201505 cos(g2 + g3 + 2(qs + g5)) — 3lilal3 cos(ga + 2(g3 + qa + g5))
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3.4.3. Variacdo do indice de Manipulabilidade

Nas seccoes anteriores adoptou-se, por uma questao de simplicidade, [; = %T, (1 =
1,---n, lr = 3 m). Todavia, deve notar-se que a variagdo de pu com os parametros
[; pode conduzir a valores consideravelmente diferentes. Apesar de nao ser objectivo
deste trabalho aprofundar este aspecto, mostram-se de seguida alguns graficos relativos a

evolucao da manipulabilidade para varios casos.

Assim, a Fig. 3.28 mostra, para o robot 3R a variagdo de u para algumas das com-
binagoes de comprimentos dos elos Iy, Iy, I3, (tais que I+l +13 = 3 m) quando ¢z € [—, 7|

eqs € —m,m|.

Pore outro lado, a Fig. 3.29 mostra a evolugao da méxima manipulabilidade fi,pq, vs
a distancia radial r, para os robots 3R, 4R e 5R, considerando diferentes conjuntos de
valores dos parametros [;, (i = 1,---n). Da andlise destas figuras resulta ébvio que é
possivel obter valores de p crescentes com o ngl. No entanto, a definicao do "melhor”
conjunto de parametros [; nao é claro, pois podem ser escolhidos diferentes conjuntos
de acordo com o intervalo de valores permitido para r. Nesta perspectiva, afigura-se

necessario definir indices auxiliares que complementem a informagao fornecida por .

3.5. Dinamica

A derivacao de um modelo da dinamica de um manipulador tem um papel importante na
simulagao de movimento, na andlise das estruturas do manipulador e no construcao de
algoritmos de controlo. A simulacao do movimento permite testar estratégias de controlo
e de planeamento de trajectorias sem a necessidade de ter disponivel um modelo real.
A andlise do modelo dinamico também pode ser 1til no projecto de novas estruturas

mecanicas.

A mecanica Newtoniana ou o formalismo de Lagrange, permitem vias alternativas
para o desenvolvimento das equagoes da dinamica. Exemplos de aplicagao destes con-
ceitos sao as formulagoes de Lagrange-Fuler e Newton-Euler que podem ser aplicadas

sistematicamente para a modelacao das equagoes do movimento.
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Figura 3.29: Variacao do valor da manipulabilidade p com os parametros [;, para robots
2R, 3R, 4R e HR.
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Actualmente estao estudadas ”variantes” destas abordagens, para robot de estruturas
rigidas articuladas em cadeia aberta com juntas rotacionais, tais como em [75], [30], [38] e
[42]. Estes métodos sao equivalentes, pois descrevem o mesmo comportamento dinamico,
e s6 diferem na maneira como sao calculados os algoritmos. Alguns permitem uma maior
rapidez de processamento, e outros, facilitam a andlise da dinamica e o desenvolvimento

de algoritmos de controlo.

A derivacdo de um modelo dinamico baseado na formulacao de Newton-Euler, é
simples e sistematica. Assumindo um movimento de um sistema multi-corpo rigido, as
equagoes resultantes, excluindo a dinamica dos actuadores, folgas e atrito das engrenagens,
formam um conjunto de equacgoes diferenciais nao lineares de segunda ordem. Apesar da
sua representacao no espaco de estados potenciar a implementacao de um controlador
e uma melhor interpretacao dos resultados, a quantidade consideravel de operacoes ar-
itméticas envolvidas na manipulagao das matrizes de transformacao homogéneas desen-

coraja a sua utilizacao.

Alternativamente existe a formulacao de Lagrange que resulta num conjunto de equagoes
recursivas que consideram a propagacao de forgas desde o elemento terminal até a base.
Um dos aspectos positivos é, sem duvida, a facilidade de obtencao das expressoes, que
varia com o numero de gdl do robot. Um dos aspectos menos positivos é o facto deste

método nao traduzir uma solucao explicita, apresentando um vector de natureza recursiva.

Uma outra aproximacao que obtém um conjunto de equacoes dinamicas explicitas,
é baseado no principio generalizado de d’Alembert. Este método proporciona uma certa
rapidez de calculo, explorando uma versao compacta das matrizes de transformagao de
Euler em conjunto com a descricao dos vectores de deslocamento relativo entre juntas

sucessivas.

Nesta seccao pretende-se apresentar a construcao de um modelo recursivo que permite
obter as equacoes da dinamica que, dada a posicao, velocidade e aceleragao, fornecem os

valores dos bindrios/forgas aplicadas a cada junta, usando a formulagdo Lagrangeana.

As equagoes da dinamica para um robot planar sao da forma:

T = H(q)q + c(q,q) + g(a) (3.33)
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onde T é o vector n x 1 dos bindrios dos actuadores, q é o vector n x 1 dos coordenadas das
juntas, q, é o vector n x 1 das velocidades dos elos, qd é o vector n x 1 das aceleracoes dos
elos, H(q) é a matriz simétrica de inércia n x m, c(q, q) é o vector n x 1 das componentes

centrifugas/Coriolis e g(q) é o vector n x 1 das componentes gravitacionais.

Para encontrar uma equagao geral, parte-se das equagoes de posicao e velocidade do
centro de massa de cada elo do robot para determinar as respectivas energias cinética e

potencial.

E.=3mv* E,=mgy; L=E.—E, (3.34)

onde E. representa a energia cinética, £, a energia potencial e L a funcao lagrangeana.

Utilizando a funcao lagrangeana, na férmula de Lagrange, desenvolveu-se um algo-
ritmo recursivo que permite a geracao das equacgoes das forcas generalizadas correspon-

dentes a cada coordenada generalizada, para um robot manipulador do tipo kR.

Como neste estudo as coordenadas generalizadas sao angulos entao as forcas genera-

lizadas sao binarios, de acordo com:

0 (0L oL
h= ot (aqi> - 0q; (3:35)

onde F; é a forca generalizada da junta 7, q; a coordenada generalizada da junta i e q; a

correspondente derivada, em ordem ao tempo. O algoritmo recursivo que foi desenvolvido,

tem como expressao geral a seguinte:

Zm<; ZQZ(ml ; Gt
+i{2{lk p72+7"p73)<(—5k+1..p<( i Gu) —l—Zun Z u)

u=k+1 = u=k+1 (336)

P k

+ Crprp( D+ Y ) )74+<Sk+1p un +Ok+lpZQu>75>}}+

u=1 u=1

i—1
g( Z lpcl.,p’}/l + Ticl..i) >

p=1
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n é o nimero total de elos do manipulador, 7 = (1,2,...,n) é a ordem do elo a calcular
(para o célculo de todos os elos j = 0), m; e r; sdo, respectivamente, a massa e o centro
de massa do elo i, g é a aceleragdo da gravidade e y; (i = 1,--- ,6) sdo varidveis légicas

que tomam os seguintes valores:

_J 0,se5>p 0, sep>i—1
= 1, sej<p V2= 1, sep<i—1
|0, sep#i |0, sej>k
73_{1, sep=1 74_{1,S€j§k’ (3.37)

0, se(j<k+1)V(j>p)
1, sek+1<7<p

=

Note-se a inclusao de variaveis légicas conjuntamente com as expressoes analiticas.
Esta formulacao é particularmente 1til para o desenvolvimento de um algoritmo que gera
automaticamente a expressao (e o ficheiro) de T'(n,i) (i = 1,--- ,n). Nessa perspectiva, a
expressao (3.36) foi implementada no programa Mathematica, permitindo obter facilmente

todas as expressoes necessarias aos capitulos seguintes.

3.6. Resumo do capitulo

Neste capitulo foram analisadas as singularidades cinematicas com base na topologia das
configuragoes singulares no espago das juntas. De seguida, foi estudada a variacao do
indice de manipulabilidade com a configuracao do robot e com o comprimento dos elos,
tendo sido apresentadas expressoes analiticas que permitem o célculo de p para os robots
2R, 3R e 4R. Por ultimo foi apresentado um algoritmo recursivo que permite obter

facilmente as equacoes da dinamica para um robot redundante de n gdl.
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Capitulo 4

Planeamento de Trajectorias

Um robot redundante apresenta capacidades superiores as de um robot convencional,
permitindo a escolha de varias configuragoes e trajectorias para a execucao de uma de-
terminada tarefa. No entanto, verifica-se alguma dificuldade na seleccao, problema que
se prende com a nao linearidade do mapeamento das posicoes das juntas em relacao a
posicao do érgao terminal. Além disso, muitos dos esquemas de solugao da redundancia
sao de natureza local, ja que vao determinando as posigoes das juntas invertendo (em cada
instante de amostragem) a relacdo entre as velocidades do 6rgao terminal e das juntas ao

longo da trajectoria.

Uma falha dos métodos com natureza local é que, geralmente sao nao ”peridédicos”,
i.e. conduzem a posicoes nao repetitivas das juntas quando o érgao terminal é sujeito
a uma trajectoéria ciclica [39]. Esta situacao nao é desejavel j4 que ocorrem movimentos
bruscos e "inesperados” nas juntas que anulam as potenciais vantagens da estrutura

redundante.

Como ¢é sabido, para muitas tarefas, o érgao terminal de um manipulador deve
deslocar-se de um ponto inicial para um ponto terminal. O conjunto de pontos que
especifica o caminho a seguir, em func¢ao do tempo, é referido como a trajectoria a descre-
ver. As posicgoes, as velocidades e mesmo as aceleracoes sao frequentemente incluidas na
definicao da trajectoria. Por outro lado, quando se define uma trajectéria, a velocidade
e aceleracao maximas permitidas imporao restricoes no planeamento do movimento. O
caminho a percorrer pelo 6rgao terminal é facilmente visualizado no espago operacional.
Contudo, é normalmente mais dificil imaginar a trajectoria correspondente no espago das

juntas. Assim, se a trajectoria desejada é definida no espaco operacional e o controlo
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do manipulador é feito no espacgo das juntas, é necessario converter os pontos do espaco

operacional para o espaco das juntas usando a cinematica.

4.1. Modelizacao Manipuladores Redundantes

Esta seccao apresenta os conceitos associados a ”generalizacao” das estruturas classicas
de manipulagao na perspectiva da introducao de mais graus de liberdade (gdl), por forma

a constituir robots redundantes.

Um manipulador redundante é um braco que possui mais gdl do que os necessarios
para que o 6rgao terminal alcance uma posigao arbitraria no espaco de trabalho (Figura
4.1).

Figura 4.1: Um manipulador redundante, kR, planar

Os robots redundantes oferecem varias vantagens potenciais sobre as estruturas nao
redundantes. Num espago de trabalho com obstéaculos os gdl extra podem ser usados para
que o brago se mova por forma a evitar esses mesmos obstaculos e assim possibilitar a

manipulacao de objectos que, de outra forma, seria eventualmente impossivel.

Quando um manipulador é redundante a cinematica inversa pode admitir um nimero
infinito de solugoes. Isto implica que, para uma determinada localizagao do 6rgao termi-
nal, é possivel induzir um movimento interno da estrutura sem mudar a localizacao do
6rgao terminal. Assim, os manipuladores redundantes podem reconfigurar-se por forma a

encontrar "melhores posturas” mas, por outro lado, dada a maior complexidade da sua
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estrutura requerem algoritmos de controlo mais sofisticados [13].

De seguida considera-se um manipulador planar com n gdl cujas variaveis de posici-

onamento, no espaco das juntas, sdo designadas por q = [q1, ¢2, ..., ¢.]T € uma classe de

tarefas que, no espago de trabalho, sdo designadas por x = [z, Zo, ..., T;,|T, onde m < n.

A relagao entre o vector das juntas q e vector de manipulacao x corresponde a

cinematica directa, sendo dada por:

x = f(q) (4.1)

Derivando (4.1) em relacao ao tempo, resulta:

x=J(a)q (42)

onde x € R™, g € R* e J(q) = f(q) /0(q) € R™*". Entéo, a partir de (4.2) ¢é possivel
o célculo do caminho na desejada trajectéria x(t), em termos de posigoes das juntas q(t).

Uma solucao em termos das velocidades das juntas, pode ser obtida pela resolucao de
(4.2).

q=K(q)x (4.3)

onde K é uma matriz (n x m) de controlo apropriada baseada no Jacobiano. Se para K
se optar pela matriz pseudoinversa de J, ou seja J#, satisfazendo as condicoes (2.46) -

(2.49), viré:

q=J"(a)x (4.4)

Porém, uma solugdo mais geral da equagao (4.4) é dada por:

a=J"(q)x+ [I-J% (q) I (q)] do (4.5)

onde I é a matriz identidade (n X n) e o é um vector (m x 1) arbitrario de velocidades

das juntas.
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A solugao (4.5) é composta por dois termos: o primeiro termo é relativo a norma
minima do vector de velocidades das juntas e o segundo termo (solug¢ao homogénea) serve
para satisfazer a restri¢oes adicionais especificadas por ¢g. A matriz I — J# (q)J (q) é
uma matriz que representa a projeccao de o no nicleo de J. Uma consequéncia directa
da equacao (4.5) consiste em existirem movimentos internos, que permitam uma recon-
figuragao da estrutura, sem ocorrer uma mudanca da localizacao do érgao terminal [85],

[9]. Nestas condigoes considera-se que é satisfeita a seguinte condigao:

Mazx[r (J(q))] = m (4.6)

Se a condigao (4.6) é satisfeita, entao o grau de redundancia do manipulador é n-m.

Por outro lado, se, para um vector q, se verificar:

r(J(q) < m (4.7)

entao o manipulador esta num estado singular. Este estado nao é desejavel porque, nesta

regiao, a capacidade de manipulacao é muito limitada.

Nesta ordem de ideias de seguida sao apresentados dois possiveis algoritmos de planea-
mento de trajectérias para robots redundantes: o método PMF (Pseudoinversa em Malha
Fechada) e o método MMA (Manipulabilidade em Malha Aberta). No método PMF' as
posicoes da juntas sao calculadas através da integracao das velocidades das juntas, baseado
nas equacoes (4.1)-(4.4). Por seu lado, o método MMA é baseado na selecgao das posigoes
das juntas que conduzem a um indice de manipulabilidade maximo, para uma determi-

nada posicao do 6rgao terminal.

4.2. O Método PMF

No método PMF' as posicoes das juntas podem ser calculadas através da integracao das

velocidades (4.2) de acordo com o diagrama de blocos mostrado na Figura 4.1.

A fim de promover uma melhor compreensao do algoritmo e do papel da matriz

pseudoinversa considere-se um robot redundante simples com a estrutura PP, Fig. 4.3.
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Ag, (k) g,(k=1
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Plancamento |\ mAy 7(q) Aq, (k) )™ Dela q,(k—1)
Trajectéria q Y
+ +
| 5
)
y
Cinematica
Directa
Figura 4.2: Diagrama de blocos para o método PMF
q, 9
Figura 4.3: O robot redundante PP.
Suponha-se que existe uma engrenagem para cada eixo tal que
W= n n ] [ N } (4.8)

q2

onde n; e ¢; (i = 1, 2) representam, respectivamente, a razao de transmissao e o desloca-

mento angular da junta i.

A partir da expressao (4.8) conclui-se facilmente que:

[dx]:J[jg;], J=[m n]

d —ls
|i QI:|:J#[d$], J#:[nlqj_;b]

2 2
ny+ng

Vamos agora analisar (4.10) para dois casos especiais a saber

(4.9)

(4.10)
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i) np=nyg=mn

i) my > ng

resultando:

111
J# = % |: 1 :| R S€e N1 = N9 (411)
i)
. 11
Jrx — | |, se ni>ng (4.12)
nq 1

Assim conclui-se que para um determinada solicitagao de deslocamento dx

i) as duas juntas contribuem igualmente para o deslocamento se n; = ng, ou seja
dQ1 1 1
= — dx].
{ dgo } 2n | 1 da]
ii) as duas juntas nao contribuem de igual modo se ny; > ns, verificando-se uma

11— (22)2
maior amplificacao da junta 1 pois ™ « 1, ou seja Ay N — () [dx].
nq dCI2 nq

Em conclusao, a pseudoinversa ”distribui” as solicitagoes de acordo com a ”ampli-

ficagao” da transmissao de cada junta.

No caso do robot PP a transmissao é fixa pelo que nao ocorrem fenémenos de falta
de repetibilidade quando da solicitacao de trajectorias ciclicas a mao do robot. Todavia,
para robots com estrutura mais complexa (e.g. o robot 3R) a razao de transmissao nao
¢ constante e varia com a configuracao. Por outras palavras, para um robot como o 3R
a razao de transmissao varia com a posicao angular e, consequentemente, J# varia na
mesma propor¢ao. O método PMF vai ”adaptando” a variacao dq ao longo de cada ciclo

levando a configuracoes distintas apés cada periodo.

Nesta perspectiva, considere-se agora o caso mais geral de um manipulador planar
com k elos, sendo a cinematica directa e o Jacobiano definidos, respectivamente, pelas

expressoes:
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[ T ] _ [ LCL 4 1C1a + 13Ch193 + -+ - + 1Cha i ] (4.13)
Y LS1 + 19512 + 135123 + -+ - + 1512 '

o —llsl — lgslg — e — lkslk e — lkslk
= [ Ly + 15Cha+ -+ 4 I Crog e + 1l } (4.14)

onde [; é o comprimento do elo i, S;..x = Sin(g;+---+qx) e Ci). = Cos(g;+- - -+qx). Em
todas as experiéncias serao considerados os valores: At = 0.001 seq, 7 = l1+1ls4.. .+, =

Sm,li=lb=...=lgp,mr=mi+mo+...+mp=3kgemy=...=my.

4.2.1. Respostas caéticas do método PMF para o robot 3R

Como foi referido anteriormente o método PMF pode conduzir a configuracoes inde-
sejdveis e a respostas similares as que poderao ocorrer num sistema caético [62]. Assim as
figuras 4.4 a 4.6 mostram, respectivamente, as evolugoes temporais das posicoes, veloci-
dades e aceleracoes nas juntas para o robot 3R, quando é sujeito a um movimento circular

1/2:1me

com wy = 3 rads™!, com centro num ponto de distancia radial r = [z? + y?]
raio p = 0.1 m. Por seu lado, as figuras 4.7 e 4.8 mostram os planos de fase da cinematica
e da dinamica, respectivamente, das trajectérias das juntas para o robot 3R, quando este
é sujeito a um movimento circular wy = 3 rads™!, com centro num ponto de distancia

/

radial r = [22 + »?]"* = 1 m e raios p € {0.1, 0.5} m.

Na situacao de controlo PMF' verifica-se um ”deslizamento” das trajectorias e para
além disso, que certos pontos sao " evitados”. Tais pontos correspondem a configuracoes

do brago onde os vérios elos estao alinhados.

Tendo em vista obter um maior conhecimento sobre a natureza caética do fenémeno, o
robot 3R foi sujeito a varios movimentos circulares repetitivos, para diferentes valores de
radial (r) e do raio (p). O plano de fase das trajectdrias das juntas foi analisado e calculada
a respectiva dimensao fractal usando [87] os expoentes caracteristicos de Lyapunov e o

método da contagem de caixas (Box-counting).

Na primeira estratégia obtém-se a dimensao de Lyapunov (dimy) dada pela expressao
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Figura 4.4: Posicoes das juntas para o robot 3R, sob controlo do algoritmo PMF para
r=1m, pe{0.1, 0.5} m com wy =3 rad s *.
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Junta 3 dim¢ = 1.63, dimy, = 0.88 Junta 3 dim¢c = 1.57, dimy, = 1.31
p=01m p=05m

Figura 4.7: Plano de fase da cinematica das trajectorias das juntas para o robot 3R, sob
controlo do algoritmo PMF para r = 1 m, p € {0.1, 0.5} m com wy =
3 rad st
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In )\1
In )\2

dim, S =1— (4.15)

onde Ay > A > 0 sdo os valores proprios, nao nulos, da matriz jacobiana (J) de

transformagoes nao lineares R" — IR". Todavia, para um robot redundante tem-se

um jacobiano rectangular pelo que se optou pela generalizacao do célculo através dos

valores préprios da matriz JJ7. Noth—se que para o caso particular de J ser uma matriz
In A\{ In A\

quadrada resulta dim;, S =1 — 5 = 1 — ——, donde se conclui sobre a validade da
In A3 In Ay

generalizacdo. Além disso, adopta-se (4.15) somente para uma trajectéria em redor de

condicoes iniciais nao-perturbadas. No caso de tal nao se verificar, é usual calcular a média
do resultado ao longo da trajectoria. Dado que é essa a situacao para as experiéncias em
curso com o robot redundante, optou-se por calcular a média para 300 seg (ou seja, 150

ciclos, com wg = 3 rad s71).

Na segunda estratégia tem-se a dimensao fractal através do método de ”"Contagem de

Caixas” (dim¢) dada pela expressao:

, . In N(e)

onde N (e) representa o numero de caixas bidimensionais (com lado de comprimento &)
necessarias para preencher totalmente a area da superficie S. Note-se que esta expressao

coincide com a férmula (2.96) introduzida no contexto dos fractais.

Os resultados, mostram que o método PMF conduz a respostas cadticas com tran-
sitérios rapidos e altas aceleragoes. Aplicando as equacoes (4.15) e (4.16) aos resultados

obtemos a figura 4.9 que revela:

e Com o método PMF obtém-se dime > 1 tanto para as posicoes como para as
velocidades, em contraste com caso comum, isto é, para trajectorias de robots

nao redundantes, onde se verifica que dimg = 1.
e dim¢ diminui préoximo da distancia radial maxima r = 3 m.

e Para um dado valor de r dim¢ é aproximadamente idéntico, para todas as juntas.
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e Como ¢é conhecido da teoria do caos, geralmente dim # dimec. Além disso, o

ponto r =, (rs = 1 m para o robot 3R) é o limite entre duas regides distintas.

i o

a o.s 1 1.5 =2 2.5 ]

dax

Figura 4.9: Dimensdes do plano de fase de Lyapunov (dimy,) e por ”contagem de caixas”
(dim¢) vs 7, para o robot 3R, sob controlo do algoritmo PMF, com wy =
3rad s tep=20.1m.

O desempenho cadtico é devido & contribuicao da J# para o movimento interno do
manipulador. Assim, para melhor avaliar a natureza destes movimentos, é necessario

efectuar um estudo mais detalhado.

4.2.1.1. Distribuicao estatistica dos valores obtidos para as juntas do robot 3R

Para aprofundar o estudo das trajectérias obtidas com o método PMFE e estabelecer a

textura do Jacobiano foram desenvolvidos varias experiéncias.

No primeiro conjunto de experiéncias a figura 4.10 mostra a distribuicao estatistica
das varidveis das juntas, ¢; (i = 1,2,--- ,n) versus a distancia radial r para o robot 3R
quando controlado pelo método PMF, para um raio p € {0, 0.1, 0.5} m. Pode-se concluir

que:

e As configuragoes possiveis do robot tém probabilidades diferentes.
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Figura 4.10: Distribuicao estatistica das posi¢oes de juntas, para robot 3R, vs distancia
radial . Raio, p € {0.00, 0.10, 0.50} . Ponto singular para r



108 Planeamento de Trajectorias

4.2.1.2. Resposta a perturbacao com um sinal tipo doblete, para o robot 3R

Numa segunda experiéncia perturbou-se o sinal de entrada com um sinal tipo doblete
durante um periodo de tempo 7 = 0.2 seg, aplicado no instante ¢ = 0.9 seg, para
uma distancia radial » = 2 m e raios diferentes p € {0.10,0.30,0.50} m. A figura 4.11
mostra os resultados, onde ¢é claro que a matriz de transferéncia para o sistema MIMO
(Tref, Yrer) — (@1, 2, q3) depende fortemente da amplitude do raio (p). Além disso os
diagramas de Bode revelam que o método PMF' apresenta ganhos distintos, para as baixas
frequéncias, de acordo com os valores de p. Esta conclusao é consistente com os graficos
do plano de fase, que revelam um deslizamento de baixa frequéncia, quando respondem
a um sinal com frequéncia (wy) do sinal de entrada sendo o deslizamento tanto mais

pronunciado quanto o valor de p.

A tabela 4.1 mostra os parametros para a funcao de transferéncia do tipo:

Qi(s) _ s+ q
Xpep(s)  s*+b

(4.17)

qi(s)

obtém-se as
Yre f (S)

Note-se que a toma valores proximos de 1, ou seja a ~ 1. Para

mesmas conclusoes.

Tabela 4.1: Parametros da funcao de transferéncia para o robot 3R e uma perturbacao
do tipo doblete, em Tyy.

p a b k «
0.10 | 0.01 [ 0.004 | 0.96 | 1.09
Q1/X,e; | 0.30]0.03[0.007 | 0.96 | 1.07
0.50 | 0.18 [ 0.050 | 0.95 | 0.89
0.10 | 0.07 [ 0.007 [ 0.50 | 1.03
Q2/X,.; |0.30][0.31] 0.02 [0.550.88
0.500.82] 0.09 |[0.61]0.81
0.10 | 0.06 [ 0.004 | 0.44 | 1.14
Q3/X,e; |0.16][0.66[ 0.04 | 0.47 |0.79
0.50|0.86| 0.10 [ 0.52 [ 0.87
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Y

e p € {0.10,0.30,0.50} m e perturbacao com sinal tipo doblete e sinal tipo

ruido branco.



110 Planeamento de Trajectorias

4.2.1.3. Resposta a perturbacao com um sinal tipo ruido branco para o robot 3R

O terceiro conjunto de experiéncias diz também respeito a resposta em frequéncia, mas
neste caso quando o sinal da perturbacao é do tipo ruido branco distribuido ao longo de

toda a trajectéria (500 ciclos). A figura 4.11 mostra os diagramas de Bode resultantes.

Neste caso os valores de o (Tabela 4.2) sao fraccionarios, nomeadamente 1.0 < a <
1.4, em contraste com os resultados anteriores. Este resultado traduz a propriedade
de "memoria no tempo” intrinseca aos sistemas de ordem fraccionaria que capturam
os fenémenos dinamicos ao longo de todo o tempo da experiéncia, em contraste com a

derivada de ordem inteira que apenas captura os fenémenos dinamicos ”locais”. Para
gi(s)
Yref (5)

as conclusoes sao semelhantes.

Tabela 4.2: Parametros da funcao de transferéncia para o robot 3R e uma perturbacao
do tipo ruido branco

p a b k Q@
0.10 | 15.8 [ 0.003 [ 0.93 | 1.13
Q1/X,.; |0.30] 18.8 [0.002[0.89 [ 1.32
0.50 | 30.3 | 0.01 | 0.83]1.23
0.10 | 64.3 [ 0.002 | 0.47 | 1.20
Q2/X,e; |0.30] 82.9 [0.002|0.43|1.34
0.50 | 119.0 | 0.01 | 0.43 | 1.31
0.10 | 101.0 [ 0.002 [ 0.43 | 1.26
Q3/X,e; |0.830]120.9[0.003|0.47 |1.38
0.50 | 130.0 | 0.01 | 0.40 | 1.33

4.2.1.4. Transformada de Fourier para a velocidade das juntas do robot 3R

Numa terceira experiéncia, apés se ter dissipado o efeito do transitério inicial, calculou-se
a transformada de Fourier das velocidades das juntas para um numero de ciclos con-
sideravel (600 ciclos = 1200 seg) para uma frequéncia do sinal repetitivo de referéncia

wo = 3 rad segt.

A figura 4.12 mostra a transformada de Fourier versus distancia radial r das juntas

do robot 3R, para uma trajectéria circular de raio p € {0.10,0.50} m.
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Figura 4.12: Transformada de Fourier para a velocidades das juntas do robot 3R, para
600 ciclos vs a distancia radial r e frequéncia normalizada w /wg, para p €
{0.10,0.50} m e wy =3 rad s!
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Uma vez mais se verifica que para 0 < r < 7y se obtém um sinal com a energia dis-
tribuida ao longo de todas as frequéncias, enquanto para r, < r < 3 a maior parte da
energia do sinal estd concentrada no harmonico fundamental e nos harmoénicos multiplos.
Contudo, a componente continua, responsavel pelo ”deslizamento” das posicoes, apre-
senta valores que variam com com a distancia radial r e com o raio p da trajectéria, de

acordo com a relacao:

|G; (w=0)] ~ap® /(b+7°),i=1,2,...,n. (4.18)
A Tabela 4.3 mostra os parametros correspondentes a (4.18).

Tabela 4.3: Parametros da componente continua para a transformada de Fourier das ve-
locidades das juntas para o robot 3R

p a b c d
0.005 | 480 | 0.16 | 3.40 | 2.10
- 0.01 |430|0.153.30|2.10
¢ (w=0) 5705 [ 235 [0.16 | 4.80 | 1.90
0.1 |465]|0.14]4.20]2.20
0.005 | 315 | 0.96 | 3.20 | 1.90
0.01 | 325]0.943.10 | 1.90
¢2(w=0) 0705 [ 385 [ 1.43 | 3.10 | 1.90
0.1 |375]1.96]2.20]2.10
0.005 | 250 | 0.73 [ 1.70 | 1.90
0.01 | 245|0.62|1.60 | 1.90
g3 (w=0) =5705 1320 | 1.30 | 1.90 | 1.90
0.1 |385]1.93]1.20]2.30

4.2.1.5. Andlise da influéncia da excitacao sobre a funcao de transferéncia de
ordem fraccionaria, para o robot 3R

Numa quarta e ultima experiéncia analisou-se a influéncia da excitacao sobre a fungao
de transferéncia de ordem fraccionaria. Assim, numa primeira fase, variou-se o periodo
de tempo 7 de perturbacao com um sinal do tipo ruido branco. Numa segunda fase,
estimulou-se o sistema com uma perturbagio do tipo ruido rosa (i.e. com espectro f=1).

Em ambos os casos, a resposta de ordem fraccionaria é comparada com as experiéncias



Planeamento de 'Trajectorias 113

anteriores.

A figura 4.13 mostra os valores de a em fungao do tempo de de perturbacao 7, com
um sinal do tipo ruido branco. Pode-se concluir que o sistema apenas revela uma natureza

fracciondria para periodos de excitagao superiores a 5 seg (i.e. T > 5 segq).

A figura 4.14 compara a transformada de Fourier das posicoes das juntas para per-
turbacoes com sinais dos tipos ruido branco e ruido rosa, com um periodo de perturbacao
7 = 250 seg num tempo total de 600 seg de experiéncia. Pode-se concluir que o sistema
se acomoda quando perturbado com um sinal tipo ruido rosa enquanto reage em relacao
a perturbacao com um sinal tipo ruido branco, transferindo energia para o espectro das

frequéncias baixas.

ol
1.8 ]
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f 2
N 4 b 3
15 \
A .f,\ AN v,
' INHIRND
///>‘§\ JIN/AE g4
1.1 3 a /"/ v\
T NI Ty
B T
0.9
O-80.1 1 10 100 T (seg) 1000
——q1 —=—q2 ——q3

Figura 4.13: Ordem fraccionaria o wvs tempo de excitacao 7 para um tempo total de
600 seg, perturbacao com sinal tipo ruido branco, robot 3R, p = 0.10 m.

4.2.2. Respostas caéticas no uso de PMF para o robot 4R

Como foi visto anteriormente o método PMF de controlo permite que o braco adquira
configuragoes indesejaveis, o que podera levar a respostas similares as que ocorrem num
sistema cadtico. As figuras 4.18 e 4.19 mostra os planos de fase da cinemdtica e da
dinamica, respectivamente, das trajectorias das juntas para o robot 4R, quando é sujeito

1/2

a um movimento circular, com centro num ponto de distancia radial r = [z% + %" = 1m

e raio p = 0.1 m.

Tal como anteriormente, além do deslizamento verificado, nota-se que ha pontos que

sao " evitados”. Tais pontos correspondem a configuracoes do braco onde os varios ”links”
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estao alinhados. Com o objectivo ganhar maior conhecimento sobre o fendmeno, o robot
em estudo foi sujeito a varios movimentos circulares repetitivos, para varias distancia
radiais (1) e raio (p). O plano de fase das trajectérias das juntas foi analisado e calculada
a respectiva dimensao fractal (dim). Os resultados, mostram que o método PMF conduz
a respostas cadticas com transitorios rapidos e altas aceleracoes. Aplicando as equacoes

(4.15) e (4.16) aos resultados obtemos a figura 4.20, que revela:

e Com o método PMF obtém-se dimc > 1 tanto para as posicoes como para as
velocidades, em contraste com caso comum, isto é, para trajectérias do robot nao

redundante, 2R, onde se verifica que dim¢c = 1.
e dim¢ diminui préoximo da distancia radial maxima r = 3 m.
e dim¢ ¢é aproximadamente constante, para todas as juntas.

e Geralmente dimy # dime. Além disso, o ponto r = r, (rs = 1.5 m) para o robot

4R tende a ser, o limite entre duas regioes distintas.

4.2.2.1. Distribuicao estatistica das juntas para o robot 4R

Para aprofundar o conhecimento sobre a natureza dos movimentos obtidos usando o
método PMF, vérios experiéncias foram feitas, com o objectivo de estabelecer a textura

do Jacobiano.

No primeiro conjunto de experiéncias a figura 4.21 mostra a distribuicao estatistica
das varidveis das juntas ¢; (i = 1,2,--- ,n) versus a distancia radial r para o robot 4R

quando controlado pelo método PMF, para um raio p = 0. Pode-se concluir que:

e As configuracgoes possiveis do robot tém probabilidades diferentes.

e Os histograma para a junta 1 tem caracteristicas distintas em relagao as outras

que tém caracteristicas similares.

e O ponto singular r, = 1.5 m, representa uma fronteira entre duas regiao distintas,

O<r<rser,<r <lyp.
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Figura 4.20: Lyapunov (dimp) e "box-counting” (dim¢) dimensoes do plano de fase vs
r, robot 4R sob controlo PMF parar =1m, wy=3rad st ep=0.1m.
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4.2.2.2. Resposta a perturbacao com um sinal tipo dobletepara robot o 4R

Numa segunda experiéncia perturbou-se o sinal de entrada com um sinal tipo doblete
durante um periodo de tempo de 0.2 seg, entre o instante t = 0.9 seg e t = 1.1 seg para
uma distancia radial 7 = 2 m e raios diferentes p € {0.10,0.30,0.50} m. A figura 4.22
mostra os resultados, mas ¢é claro que a matriz de transferéncia para o sistema MIMOQO
(ref, Yref) — (@1, g2, g3) depende fortemente da amplitude do raio (p). Além disso os
diagramas de bode revelam que o método PMF' apresenta ”ganhos” distintos, para as
variaveis das juntas, de acordo com as diferentes frequéncias. Esta conclusao é consistente
com os graficos do plano de fase, que revelam deslizamentos de baixa frequéncia, enquanto

respondem a altas frequéncias wy do sinal de entrada.

A tabela 4.4 mostra os parametros para a fungao de transferéncia do tipo:

a(s) i sY+a
Trep(s) 5@ +b

(4.19)

g (s)

obtiveram-se as
Yref (S)

Note-se que « toma valores préximos de 1 (o &~ 1). Para

mesmas conclusoes.

Tabela 4.4: Parametros da funcao de transferéncia para o robot 4R e uma perturbacao
do tipo doblete

p a b k !
0.10| 0.04 | 0.007 | 0.76 | 1.02
q1/Trep | 0.30] 0.06 | 0.009 | 0.78 | 1.02
0.50| 0.12 | 0.03 | 0.83|0.93
0.10| 0.61 | 0.005|0.04 | 1.06
qa/Trey | 0.30 | 0.53 | 0.01 [ 0.10 | 1.04
0.50| 0.73 | 0.04 | 0.16 | 0.98
0.10| 0.07 | 0.04 | 0.53|0.97
q3/Tpep | 0.30 | 0.01 | 0.006 | 0.56 | 1.09
0.50(0.003 [ 0.001|0.61|1.41
0.10 | 0.04 [ 0.004 | 0.38 | 1.12
qa/Trep | 0.30 ] 0.08 | 0.006 | 0.40 | 1.07
0.50| 0.20 | 0.02 [0.42]0.91
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4.2.2.3. Resposta a perturbacao com um sinal tipo ruido branco para o robot 4R

O terceiro conjunto de experiéncias diz também respeito a resposta em frequéncia, mas
neste caso quando o sinal da perturbacao é do tipo ”ruido branco” distribuido ao longo

de toda a trajectoria (500 ciclos).

Neste caso os valores de a (tabela 4.5) sao fraccionarios (1.0 < aw < 1.4), em contraste
com os resultados anteriores. Isto é devido ao facto da propriedade de ”memdria no
tempo” intrinseca ao CF, ja que captura os fendmenos dinamicos ao longo de todo o

tempo da experiéncia, em contraste com a derivada de ordem inteira que apenas captura

os fenémenos dinamicos  locais”. Para -2

as conclusoes sao semelhantes.
Yref (3)

Tabela 4.5: Parametros da fungao de transferéncia para o robot 4R e uma perturbacao
do tipo ruido branco

p a b k «
0.10 | 10.2 [0.004 | 0.75 | 1.06
q/Tpep [ 0.30 | 7.7 | 0.01 [0.77 | 1.02
0.50| 21.8 | 0.03 | 0.66|0.97
0.10 | 139.9 | 0.003 | 0.8 | 1.15
qa/Trep | 0.30 | 116.9 | 0.007 [ 0.08 | 1.17
0.50[263.2 ] 0.03 | 0.07 |1.20
0.10 | 16.7 | 0.003 | 0.51 | 1.13
q3/Tep | 0.30 | 10.6 | 0.006 | 0.55 | 1.08
0.50 | 24.8 | 0.08 [0.37|1.01
0.10 | 2.7 | 0.02 [ 0.36 | 1.05
qa/Tpep [ 0.30 | 7.7 | 0.02 | 0.40 | 0.99
0.50 | 47.2 | 0.02 [ 0.31]1.00

4.2.2.4. Andlise da influéncia da excitacao sobre a funcao de transferéncia de
ordem fraccionaria, para o robot 4R

Numa terceira experiéncia, e apos se ter dissipado o efeito do transitério inicial, calculou-
se a transformada de Fourier das velocidades das juntas para um nimero de ciclos con-

siderdvel (600 ciclos = 1200 seg) com uma frequéncia wy = 3 rad s~ .

A figura 4.23 mostra a transformada de Fourier versus distancia radial r das juntas

do robot 4R, para uma trajectéria circular de raio p € {0.10, 0.50}.
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Uma vez mais se verifica que para 0 < r < ry (neste caso rs = 1.5 m) se obtém
um sinal com a energia distribuida ao longo de todas as frequéncias (w), enquanto para
rs < r < 3 a maior parte da energia do sinal estd concentrada no harménico fundamental
e nos harménicos miltiplos. Contudo, a componente DC', responsavel pelo deslizamento
das posicoes, apresenta valores que variam com com a distancia radial » e com o raio p

da trajectéria. de acordo com a relagao:

G; (w=0)] ~ap® /(b+7°),i=1,2,...,n. (4.20)
A tabela 4.6 mostra os parametros correspondentes a (4.20).

Tabela 4.6: Parametros da componente DC' para a transformada de Fourier das veloci-
dades das juntas para o robot 4R

p a b c d
0.005 | 585 | 0.10 | 2.70 | 2.20
, 0.01 |510]0.10 | 2.70 [ 2.20
01 (w=0) =5705 1200 | 0.20 | 4.40 | 2.10
0.1 |495]|0.05]3.70 | 2.50
0.005 | 295 | 0.80 | 2.50 | 2.00
- 0.01 | 475[0.85|2.50 | 2.10
G2 (w=0) ~505 [ 325 [0.45 | 4.40 | 2.00
0.1 |200]0.25]2.10 ] 2.20
0.005 | 215 | 0.05 | 1.90 | 2.40
0.01 | 410 0.05|1.90 | 2.60
g3 (w=0) 505 225 [ 0.20 | 4.40 | 2.40
0.1 | 265]|1.15|4.80 | 1.60
0.005 | 370 | 0.30 | 2.50 | 2.10
0.01 |510]0.252.50 | 2.20
¢a(w=0) =505 1205 | 1.85 | 4.30 | 1.90
0.1 |580|2.50|4.70 | 1.90

Nesta ultima experiéncia, analisou-se a influéncia da excitacao sobre a funcao de
transferéncia de ordem fraccionaria. Inicialmente variou-se o periodo de tempo 7 de
perturbagao com um sinal do tipo "ruido branco”. Depois disso, estimulou-se o sistema
com uma perturbacao do tipo "ruido rosa”. Em ambos os casos, a resposta de ordem

fraccionaria é comparada com as experiéncias anteriores.
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A figura 4.24 mostra os valores de a em funcao do tempo de de perturbacao 7, com um
sinal do tipo " ruido branco”. Pode-se concluir que o sistema apenas revela uma natureza

fracciondria para periodos de perturbacao superiores a 20 seg. (i.e. 7 > 20 seg)
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Figura 4.24: Ordem fraccionaria o vs tempo de excitacao 7 para um tempo total de
600 seg, perturbagao com sinal tipo ruido branco, robot 4R, p = 0.10 m.

A figura 4.25 compara a transformada de Fourier das posicoes das juntas, para uma
perturbagao com sinal tipo ”ruido branco” e "ruido rosa”, para um periodo de per-
turbagao 7 = 250 seg num tempo total de 600 seg de experiéncia (t = 600 seg). Mais
uma vez, pode-se concluir que o sistema se acomoda quando perturbado com um sinal
tipo "ruido rosa” enquanto reage em relacao a perturbagao com um sinal tipo " ruido

branco” , transferindo energia para o espectro das frequéncias baixas.

4.2.3. Respostas cadticas no uso de PMF para o robot 5R

Como foi visto anteriormente o método PMF' de controlo permite que o brago adquira
configuragoes indesejaveis, o que poderd levar a respostas similares as que poderao ocorrer
num sistema caético. As figuras 4.29 e 4.30 mostram os planos de fase da cinemética e da
dinamica, respectivamente, das trajectorias das juntas para o robot 5 R, quando ¢é sujeito a
2]1/2

um movimento circular, com centro num ponto de distancia radial r = [2? + y =1m

eraio p = 0.1 m.

Na situacao de controlo PMF, além do deslizamento verificado, nota-se que ha pontos
o " . . . .

que sao ” evitados”. Mais uma vez verifica-se que tais pontos correspondem a configuragoes

do braco onde os varios ”links” estao alinhados. Assim, como nos robots 3R e 4R, tendo

em vista ganhar maior conhecimento sobre a natureza caética do fenémeno, o robot foi
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sujeito a varios movimentos circulares repetitivos, para varias distancia radiais (1) e raio
(p). O plano de fase das trajectérias das juntas foi analisado e calculada a respectiva
dimensao fractal (dim). Aplicando as equagoes (4.15) e (4.16) aos resultados obtemos a

figura 4.31, que revela:

e Com o método PMF obtém-se dimc > 1 tanto para as posicoes como para as
velocidades, em contraste com caso comum, isto é, para trajectorias de robots

nao redundantes, onde se verifica que dim¢ = 1.
e dim¢ diminui préoximo da distancia radial maxima r = 3 m.
e dim¢ é aproximadamente constante, para todas as juntas.

e Como é conhecido da teoria do caos, geralmente dim; # dimc. Além disso, o
ponto r = rg (rs = 0.6 m) para o robot 5R tende a ser, o limite entre duas regides

distintas.

25 9
dirm =

o5 4

alirm L

Figura 4.31: Lyapunov (dimy) e "box-counting” (dim¢) dimensoes do plano de fase vs
r, robot 5R sob controlo PMF para wy = 3 rad s~'ep=0.1m.
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4.2.3.1. Distribuicao estatistica das juntas para o robot 51

Para aprofundar o conhecimento sobre a natureza dos movimentos obtidos usando o
método PMF, varios experiéncias foram feitas, com o objectivo de estabelecer a textura

do Jacobiano.

No primeiro conjunto de experiéncias a figura 4.32 mostra a distribuicao estatistica
das varidveis das juntas ¢; (i = 1,2,--- ,n) versus a distancia radial r para o robot 5R

quando controlado pelo método PMF, para um raio p = 0. Pode-se concluir que:

e As configuragoes possiveis do robot tém probabilidades diferentes.

e Os histograma para a junta 1 tem caracteristicas distintas em relacao as outras

que tém caracteristicas similares.

e O ponto singular r; = 0.6 m, representa uma fronteira entre duas regiao distintas,

O<r<ryers,<r<lIp.

4.2.3.2. Resposta a perturbacao com um sinal tipo doblete para o robot 5~

Numa segunda experiéncia perturbou-se o sinal de entrada com um sinal tipo doblete
durante um periodo de tempo de 0.2 seg, entre o instante t = 0.9 seg e t = 1.1 seg para
uma distancia radial 7 = 2 m e raios diferentes p € {0.10,0.30,0.50} m. A figura 4.33
mostra os resultados, mas é claro que a matriz de transferéncia para o sistema MIMO
(ref, Yref) — (@1, g2, g3) depende fortemente da amplitude do raio (p). Além disso os
diagramas de bode revelam que o método PMF' apresenta ”"ganhos” distintos, para as
variaveis das juntas, de acordo com as diferentes frequéncias. Esta conclusao é consistente
com os graficos do plano de fase, que revelam deslizamentos de baixa frequéncia, enquanto

respondem a altas frequéncias (wg) do sinal de entrada.

A tabela 4.7 mostra os parametros para a fungao de transferéncia do tipo:

a(s) I s*+a
Trep(s) s+ b

(4.21)
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Note-se que « toma valores préximos de 1 (o« &~ 1). Para % obtiveram-se as

mesmas conclusoes.

Tabela 4.7: Parametros da funcao de transferéncia para o robot bR e uma perturbacao
do tipo doblete.

P a b k «
0.10 | 23.99 | 0.005|0.83 | 1.03
q1/Tpep | 0.30 | 29.82 [ 0.006 | 0.83 | 1.20
0.50 | 19.57 | 0.04 |0.24[0.92
0.10 | 228.21 | 0.005 | 0.13 | 1.02
qa/Trep | 0.30 | 317.91 | 0.006 | 0.10 | 1.33
0.50 | 46.00 | 0.03 |0.24[1.08
0.10| 3.56 | 0.01 |[0.34|1.04
q3/Tpep | 0.30 | 6.21 [0.002 | 0.35 | 1.22
0.50 | 5.36 | 0.01 [0.19]1.02
0.10 | 30.29 | 0.005 | 0.53 | 1.05
Ga/Trep | 0.30 | 41.14 [0.008 | 0.53 | 1.22
0.50 | 16.94 | 0.03 | 0.44 | 1.07
0.10 | 48.64 | 0.005 | 0.24 | 1.04
qs/Tpep | 0.30 | 58.20 | 0.005 | 0.25 | 1.22
0.50 | 25.87 | 0.04 | 0.24[1.06

4.2.3.3. Resposta a perturbacao com um sinal tipo ruido branco para o robot 5R

O terceiro conjunto de experiéncias diz também respeito a resposta em frequéncia, mas
neste caso quando o sinal da perturbacao é do tipo " ruido branco”distribuido ao longo de

toda a trajectéria (500 ciclos).

Neste caso os valores de « (tabela 4.8) sao fracciondarios (1.0 < a < 1.4), em contraste
com os resultados anteriores. Isto é devido ao facto da propriedade de ”memdria no
tempo” intrinseca ao CF, ja que captura os fenémenos dinamicos ao longo de todo o

tempo da experiéncia, em contraste com a derivada de ordem inteira que apenas captura

4(s)

as conclusoes sao semelhantes.
Yref (5)

os fenémenos dinamicos ” locais”. Para
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Tabela 4.8: Parametros da funcao de transferéncia para o robot 5R e uma perturbacao
do tipo ruido branco.

P a b k «
0.10 | 195 |0.009 | 0.63 | 1.18
q1/%rep | 0.30 | 3020 | 0.02 | 0.92 | 1.20
0.50 | 925 | 0.02 | 34.8 |[1.03
0.10 | 1680 [0.009 | 0.13 | 1.08
Ga/Tpep | 0.30 | 1130 | 0.002 | 13.7 [ 1.02
0.50 | 18300 | 0.001 | 0.41 | 1.50
0.10 | 4710 | 0.05 | 0.009 | 1.05
q3/Tpep | 0.30 | 1610 | 0.007 | 3.56 | 1.10
0.50 | 1260 | 0.002 | 34.3 [ 1.02
0.10 | 1610 | 0.02 | 0.28 | 1.02
qa/Trep | 0.30 | 265 | 0.01 | 9.54 |1.34
0.50 | 9620 [0.002 | 4.80 |1.02
0.10 | 186 | 0.002 | 1.00 | 1.16
q5/Tpep | 0.30 | 10300 | 0.006 | 1.00 | 0.97
0.50 | 11200 [ 0.004 | 1.00 | 1.17

4.2.3.4. Andlise da influéncia da excitacao sobre a funcao de transferéncia de
ordem fraccionaria, para o robot 5R

Numa terceira experiéncia, e apos se ter dissipado o efeito do transitério inicial, calculou-
se a transformada de Fourier das velocidades das juntas para um nimero de ciclos con-

siderdvel (600 ciclos = 1200 seg) com uma frequéncia wy = 3 rad s~ .

A figura 4.34 mostra a transformada de Fourier versus distancia radial r das juntas

do robot 5R, para uma trajectéria circular de raio p € {0.10,0.50} m.

Uma vez mais se verifica que para 0 < r < 74 se obtém um sinal com a energia
distribuida ao longo de todas as frequéncias (w), enquanto para rs < r < 3 m a maior
parte da energia do sinal esta concentrada no harmoénico fundamental e nos harménicos
multiplos. Contudo, a componente DC', responsavel pelo deslizamento das posigoes, apre-
senta valores que variam com com a distancia radial r e com o raio p da trajectoria. de

acordo com a relacao:
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Figura 4.34: Transformada de Fourier para a velocidades das juntas do robot 5R, para 600
ciclos, vs a distancia radial r e uma frequéncia w /wy, para p € {0.10,0.50} m
ewy = 3 rad/seg.
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i (w=0)| = ap® /(b+7°),i=1,2,...,n. (4.22)
A tabela 4.9 mostra os parametros correspondentes a (4.22).

Tabela 4.9: Parametros da componente DC' para a transformada de Fourier das veloci-
dades das juntas para o robot 5R.

p a b c d
0.005 | 460 | 0.15 | 1.80 | 2.10
' 0.01 |420]0.151.90 | 2.10
¢1(w=0) 5705 1335 [ 0.05 | 2.50 | 2.10
0.1 |320]0.05]3.70 | 2.30
0.005 | 370 | 2.50 | 0.05 | 1.90
, 0.01 | 390 |2.500.051.90
G2 (w=0) =505 1345 [ 0.15 | 1.50 | 2.10
0.1 |350]0.20]2.102.30
0.005 | 445 | 0.05 | 0.70 | 2.30
' 0.01 | 225[0.05]0.80 | 2.20
g3 (w=0) =5705 275 [ 0.05 | 4.30 | 2.70
0.1 |210]1.60]5.00]|1.70
0.005 | 470 | 2.50 | 0.50 | 2.00
0.01 | 285|2.500.50 | 1.90
¢ (w=0) =5705 1310 | 0.05 | 0.80 | 2.40
0.1 |395|0.50|2.80|2.50
0.005 | 410 | 2.50 | 0.50 | 2.00
0.01 | 255 [2.50 | 0.50 | 1.90
g5 (w=0) 505 [ 345 [0.10 | 1.50 | 2.30
0.1 | 405]|2.50]2.80 ] 2.20

Nesta ultima experiéncia, analisou-se a influéncia da excitacao sobre a funcao de
transferéncia de ordem fraccionaria. Inicialmente variou-se o periodo de tempo 7 de
perturbagao com um sinal do tipo ” ruido branco”. Depois estimulou-se o sistema com uma
perturbagao do tipo " ruido rosa”. Em ambos os casos, a resposta de ordem fracciondria é
comparada com as experiéncias anteriores. A figura 4.35 mostra os valores de o em fungao
do tempo de de perturbacao 7, com um sinal do tipo ”ruido branco”. Neste caso, devido
as variagoes de «, ¢ dificil concluir sobre os valores de 7 para os quais o sistema apenas
revela uma natureza fraccionaria. Provavelmente é necessario repetir a experiéncia com

um maior numero de ciclos.
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A figura 4.36 compara a transformada de Fourier das posi¢oes das juntas, para uma
perturbacao com sinal tipo ” ruido branco”e ” ruido rosa”, para um periodo de perturbacao
7 = 250 seg num tempo total de 600 seg de experiéncia (¢t = 600 seg). Pode-se concluir
que o sistema se acomoda quando perturbado com um sinal tipo ”ruido rosa” enquanto
reage em relacao a perturbacao com um sinal tipo ”ruido branco”, transferindo energia

para o espectro das frequéncias baixas.

4.3. Métodos de Controlo com Optimizacio de indices

Como j4 foi amplamente referido um aspecto revelado pelo método PMF' é que trajectorias
repetitivas, no espago operacional, nao sao traduzidas por trajectérias repetitivas, no
espago das juntas [84, 85]. Este facto torna-se um obstéculo no que respeita a solucao de
muitas tarefas ja que as configuragoes resultantes da estrutura tém similaridades com as
resultantes de um sistema cadtico. No sentido de solucionar este problema outros métodos
alternativos de controlo foram propostos, nomeadamente pelo aumento da dimensao do
Jacobiano ou introduzindo um critério de optimizagao (por forma a tornar o Jacobiano
uma matriz quadrada de dimensdao n x n). Nesta secgao serd apresentado o método
de optimizacao ” Manipulabilidade em Malha Aberta” (MMA) [17, 18, 19, 20, 32] que

apresenta superior resultados no que respeita a manipulabilidade (i) e a repetitibilidade.

Assim, serao apresentados os resultados para as experiéncias feitas com optimizacao
de i, para cada uma das situagoes: trajectoria circular no espacgo livre sem obstaculos e

trajectoria num espaco de trabalho com obstaculos.

4.3.1. Trajectdria circular num espaco sem obstaculos

4.3.1.1. O Método de Optimizagao da Manipulabilidade (MMA)

No método ” Manipulabilidade em Malha Aberta” (MMA) as posigoes das juntas ado-
ptadas, para uma posicao do 6rgao terminal, no espaco operacional, depende do indice
de manipulabilidade correspondente. Para analisar e quantificar essa capacidade foi pro-
posta, por [90], a expressao u = [det (JJT)]U ? como uma medida da capacidade de

manipulacao no estado q que corresponde a determinada configuracao da estrutura do
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robot. O método MMA (Fig. 4.37) assenta as suas potencialidades na escolha da con-
figuragao que apresenta um g maximo para a mesma localizacao do érgao terminal no

espaco operacional. O algoritmo pode ser descrito como:

Para um determinado ponto do espaco operacional r = (x, y), fixa-se o ponto no espaco
das juntas q = (¢1,¢2, -+ ,qn) que maximiza o valor de p, para determinada posi¢ao do
6rgao terminal no espaco operacional. Atendendo a simetria da cinematica, para este
tipo de robots, p apenas depende da distancia radial (r) entre o ponto considerado e a
origem das coordenadas. Assim, é calculado um conjunto n —m, de pontos no espago das
juntas que maximizem p. A partir desses n — m valores e usando o método dos minimos
quadrados, sao calculadas n — m fungoes r-dependentes (fungoes polinomiais ou outras)

que aproximem esses valores.

xref ql
Planeamento Vs Tabela de valores 4,
> — .

Trajectoria (94,9,---,0,) que maximizam
q,

Figura 4.37: Diagrama de blocos para o método MMA

Uma vez "fixadas” essas n—m varidveis no espago das juntas, as restantes m posigoes
das juntas podem ser calculadas através do algoritmo normal para o cdlculo da cinemaética

inversa (3.14) de um robot nao redundante.

4.3.1.1.1. Respostas com o método MMA para o robot 3R

Experiéncias semelhantes as realizadas sob o método de controlo PMF foram repetidas

usando o método de controlo MMA.

Para este método as fungoes r-dependentes calculadas foram polinémios do terceiro

grau.

Neste caso, robot 3R hé necessidade de apenas aproximar uma das varidveis, neste

estudo optou-se pela aproximacao da variavel ¢s, sendo a aproximacao usada a seguinte:
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g3 = —2.078 + 0.957 r — 0.586 r* + 0.159 73 (4.23)

sendo as restantes variaveis, q;, ¢o determinadas pela resolucao da cinemética inversa de
acordo com a equacao (3.14).
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Figura 4.38: Posicoes das juntas na trajectéria para o robot 3R, sob controlo MMA para
r=1m,p=05m,wy=3rad s L.

Experiéncias, com resultados aproximadamente semelhantes, foram levadas a cabo

usando, em vez de polinémios do terceiro grau, fracgoes racionais do tipo:

—1.99+0.67 r
= 4.24
BT 120117 +0.06 72 (4.24)
4.3.1.1.2. Respostas com o método MMA para o robot 4R

Para o robot 4R as fungoes r-dependentes adoptadas foram polinémios de grau dois, pois

verificou-se conduzir a uma precisao ”suficiente” .

Neste caso, (robot 4R), ha necessidade de aproximar duas das varidveis. Assim, foi

decidida a aproximacao das variaveis g4 e g3, sendo as aproximacoes usadas as seguintes:
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Figura 4.40: Aceleracoes nas juntas qi, g2, g3 na trajectoria para o robot 3R, sob controlo
MMA parar=1m, p=0.5m, wy =3 rad s~ .
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g1 = —1.608 4+ 0.914 r — 0.183 r?

g3 = —1.464 — 0.322 r — 0.258 12 (4.25)

sendo as restantes variaveis, ¢, ¢o determinadas pela resolucao da cinemética inversa de

acordo com a equacao (3.14).
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Figura 4.43: Posi¢oes das juntas na trajectéria para o robot 4R, sob controlo MMA para

r=1m,p=05m,wy=3rad s '

Foram também repetidas as experiéncias usando aproximagoes para as juntas q4 e ¢3

com fracgoes racionais para os seguintes valores dos parametros:

Foram também repetidas as experiéncias usando aproximacgoes para as juntas g4 € g3

com fracgoes racionais para os seguintes valores dos parametros:

. —0.04-T75.86r
M= 170964 r + 5881 12
(4.26)
—2.17+0.74 r
q3

T 1-018r—0.01 12

Neste caso os resultados finais foram menos exactos do que para a aproximacao poli-

nomial.
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4.3.1.1.3. Respostas com o método MMA para o robot 5R

Para o robot 5R as fungoes r-dependentes usadas foram polinémios cibicos.
Neste caso (robot 5R) ha necessidade de aproximar trés das varidveis. Optou-se pela
aproximacao das variaveis gs, q4 € g3:
g5 = —1.307 + 1.027 r — 1.220 r* + 0.259 r?
qq = —1.409 — 0.037 r — 0.089 7% + 0.138 r3 (4.27)
g3 =—1.10+0.874 r — 0.644 r*> + 0.177 r3

sendo as restantes variaveis, ¢, ¢o determinadas pela resolucao da cinemética inversa de

acordo com a equacao (3.14).

Foram repetidas as experiéncias usando aproximacoes para as juntas gs, g4 € g3 com

fracgoes racionais:

20340897
G T 0431 +0.07 12
—1.534+0.58 r
_ 4.28
BT 07T r+0.28 12 (4.28)
1744072 7
g3 =

1—-0.44r—0.07r2

Neste caso os resultados, em termos de precisao, foram da mesma ordem dos obtidos

pela aproximacao polinomial.
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4.3.2. Trajectéria com obstaculos

Como foi referido nestas experiéncias pretendia-se que o 6rgao terminal robot 3R percor-
resse uma trajectoria num espaco com obstaculos evitando os obstédculos, isto é, sem que
qualquer parte do braco colida com os obstdculos, optimizando a manipulabilidade u. A
figura 4.53 mostra o espaco operacional com a localizacao dos obstaculos e a trajectoria

que o robot tera de seguir.

&
i i
H""‘-u.\_\_ ||I ‘-H"""—-._
=] ll-' ""H_L_E_H
! ™= / e
I."l ."I ]
|lIll }l‘l
K — e o
Caso A Caso B
e
N &
A i
| = 4 ||| ;, a%“‘x )

Caso C Caso D

Figura 4.53: Trajectéria para o robot 3R num espaco sem obstdculos (caso A) e com
obstaculos (casos B-D).

Nesta experiéncia pretende-se que o robot percorra a trajectéria, apresentando, para
cada um dos pontos, a maxima manipulabilidade possivel. Assim, o robot comega com
os angulos das juntas que maximizam p e vai percorrendo a trajectéria até encontrar um
obstaculo que seja impossivel de ultrapassar com a configuracao de p maximo. Nesse
caso ¢é "reconfigurada” a estrutura, diminuindo o valor de u, no sentido do obstéaculo ser

ultrapassado. Com este método de optimizagao consegue-se um bom desempenho para
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as capacidades do robot.

As figuras 4.54 e 4.55 apresentam, respectivamente, os valores da manipulabilidade
e das posicoes das juntas quando o robot percorre a trajectéria durante 3 ciclos (6 seg),

seja no espago livre seja na presenca de obstaculos.
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Figura 4.54: Manipulabilidade maxima para o robot 3R quando percorre a trajectoria
num espaco sem obstdculos (caso A) e com obstéaculos (casos B-D).

Constata-se que, a medida que os obstdculos condicionam a escolha das configuragoes
Optimas, o algoritmo tem que optar por valores angulares que conduzem a uma manipula-
bilidade inferior ao valor maximo. Em qualquer caso, o algoritmo ¢é de facil implementagao

e revela-se robusto conduzindo a trajectorias repetitivas.
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Figura 4.55: Posicao das juntas para o robot 3R quando percorre a trajectoria num espaco
sem obstaculos (caso A) e com obstéculos (casos B-D).
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4.4. Resumo do capitulo

Neste capitulo foi apresentado o planeamento de trajectérias de robots redundantes. As-
sim, foram descritos e implementados os métodos MMA e PMF e apresentados os resul-
tados obtidos na realizacao de trajectorias com e sem obstaculos. Além disso, foi também
estudado o comportamento cadtico obtido com o método PMF. O estudo abordou a di-
mensao fractal dos tracados no plano de fase da cinematica e dinamica, a distribuicao
estatistica e resposta em frequéncia do sistema. Verificou-se que o método PMF' revela
uma dinamica fraccionaria quando excitado ao longo de um grande intervalo de tempo
em contraste com os resultados obtidos com uma excitacao localizada num intervalo de

tempo muito limitado.
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Capitulo 5

Conclusoes

A modelizacao de um sistema reflecte as leis da fisica e as ferramentas matematicas que
foram adoptadas. O paradigma cientifico resulta desta metodologia e os seus resultados
tém-se revelado correctos e significativos. Neste sentido parece nao existirem razoes que
apontem a necessidade de se repensar todo o processo. Tomemos como exemplo os ma-
nipuladores robdticos. A sua modelizagao requer as conhecidas leis da fisica cléssica e o
calculo integral e matricial pelo que se trata de um problema aparentemente bem domi-
nado. No entanto, a andlise do modelo resultante e a sua utilizacao revelam problemas
inesperados. Estas dificuldades podem ser interpretadas como um sinal. O sinal nao
alerta, necessariamente, para algo de errado, antes pode sugerir que existe algo desada-
ptado. De facto, é comum considerar-se a evolucao cientifica como um processo continuo
onde o paradigma em vigor se vé substituido por um novo, quando a experiéncia de-
monstra ser necessario incluir novos conhecimentos, nao compativeis com os anteriores.
Consequentemente, a abordagem classica pressupoe somente um paradigma ou esta certo
ou esta errado. Uma perspectiva alternativa consiste em considerar que se pode evoluir,

incorporando novos conceitos e ferramentas sem, assim, romper com o paradigma em uso.

Os sistemas bioldgicos, em geral, e o ser humano em particular, providenciam exemplos
onde as questoes relativas a elaboracao de modelos matematicos se levantam com muita
pertinencia. Tarefas simples que o ser humano realiza facilmente colocam problemas de-
licados quando se tenta implementa-las com os manipuladores existentes. Uma analise
detalhada dos problemas envolvidos mostra quao longe estd o conhecimento cientifico das
capacidades evidenciadas pelos sistemas biolégicos. O controlo do brago humano apre-
senta uma complexidade ”insignificante” para o sistema neuromotor, contudo a cépia

tecnologica confronta-se com problemas que estao ainda longe de ser totalmente desven-
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dados. Os capitulos trés e quatro mostram como contornar algumas dessas dificuldades.
No fundo os problemas residem num nivel mais abstracto, nomeadamente nos modelos que
se adoptam para tratar os fenémenos em estudo. Grande parte da fisica contemporanea
com implicagoes na engenharia, assenta em leis que jogam com os conceitos dos célculos
diferencial e integral, matricial e vectorial. Como a teoria dos sistemas deriva desses
conceitos base, é natural o seu envolvimento prioritario com as mesmas algebras. Curi-
osamente alguns ramos da fisica tém sido estudados a partir de diferentes modelos. Tal
é o caso da termodinamica onde existem os pontos de vista da chamada termodinamica
classica e da termodinamica estatistica. Assim, parece razodvel questionarmo-nos sobre

a excessiva dependéncia da teoria dos sistemas dum tipo restrito de matemaética.

Como é natural esta estratégia de abordagem no estudo dos manipuladores nao ¢é a
unica resposta. Todavia, é certamente uma perspectiva que, para além dos resultados
apresentados, sugere diversas outras pistas de investigacao. Por outras palavras, tendo
em atengao as limitagoes da mateméatica predominante no tratamento dos fenémenos em
estudo, podem-se conceber estratégias mais eficientes desde que se caminhe na direccao de
uma mudanga (ou, pelo menos, da coexisténcia) de véarios paradigmas. Quais os paradi-
gmas mais adequados as realidades a investigar ¢ uma pergunta ambiciosa, constituindo o
presente trabalho um mero degrau no caminho a percorrer. Nesta perspectiva, o trabalho
desenvolvido é consequéncia da abertura cientifica a novos conceitos, os quais, tal como o
que tem acontecido em muitas outras encruzilhadas da investigacao, fomentaram nao so6

algumas respostas mas também um ntmero assinalavel de novas questoes.

Em conclusao, pode afirmar-se que a robética coloca problemas cientificos tanto mais
complexos quanto mais préximo se estd da concepcao de uma cépia do ser humano. A
maior dificuldade consiste em vencer as barreiras que tendem a divorciar diferentes ramos
da ciéncia como a fisica, a biologia ou a matemética. A medida que se forem superando
estes obstaculos sera possivel conceber sistemas roboticos a4 imagem do ser humano e,
simultaneamente, descobrir fendmenos dinamicos e conceber modelos matematicos pro-

gressivamente mais complexos e sofisticados.
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Apéndice A

Funcao Gamma de Euler

Uma das fungdes bdsicas do célculo fraccionario é a fungdo Gama de Euler, I'(z), que
generaliza o conceito do factorial de n! a valores reais e complexos de n. Trata-se de uma

fungao analitica em todos os pontos excepto para z = 0,—1,—2,...(Fig. A.1).

o=y
U i

Ri [amma z)

b) Re{l'(2)}, Im{T'(2)}, [T'(2)],

Figura A.1: llustragao da fungao Gama.
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A funcao Gama pode ser definida através do integral definido:

['(z) = /e‘ttz_ldt, Re(z) >0 (A1)

0

Para valores reais do argumento e integrando por partes (A.1) resulta [Old74]:

(A.2)

Dado que I'(1) = 1, e usando a defini¢ao (A.2) para valores inteiros de x (i.e. x =

1,2,3,...) obtemos:

r2)=1-I1)=1=1l
r(3)=2-r2)=2-1 =2
I(4)=3-T(3) =321 =3

n—1)-Tn—=1)=Mn-1)-(n—=2)!=(n—-1)!
=n-I'(n)=n-(n—1)!=nl (A.3)

Em conclusao, a funcao Gama de um argumento inteiro positivo é, assim, reduzida

ao calculo do factorial.

A funcao Gama satisfaz as relagoes recorrentes:

F'1+2)==z2-T(2)

MNl—2)=—-z-T'(-2) (A-4)

A Tabela A.1 fornece algumas expressoes da fungao Gama e a Tabela A.2 mostra

alguns valores importantes da funcao Gama.
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Tabela A.1: Algumas expressoes envolvendo a Fungao Gama.

( ) ( ) = _xS'L":Lr(Wx)
[(z) - T(1 —2) = o5

z-sin(wx)
In [l
In [I'(z + iy)]

@+iy+D] = W@ + ¢?) + itan (L) +

Tabela A.2: Alguns dos valores particulares da funcao Gama.

[(1/2) = vx

D(m+1/2) = 25U /rn =1,2,3,.

1-35-(2m—1)

D(—m+1/2) = i VT, m = 1,2,3,...
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Apéndice B

Aproximacoes de primeira e segunda ordem da Cinematica

Aproximacao de primeira ordem para o robot 2R

2
2 2 r ;Ch

[ T +dx ] _ —Zlisli Zlioli [ dq, ] + Zzl (B.1)
i=1 '

y+dy = =1 das 2
1S, 1O > LSy
=1

Aproximacao de segunda ordem para o robot 2R

1
- da _5 Zl lich a Zl ZZSM dq%
_ = = d 2 4
{?ﬁdy} “Le B -
5 22 2012 dg1dgo
—15C19 —l2512 (B.2)
2
2 2 T 1L,C,
+ |~ Z 1;S1i Z 1;Cy; dq1 + ;
i=1 i=1 dgs 2
—13512 12C12 Z 1iS1;
i=1
Aproximacao de primeira ordem para o robot 3R
r 3 3 17 ,
= LS Y LGy S Lo,
d i=1 i=1 dq il
[ T+ dx } _ 3 3 dga | + | 3! (B.3)
y+dy = LSy Y LGy dgs S LS,
i=2 i=2 £
—[3513 I3C13 ] =
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Aproximacao de segunda ordem para o robot 3R

3 3 4T
_5 lech _2 leslz
i=1 =1
3 3 - 2 7
1 1 dqy
) Z L;Chi D) Z 1iS1 dqg
r+dr | f:2 1’:2 dq3 n
y+dy | D) l3Ch3 5 13513 dqidgs
3 3 dqdgs
- L;iCy  — 1;S1; dgodq:
—13C3 —13513
L 1303 13513
r 3 3 17 ,
- 1;S1; 1;Ch;
R N D
+ 3 3 dq2 + i=31
- 1354 L;Cy; d
; ; a3 Z 1iS1;
—13513 I3C13 =
Aproximacao de primeira ordem para o robot 4R
_ A A -
=D LS Y LGy
i=1 i=1 4
4 4 dq, Z 1,Cy,
y+dy =2 i=2 dgqs Z I
d 913
- Z l;S1 — Z 1;Cy; o i=1
i=3 i=3
—14514 [4C4
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Aproximacao de segunda ordem para o robot 4R

T+ dz
y+dy

1=3

_l4514

=2
4
=) LSu =) LCu
1=3

[ 1 1<
—éi;zicu —5;%
1< 1 <

-5 ; L;Ch ) ; 1iShi
1< 1<

_Q;licli —iglisu

1

1
_5 14014 _5 l4514
4 4
=D LCi = LS
=2 =2
4 4
—> LCu =) LS
=3 =3
_l4014 _l4SI4
4 4
- Z LiChi - Z liS1
1=3 =3
_l4014 _l4814
L _l4Cl4 _14514
L \ i
- Z 1iShi Z AGY
i=1 i=1
4 4
=Y LSu Y LCy

1,14

9T

dq
dgs

dqy

Aproximacao de primeira ordem para o robot bR

T+ dzx
y+dy

B 5

— 5

25: lzCh
i=1
i lzclz
=2
S
=3
i lzCh
=4

T

dq?

dqidqs
dqdgs
dqidqy
dqodqs
dgadqy
dqsdqys

dq,
dqo

dqs

+

dq
dqs

(B.6)

Z AGY

i=1

Z 1iS1i

=1

> Ly

=1
5

> LSy

=1

(B.7)
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Aproximacoes de primeira e segunda ordem da Cinematica

Aproximacao de segunda ordem para o robot 5R

T +dx
y+dy

IS iy,
2 — 2 —
zlc Zzs
—%gwu —%glﬁu
;zm 22[5

1 1

5 lsC1s 5 l5515
5 5

- Z L,Cu  — ZliSu
=2 i=2

5
=D LG =) lSu
1=3

=3
5 5
=Y LCi =) LS
o Ss
5 5
_Zlicli —le‘su
1=3 1=3
5 5
=D LCu = LS
5o S
5 5
_leclz _lesll
5O S
| —15C15 15515
r 5 5 17
= LS Y LCu
=1 =1
5 5
=D S Y LCy
=2 =2
5 5
= LS Y LCu
=3 =3
5 5
= LS Y LCu
S i |

1T

dq
dqs
dqs
dqs
dgs

dqi

dq;

dq1dgs
dqdgs
dqrdqs | +
dq.dgs
dqodqs
dqadqy
dqadgs
dqsdqy
dqzdgs
dqsdgs

(B.8)

> Ly

i=1
T 5

Z 1iS1i

i=1



Apéndice C

Determinacao dos acréscimos das juntas no método

MMA

r dq
dx
_dy}‘]{dqz]

dgs

[ dr — Jidg ] _ { J12 J13} {d% ]

L dy — Jadgs Jog  Ja3 dgs

i [ Jas —Ji3 (C.1)
dgay | _ | Jigdaz — JanJiz  JinJoz — JanJi3 dr — Jidg

| dgs —J22 12 dy — Jo1dgs

L J12J23 - J22J13 J12']23 - J22J13

dr — Jidqr) — dy — Jord
[ da; } — | JizJas — J22J13( © = Judq) JiaJaz — J22J13( y = Jnda)

dgs —J22 19
de — Jiudg + dy — Jord
L J12J23 — J22J13( e Ji2Ja3 — J22J13( y = Jndg)







