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Resumo

Esta tese propõe um conjunto de técnicas baseadas em algoritmos genéticos, para

optimizar a síntese e o planeamento de trajectórias de manipuladores robóticos. Nas

experiências consideradas a optimização é baseada no deslocamento angular e car-

tesiano, na oscilação residual angular e cartesiana, na energia e no tempo requerido

pelo manipulador. O problema é abordado numa perspectiva uni e multi objectivo.

A dissertação inclui os resultados da investigação realizada utilizando manipulado-

res robóticos planares, de dois, três e quatro graus de liberdade.

Neste trabalho é também proposta uma técnica de optimização multi-objectivo de

forma a aumentar o desempenho de alguns algoritmos propostos, bem como al-

guns índices de desempenho com a finalidade de medir a eficiência dos algoritmos

genéticos multi-objectivo.

A dinâmica de um algoritmo genético é estudada realizando estudos na sensibili-

dade de um parâmetro do algoritmo, nomeadamente a probabilidade de mutação.

Adicionalmente é investigada a importância da função de aptidão na dinâmica do

algoritmo. A evolução dinâmica do sistema foi aproximada por funções de ordem

fraccionária. Neste âmbito, foi também analisada a dinâmica de um planeador de

trajectórias robóticas.
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Para além do trabalho proposto, esta dissertação fornece uma visão global dos algo-

ritmos genéticos padrão e de algoritmos genéticos multi-objectivo. Inclui também a

síntese de um conjunto de aplicações robóticas baseados em algoritmos genéticos.
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Abstract

This dissertation proposes some techniques based on genetic algorithms, in order

to optimize the structure and trajectory planning of robotic manipulators. In the

experiments, several indices are considered to qualify the optimization: joint/arm

traveling distance, joint/arm ripple in time evolution and energy. The optimization

is resolved in two perspective: uni and multi objective. The work includes the inves-

tigation results using planar robotic manipulators with two, three and four degrees

of freedom.

A new multi-objective technique is proposed in order to increase the performance

of some algorithms proposed. In addition, some metrics indices are also proposed

to measures the multi-objective genetic algorithms performance.

The dynamic of a genetic algorithm system is studied during its evolution. To in-

vestigate the phenomena involved in the GA population evolution, the mutation

probability is exposed to excitation perturbations and the corresponding fitness va-

riations are evaluated. Four fitness functions are used to study its influence in the

genetic algorithms. The transfer function of the system system is studied revealing

a fractional-order dynamic evolution. Additionally, a genetic trajectory planner is

also investigated.
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The work makes a global review of the basic aspects of genetic algorithms, multi-

-objective algorithms and includes several robotic approaches using evolutionary

algorithms.
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1 Introdução

1.1 Introdução

Este capítulo pretende enquadrar o tema da dissertação, ou seja, o uso de algoritmos

evolutivos nos sistemas robóticos, de modo a fornecer uma visão breve e geral da

tese. Está estruturado da seguinte forma: na secção 1.2 é feita uma breve introdução

ao tema da tese. De seguida, na secção 1.3 apresenta-se a motivação e os objectivos

da dissertação. Na secção 1.4, são referenciadas as contribuições científicas resultan-

tes deste trabalho. Por último, na secção 1.5 é descrita a estrutura da tese.

1.2 Tema: sistemas robóticos e algoritmos evolutivos

O tema desta dissertação consiste no desenvolvimento de aplicações robóticas utili-

zando algoritmos evolutivos, incidindo essencialmente no planeamento de trajectó-

rias para manipuladores robóticos.

Os sistemas robóticos são estruturas mecânicas que pretendem simular meios de

manipulação e locomoção existentes nos seres vivos. Estes sistemas mecânicos exi-

bem fenómenos cinemáticos e dinâmicos de natureza complexa o que torna difícil
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o seu estudo e controlo usando técnicas clássicas, levando a que a utilização deste

tipo de sistemas robóticos esteja confinada a situações de baixo desempenho. Al-

guns algoritmos robóticos desenvolvidos recentemente encontram-se ainda numa

fase embrionária, razão pela qual é necessária uma investigação mais profunda dos

vários fenómenos em jogo. Assim, aspectos tais como:

• a eficiência da estrutura,

• a robustez e o desempenho dos algoritmos,

• o peso computacional e os métodos para a sua melhoria,

• o desenvolvimento de técnicas baseadas nos fenómenos presentes no sistema

biológico “equivalente”,

estão ainda, em fase de desenvolvimento. A consideração destes tópicos deverá

lançar luz sobre algumas das lacunas mencionadas e, assim, proporcionar o desen-

volvimento do conhecimento científico que visa ampliar o campo de aplicação dos

sistemas robóticos.

Nas últimas décadas têm sido propostos algoritmos inspirados em certos processos

biológicos dando origem à área da inteligência computacional que engloba a com-

putação evolutiva. Esta área está em forte expansão pelo que a sua sistematização

não foi ainda totalmente realizada. Por outro lado, a aplicação destes conceitos no

campo da robótica está ainda numa fase em que existe um vasto campo de investi-

gação e desenvolvimento de novos algoritmos.

A evolução é o princípio de unificação principal da biologia moderna. A evolu-

ção Darwineana clássica juntamente com a selecção de Weismann e a genética de

Mendel formam a base para a teoria da evolução actual, ou, por outras palavras, a

evolução é o resultado de processos estocásticos interactivos (reprodução, mutação,

cruzamento e selecção) sobre populações ao longo de gerações. Todavia, a teoria
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da evolução estende-se para além dos sistemas biológicos, quando utilizada por

máquinas computadorizadas com o fim de resolver problemas de aprendizagem e

optimização. A computação evolutiva abrange uma série de algoritmos, nomeada-

mente os algoritmos genéticos que são os mais utilizados.

Os princípios básicos dos algoritmos genéticos (AGs) foram propostos inicialmente

por Holland [1]. Os AGs são inspirados num mecanismo de selecção natural ou seja,

num processo biológico no qual somente os indivíduos mais fortes sobrevivem no

seio de um ambiente altamente competitivo. Neste âmbito, os AGs usam directa-

mente a analogia de muitos sistemas naturais.

1.3 Motivação e objectivos

A complexidade da cinemática e da dinâmica cria dificuldades ao planeamento de

trajectórias para robôs, que não são resolvidas, de forma eficiente com as técnicas

de controlo clássicas. Por outro lado, os algoritmos evolutivos tornaram-se bas-

tante populares pela sua simplicidade e robustez podendo ser aplicados a um vasto

número de aplicações. No entanto, os estudos existentes, usando algoritmos genéti-

cos, sobre a síntese e planeamento de trajectórias para manipuladores robóticos são

abordados de forma uni-objectivo onde os diversos objectivos são agregados de uma

forma “cega”. Além disso, as técnicas que promovem a diversidade de soluções ou

são pouco eficientes ou têm um peso computacional considerável.

A motivação deste trabalho resultou da necessidade em desenvolver metodologias

robustas para os sistemas robóticos utilizando abordagens baseadas na computa-

ção evolutiva. Assim, os principais objectivos deste trabalho são enumerados nos

pontos seguintes:

• Desenvolver métodos que permitam resolver de forma robusta a síntese e o

planeamento de manipuladores robóticos, utilizando:
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1. algoritmos genéticos uni-objectivo,

2. algoritmos genéticos multi-objectivo,

nomeadamente nos seguintes problemas:

1. optimização de trajectórias para manipuladores redundantes,

2. optimização de trajectórias em tempo real,

3. síntese de manipuladores robóticos.

• Desenvolver métodos que permitam melhorar o desempenho dos algoritmos

genéticos, em particular no que diz respeito aos problemas:

1. algoritmo de promoção da diversidade genética das soluções, garantido

a melhor uniformidade e distribuição,

2. técnicas de avaliação da convergência dos algoritmos em termos da qua-

lidade das soluções pertencentes à frente óptima de Pareto.

• Analisar a dinâmica evolutiva dos algoritmos genéticos utilizando como fer-

ramenta o cálculo fraccionário.

1.4 Contribuições científicas

A investigação desenvolvida e apresentada nesta tese teve como finalidade atingir

os objectivos enunciados na secção anterior. Este trabalho procura dar um contri-

buto para o avanço do estado da arte nas áreas científicas em questão. As principais

contribuições inovadoras realizadas são:

• O desenvolvimento de um planeador de trajectórias genético para manipula-

dores redundantes, resultando nas publicações [2–4];

• O desenvolvimento de uma aplicação em tempo real tendo em atenção dois

objectivos principais: a duração da trajectória e a energia requerida pelo ma-

nipulador, dando origem às publicações [5–7];
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• A síntese de manipuladores robóticos tendo em atenção a execução de diversas

tarefas [8, 9] e sendo construído do ponto de vista multi-objectivo [10];

• A resolução do planeamento de trajectórias para manipuladores redundantes

do ponto de vista multi-objectivo [11–13];

• Concepção de um algoritmo para promover a diversidade de soluções num

algoritmo genético multi-objectivo [14];

• Análise dinâmica de planeadores de trajectórias para manipuladores robóticos

utilizando como ferramenta o cálculo fraccionário [15–17].

1.5 Estrutura e organização da tese

Esta tese encontra-se organizada em duas partes principais:

• Na primeira parte, faz-se uma revisão ao estado da arte dando relevância aos

conceitos fundamentais que serviram de base no desenvolvimento das aplica-

ções abordadas neste trabalho. Esta parte é composta pelos capítulos 2-4;

• Na segunda parte, são discutidos alguns problemas na robótica e são apresen-

tadas as soluções propostas e resultados que comprovam a sua eficácia. Para

obter melhores resultados foram realizadas diferentes abordagens inovadoras

na resolução dos problemas multi-objectivo e no estudo da dinâmica dos algo-

ritmos genéticos. Esta parte é formadas pelos capítulos 5-9.

Para além deste capítulo introdutório (1), o conteúdo de cada um dos restantes nove

capítulos em que a tese se encontra dividida é apresentado em seguida de uma

forma mais detalhada:

No capítulo 2, algoritmos evolutivos, é feito o enquadramento do algoritmos genéti-

cos dentro dos algoritmos de pesquisa. De seguida, são apresentados os conceitos
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fundamentais dos algoritmos genéticos. Por último são apresentadas as principais

técnicas que promovem a diversidade da população.

No capítulo 3, algoritmos evolutivos multi-objectivo, são descritos os aspectos princi-

pais dos problemas multi-objectivo. São também apresentados alguns algoritmos

genéticos bastante utilizados na resolução de problemas multi-objectivo. Na parte

final do capítulo são introduzidas algumas medidas para estudar o desempenho dos

métodos propostos.

No capítulo 4, planeamento de trajectórias e aplicações robóticas usando algoritmos genéti-

cos, na primeira parte é realizada uma introdução ao planeamento de trajectória para

manipuladores robóticos. Na segunda parte do capítulo apresenta-se uma síntese

de diversas aplicações robóticas usando algoritmos evolutivos.

No capítulo 5, optimização de trajectórias em tempo real para um manipulador 2R, é pro-

posto um algoritmo com vista à geração de trajectórias para um manipulador 2R,

em tempo real. O algoritmo considera dois objectivos principais: a duração da tra-

jectória e a energia gasta pelo manipulador para a efectuar.

No capítulo 6, optimização de estruturas robóticas, é desenvolvido um algoritmo ge-

nético para gerar a estrutura robótica de um manipulador que melhor se adeqúe à

execução de determinadas trajectórias. A optimização da estrutura é realizada seja

do ponto de vista mono-objectivo, usando uma função agregada, seja do ponto de

vista multi-objectivo.

No capítulo 7, optimização multi-objectivo de trajectórias robóticas, é apresentada uma

aplicação que optimiza as trajectórias de manipuladores robóticos considerando si-

multaneamente vários objectivos.

No capítulo 8, algoritmo de selecção multi-objectivo MaxiMin, é desenvolvido um mé-

todo, que pode ser implementado na maioria dos algoritmos genéticos multi-ob-

jectivo existentes, e que promove a diversidade das soluções. Neste capítulo são
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também propostas técnicas que permitem medir o desempenho dos algoritmos re-

feridos ao nível da diversidade e da aproximação das soluções à frente óptima de

Pareto.

No capítulo 9, dinâmica dos algoritmos genéticos, é investigada a dinâmica dos algo-

ritmos genéticos. Neste capítulo é realizada a modelação e a identificação dos algo-

ritmos genéticos recorrendo ao cálculo fraccionário. O capítulo é dividido em duas

partes: a primeira estuda a dinâmica de um algoritmo genético simples, na segunda

é analisada a dinâmica de um planeador genético de trajectórias.

No capítulo 10, conclusões, é feita uma breve reflexão relativa ao trabalho desenvol-

vido na presente dissertação, sendo enumeradas algumas perspectivas para desen-

volvimento futuro.

Para além dos capítulos referidos, a tese é ainda composta por três apêndices que

contêm conceitos utilizados ao longo do trabalho. Estes apêndices são descritos de

seguida.

No apêndice A são descritas sucintamente algumas técnicas de pesquisa.

No apêndice B é descrito o método de Mann-Whitney utilizado na tese.

Finalmente, no apêndice C apresenta-se uma breve introdução ao cálculo fraccioná-

rio.
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2 Algoritmos evolutivos

2.1 Introdução

A utilização de princípios biológicos como fonte de inspiração levou ao desenvolvi-

mento de algoritmos de aprendizagem, pesquisa e optimização com provas dadas

em problemas da inteligência artificial. Entre estes algoritmos constam os algorit-

mos evolutivos que se baseiam na teoria da selecção natural e no princípio da so-

brevivência do mais apto.

Neste capítulo é feita uma abordagem dos principais algoritmos evolutivos e das

suas características. Em certos casos, para uma melhor compreensão, é feita uma

analogia entre o processo natural e o algoritmo evolutivo “correspondente”. Neste

contexto são também apresentadas técnicas com vista a melhorar e optimizar os al-

goritmos genéticos (AGs). Segundo esta ordem de ideias, nas secções 2.2 e 2.3 é feita

uma introdução da selecção natural, e é estabelecida a correspondência entre as ter-

minologias da genética natural e da ciência da computação. De seguida, na secção

2.4 são apresentados os algoritmos genéticos. Na secção 2.5, são apresentados os

AGs não binários e enumeradas as principais diferenças em relação aos AGs biná-

rios. Por último, na secção 2.6, são referenciados alguns mecanismos que favorecem
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a diversidade genética da população.

2.2 Introdução à teoria da selecção natural

A teoria da selecção natural, ou seja, a sobrevivência dos seres mais aptos, governa

a adaptação evolutiva do mundo biológico, desde o vírus mais pequeno até ao ma-

mífero mais complexo. Assim, a selecção natural opera em todos os organismos

de modo a criar descendentes com as melhores características possíveis. Os des-

cendentes resultam, normalmente, do crescimento de uma célula que contém um

exemplar de material genético dessa espécie. É através da criação desse material

específico que os progenitores influenciam a estrutura e as funções hereditárias dos

descendentes. Espécies diferentes criam material genético distinto para os respec-

tivos descendentes, mas, em todas as espécies, os ascendentes providenciam esse

material. Em alguns casos, existem dois progenitores, sendo o material genético

destes combinado para criar o descendente. Nos casos em que existe só um pro-

genitor, o material genético hereditário sofre mutações (modificações aleatórias do

material genético) garantindo desta forma que o descendente não seja igual ao seu

progenitor.

2.3 Transposição da teoria de selecção natural para a ci-
ência da computação

A evolução da espécie através da capacidade de reprodução e a criação do plano ge-

nético dos descendentes, são temas centrais na adaptação evolutiva de organismos

biológicos. Esta perspectiva pode ser aplicada à adaptação evolutiva de estruturas

computacionais, resultando a área da computação evolutiva (CE) ou também deno-

minada como algoritmos evolutivos (AEs). Assim, a teoria da computação evolutiva

consiste em aplicar os conceitos da selecção natural, baseados na aptidão de uma

população de estruturas, num algoritmo de computador. A evolução é então um
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processo de optimização que é simulado num computador adicionando-se eventu-

almente outros métodos comuns nas ciências de engenharia. O interesse destas si-

mulações tem aumentado significativamente nos últimos anos. As aplicações deste

novo tipo de algoritmos tem vindo a substituir os métodos clássicos em diversas

áreas como, por exemplo, em síntese de circuitos eléctricos [18, 19], no reconheci-

mento de padrões [20], em identificação de sistemas [21], em sistemas de controlo

[22, 23], no planeamento do uso da terra e dos transportes [24], na biologia molecu-

lar [25], na epidemiologia genética [26], em sistemas de energia [27] e programas de

análise económica e financeira [28].

Os algoritmos evolutivos inspiram-se no processo de evolução natural que condu-

ziu ao aparecimento de estruturas orgânicas complexas e bem organizadas. Por

outras palavras, a evolução é o resultado da criação de material genético novo e da

sua selecção. Com base num critério de desempenho, um indivíduo de uma popu-

lação é afectado por outros indivíduos (e.g., a competição por alimentos, a existência

de predadores, e o acasalamento), e pelo ambiente (e.g., comida e clima existentes).

Assim, a capacidade do indivíduo nestas funções dita a possibilidade de sobrevi-

ver e ter descendentes. Desta forma, a informação genética que normalmente passa

para as gerações seguintes é a dos indivíduos mais aptos. A natureza aleatória da

reprodução conduz à introdução de nova informação genética e, consequentemente,

à criação de descendentes com características diferentes.

A computação evolutiva é um tipo de pesquisa meta-heurística inspirada na natu-

reza, ver figura 2.1 (no Apêndice A são descritas as técnicas apresentadas na figura

2.1). Dentro da CE existem três ramos principais de estudo: estratégias de evolu-

ção (EEs), programação evolutiva (PE) e algoritmos genéticos (AGs). Dentro dos

AGs para além da estrutura comum existem outras variantes como a programação

genética (PG) e sistemas de classificação (SCs) que desenvolveram as suas próprias

direcções de pesquisa e de aplicação. A computação evolutiva ou os algoritmos

evolutivos (AEs) são os termos utilizados para denominar este tipo de técnicas. A
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Técnicas
de
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Figura 2.1. Técnicas de pesquisa

diferença entre os algoritmos referidos consiste no tipo de alterações que são intro-

duzidas nas soluções com vista a criar os respectivos descendentes, no método de

selecção dos novos progenitores e na estrutura de dados que representa das solu-

ções.

A principal vantagem na utilização da pesquisa evolutiva tem a ver com a adap-

tabilidade a diferentes tarefas e com a robustez de desempenho (que obviamente

depende do tipo de problema) versus a capacidade de execução de uma pesquisa

global. Assim, os algoritmos evolutivos conduzem frequentemente a resultados ex-

celentes quando aplicados a problemas complexos, enquanto que outros métodos
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Tabela 2.1. Terminologia natural/computacional
Termo natural Termo utilizado nos AEs

Cromossoma, indivíduo String, vector, solução
Gene Carácter, parâmetro, característica
Alelo Valor

Lugar (locus) Posição no vector
Genótipo Estrutura de codificação
Fenótipo Conjunto de parâmetros, soluções alternativas,

estrutura de descodificação
Epistasis Não-linearidade
Geração Iteração

não são aplicáveis ou são pouco satisfatórios.

A grande adaptabilidade dos AEs deve-se a estes fazerem poucas suposições sobre

o domínio do problema. Contudo, quando aplicados a problemas de grande dimen-

são, as soluções geradas através da explosão combinatória vão aumentar o custo do

método. Para minimizar este fenómeno, pode ser introduzido no AE conhecimento

inerente ao problema, de modo a lidar melhor com as características do mesmo.

Consequentemente este AE particular não poderá ser utilizado directamente noutro

tipo de problema.

As designações usadas nos AEs estão de acordo com a genética natural e com a

ciência da computação. A tabela 2.1 apresenta a correspondência entre os termos

mais utilizados nas duas áreas.

2.4 Algoritmos genéticos

2.4.1 Introdução

Os algoritmos genéticos, desenvolvidos por Holland [1] em 1975 na Universidade

de Michigan, só nas últimas décadas têm sido utilizados para optimizações estru-

turadas. Os AGs são algoritmos de pesquisa baseados em mecanismos da selecção

natural e da genética natural. Com estes mecanismos os indivíduos com melhores
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capacidades são normalmente os vencedores num ambiente altamente competitivo.

Assim, os AGs combinam a sobrevivência dos indivíduos mais aptos com vectores

de estruturas. A informação criada aleatoriamente nestas estruturas é trocada para

formar um algoritmo de pesquisa. Em cada geração é criada uma nova população

artificial de vectores desenvolvida a partir de bits e/ou conjunto de bits dos vectores

mais aptos, substituindo a população anterior.

Um tema central da investigação nos AGs tem sido a robustez, bem como o balanço

entre a eficiência e a eficácia necessárias para a sobrevivência em diferentes am-

bientes. Os AGs funcionam bem num espectro largo do problema, enquanto que a

maior parte dos algoritmos tradicionais funciona eficientemente apenas numa gama

estreita de valores. Deve-se salientar que os AGs, tal como outros métodos heurís-

ticos, não garantem que o valor óptimo seja encontrado. No entanto, encontram

sempre uma solução razoável de acordo com a complexidade do problema.

Na secção seguinte é feita a comparação entre os AGs e os métodos de optimização

clássicos. De seguida, na secção 2.4.3 são indicados os passos necessários para criar

um AG. Na secção 2.4.4 é descrita a forma de representação e de codificação dos

AGs. Posteriormente, na secção 2.4.5 é referido o espaço de pesquisa. Na secção

2.4.6 são indicados os tipos de implementações das restrições. Nas secções 2.4.7 e

2.4.8 é assinalada a importância da função de aptidão e são descritos os operadores

genéticos, respectivamente. Na secção 2.4.9 são indicadas estratégias de formação

da geração seguinte. Na secção 2.4.10 são referidos os modos de finalização do AG.

Por último, na secção 2.4.11 é enunciada a convergência de um AGs.

2.4.2 Comparação entre os algoritmos genéticos e os métodos clás-
sicos de optimização

Os AGs diferem dos algoritmos clássicos de optimização e pesquisa nos seguintes

pontos [29]:
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• Os AGs trabalham com os parâmetros do problema codificados em vez do uso

directo dos parâmetros;

• Os AGs pesquisam um conjunto de pontos em simultâneo, e não apenas um

ponto;

• Os AGs usam informação de troca (funções objectivo), ao contrário de cálculos

analíticos (baseados nos operadores integro-diferenciais) e outros conhecimen-

tos auxiliares;

• Os AGs usam regras de transição estocásticas, e não regras deterministas.

As vantagens dos AGs são:

• As restrições do problema são facilmente tratadas, inserindo-as no vector de

codificação, ou através da função de aptidão;

• O AG é uma técnica que pode ser utilizada em problemas com vários óptimos

locais, não diferenciáveis, não contínuos, não polinomiais, multi-dimensionais

e com múltiplos objectivos;

• Os AGs estruturados são uma ferramenta que podem ser facilmente imple-

mentados em sistemas paralelos.

• Os AGs são uma técnica de simples compreensão, requerendo cálculos mate-

máticos poucos elaborados;

• A “interface” entre as simulações e os modelos existentes é simples;

• Os AGs executam uma pesquisa multi-direccional, mantendo uma população

de potenciais soluções, encorajando a construção e a troca de informação entre

essas soluções.
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Numa segunda fase foram introduzidas nos AGs várias modificações com a finali-

dade de aumentar o desempenho e o espaço de pesquisa para um problema em par-

ticular, nomeadamente, vectores com comprimento variável, vectores que incluem

regras do tipo se então senão [30–32], e estruturas mais ricas do que vectores binários

(e.g., matrizes, árvores, pilhas, listas [33] e alterações nos operadores genéticos).

2.4.3 Projecto de um algoritmo genético

Para desenvolver um AG é necessário especificar os requisitos seguintes:

• Escolher o esquema de representação considerando:

1. A dimensão do alfabeto;

2. O tipo de selecção e a projecção entre os vectores e os pontos do espaço.

• Definir a função de aptidão;

• Determinar os parâmetros e as variáveis necessários para controlar o algoritmo

entrando em linha de conta com:

1. O número de vectores da população (popdim);

2. O número de gerações (Tt);

3. A probabilidade de reprodução (pr);

4. A probabilidade de cruzamento (pc);

5. A probabilidade de mutação (pm);

6. A percentagem de população que vai ser substituída.

• Método adoptado para criar a população inicial;

• O mecanismo de selecção;

• O tipo dos operadores de variação:
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1. Cruzamento;

2. Mutação.

• Determinar o modo de preservar o(s) vector(es) que representa(m) o(s) me-

lhor(es) resultado(s).

• Método de implementação das restrições do problema;

• Definir o critério para terminar o processo evolutivo.

Após a escolha dos requisitos necessários para a implementação do AG, a estru-

tura de um AG simples é fornecida pelo algoritmo 2.1, onde P(T) é a população na

geração T. As funções do algoritmo serão explicadas nas subsecções seguintes.

início1

T = 0;2

inicializar aleatoriamente P(T);3

avaliação P(T);4

repetir5

cruzamento P(T);6

mutação P(T);7

avaliação P(T);8

obter P(T + 1) a partir de P(T);9

T = T + 1;10

até condição de conclusão verificada;11

fim12

Algoritmo 2.1. Algoritmo genético simples

2.4.4 Representação e codificação dos algoritmos genéticos

Os AGs canónicos utilizam uma representação vectorial binária de dimensão fixa

podendo cada carácter do vector ter o valor ‘0’ ou ‘1’. Assim, os AGs utilizam fre-

quentemente funções de codificação e descodificação, de modo a facilitar a projecção

entre os vectores binários e as soluções do problema. O sucesso dos AGs é muitas
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vezes dependente da função de codificação. No caso de problemas de optimiza-

ção com parâmetros contínuos, os algoritmos genéticos representam normalmente o

conjunto de parâmetros reais por um vector, sendo este dividido em vários segmen-

tos (um por cada parâmetro (gene)) com o mesmo comprimento. Cada segmento

contém um valor inteiro, Vc, que é projectado linearmente no intervalo que o parâ-

metro real correspondente pode tomar. Este valor, vr, pode ser calculado através de

lp caracteres binários com uma resolução πr de acordo com a seguinte fórmula:

vr = πrVc + Umin (2.1a)

π =
Umax −Umin

2lp − 1
(2.1b)

onde: Umax e Umin são os valores máximo e mínimo do parâmetro a codificar, res-

pectivamente.

Deve notar-se que os parâmetros reais podem não ser a única discretização neces-

sária. Muitos problemas de optimização têm também parâmetros e funções de con-

trolo que são discretizadas.

O argumento fundamental que justifica o uso do alfabeto binário nos algoritmos

genéticos é devido ao facto do número de arranjos ser máximo para um conjunto de

pontos de pesquisa num algoritmo binário [29]. Consequentemente, o teorema do

esquema favorece a representação binária das soluções. Além da sua simplicidade

o uso do alfabeto binário facilita a análise teórica e permite operadores genéticos

estruturalmente elegantes. Todavia a representação binária tem a desvantagem da

função de codificação poder introduzir picos adicionais, fazendo com que a função

binária de optimização se torne mais complexa do que a função real inicial. Outro

problema da codificação binária é o efeito dos picos de Hamming. No entanto este

pode ser eliminado, a precisão e convergência melhorada usando a codificação Gray

[34].
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2.4.5 Espaço de pesquisa

Na maioria das aplicações o espaço de pesquisa é definido por um conjunto de ob-

jectos (e.g., unidades de processamento, bombas hidráulicas, fornos e arrefecedores

para uma unidade industrial) cada um com parâmetros diferentes (tais como, con-

sumo de energia e capacidade). Estes parâmetros, que são sujeitos à optimização,

constituem o chamado espaço fenótipo. Por outro lado, os operadores genéticos

trabalham frequentemente com objectos abstractos, matemáticos (tais como vecto-

res binários) que constituem o espaço genótipo. A correspondência entre estes dois

espaços é feita através da função de codificação.

Existem dois processos que são normalmente utilizados para representar o pro-

blema. No primeiro processo escolhe-se um algoritmo e uma função de codifica-

ção de acordo com os parâmetros requeridos pelo algoritmo. No segundo processo

utiliza-se uma representação o mais próxima possível das características do pro-

blema real (espaço fenótipo). Deste modo, evita-se frequentemente a necessidade

de uma função de codificação.

Existem muito resultados empíricos e teóricos que se encontram disponíveis para

os algoritmos evolutivos normalizados [35–39]. Este conhecimento constitui uma

vantagem numa primeira aproximação e permite reutilizar os parâmetros e os ope-

radores destes algoritmos. Por outro lado, funções de codificação complexas podem

introduzir não linearidades e outras dificuldades matemáticas que podem prejudi-

car substancialmente o processo de pesquisa. A priori não se sabe qual das soluções

é a melhor para um determinado processo mas, diversas aplicações têm mostrado

que os algoritmos modificados, de acordo com o problema a resolver, têm um de-

sempenho superior aos algoritmos normalizados.
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2.4.6 Restrições dos problemas

Uma consequência dos AGs serem independentes do domínio é a sua capacidade

de resolver problemas com restrições não triviais. Estas restrições podem ser imple-

mentadas introduzindo penalidades nos indivíduos que não satisfazem essas restri-

ções (ao nível da função de aptidão) ou através de funções de descodificação que

permitam representar apenas os vectores que verifiquem essas restrições. No caso

das restrições serem resolvidas ao nível da função de aptidão podem surgir alguns

inconvenientes. De facto, se for introduzida uma penalidade muito grande na fun-

ção de aptidão, e se as restrições do domínio forem violadas pela representação dos

indivíduos, então o algoritmo pode criar um grande número de vectores ilegais. Por

um lado, quando é encontrado um vector que satisfaz essas restrições, pode aconte-

cer que, este conduza os restantes na sua direcção sem se encontrarem as melhores

soluções. Por outro lado, se a penalidade introduzida é pequena, o sistema pode

apresentar soluções que não verifiquem as restrições com um desempenho superior

ao de outros vectores que satisfazem as mesmas restrições. Isto deve-se ao facto da

parte da solução que satisfaz o domínio de um vector apresentar um desempenho

superior ao dos outros vectores. No segundo caso, a representação tendo em vista

que os indivíduos ilegais não seja viável, é bastante intensiva computacionalmente

e, por vezes, difícil ou mesmo impossível de implementar.

2.4.7 Função de aptidão

Os termos função de aptidão e objectivo indicam a preferência dos parâmetros a op-

timizar. Normalmente, estes termos são utilizados para referenciar a função final

que quantifica a relação entre os objectivos e não são diferenciados. No entanto,

estes termos têm um significado diferente que será considerado nesta secção. As-

sim, a função objectivo, fo, é a função que quantifica o desempenho dos objectivos,

a função de aptidão, f , é a função objectivo modificada com o intuito de controlar
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certas características do algoritmo1. Consequentemente a função de aptidão consti-

tui uma ligação importante entre os AGs e o sistema a tratar. A função de aptidão

deve ser definida positiva no intervalo [0; 1]. Contudo, maximizar um problema não

garante que a função objectivo apresente valores positivos para todos os vectores.

Adicionalmente, existem problemas em que interessa minimizar. De modo a resol-

ver os problema referidos, é frequente projectar a função objectivo numa função de

aptidão.

Para transformar um problema de minimização num problema de maximização

pode utilizar-se a função (2.2). Sendo a função fo a função objectivo inicial; a função

f a nova função objectivo (aptidão); e o valor Cmax é o valor máximo da função fo

observado na geração i.

f =

{
Cmax − fo, fo < Cmax;

0, Outros casos.
(2.2)

No entanto, se o problema é de maximização pode usar-se a equação 2.3, onde: o

valor −Cmin é o valor negativo mínimo da função fo observado na geração i.

f =

{
Cmin + fo, fo + Cmin > 0;

0, Outros casos.
(2.3)

A função de aptidão varia de acordo com o problema a resolver, nomeadamente com

os parâmetros que se pretendem optimizar e com as restrições do problema. Para

manter a uniformidade entre os diversos problemas, usa-se uma projecção após a

função objectivo. As projecções utilizadas mais frequentemente são: escalonamento

linear, escalonamento por potência e truncamento sigma. As suas características

são:

• Escalonamento linear (linear scaling): o valor de aptidão ( f (vj)) do vector j tem

a seguinte relação linear com o valor objectivo:
1Em certos métodos de selecção, como por exemplo o método proporcional.
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f (vj) = a fo(vj) + b (2.4)

onde os coeficientes a e b podem ser escolhidos de diversos modos. Um exem-

plo consiste em assegurar a igualdade entre a média da função objectivo ( f̄o)

e a média dos valores de aptidão. Assim, com o uso do procedimento de se-

lecção, espera-se que cada membro médio da população contribua com um

descendente para a geração seguinte. Se n é a relação entre o valor de apti-

dão máximo e o valor médio de aptidão então n é o número de descendentes

esperados pelo melhor vector da população. Deste modo, o valor de aptidão

máximo pode ser escolhido como um múltiplo da média da aptidão de forma

a controlar o número esperado de descendentes do melhor vector da popu-

lação. Quando se utiliza esta projecção deve-se assegurar que os valores de

aptidão não apresentem valores negativos. Se os parâmetros a e b forem cons-

tantes ao longo das gerações este escalonamento é independente da evolução

do problema;

• Escalonamento por potência (power law): O valor de aptidão é calculado a par-

tir da potência de ordem k do valor objectivo:

f (vj) = fo(vj)
k (2.5)

onde k varia de acordo com o problema ou, eventualmente, durante a sua

execução. A gama de valores típica de k é próxima de 1 (e.g., k = 1, 005);

• Truncamento sigma: O valor de aptidão ( f (vj)), do vector j, é calculado de

acordo com a seguinte expressão:

f (vj) = fo(vj) + ( f̄o − cσ) (2.6)

onde c é um valor inteiro pequeno (normalmente 1 ≤ c ≤ 5), f̄o é a média dos

valores objectivos e σ é o desvio padrão da população.
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Para prevenir valores negativos da função f (vj), qualquer resultado negativo

(i.e., f (vj) < 0) é colocado arbitrariamente a zero. Este mecanismo foi introdu-

zido para melhorar o método escalonamento linear.

As projecções das funções de aptidão permitem controlar a convergência dos pro-

blemas. Por exemplo, considere-se as funções de aptidão f1(v) e f2(v): f1(v) =

f2(v) + c onde c é uma constante. Se c ≫ f̄1(x) ( f̄1 é a média da função de aptidão

f1) então a função f2(v) vai ter uma convergência muito mais lenta que a função

f1(v)2. No caso extremo a função f2(v) terá uma pesquisa aleatória enquanto que

a função f1(v) terá uma convergência prematura. Este fenómeno deve-se à inca-

pacidade do operador de selecção conseguir distinguir “pequenas diferenças” em

valores muito grandes.

Muitos problemas contêm restrições que devem ser satisfeitas e que podem ser re-

solvidas ao nível da função de aptidão. Um método que satisfaz as restrições do

problema é o seguinte:

1. O modelo é executado;

2. As funções objectivo são avaliadas;

3. Verifica-se se existe alguma restrição que não é satisfeita;

4. Se existir alguma restrição que não é verificada, então a solução não é admissí-

vel e, consequentemente, a sua função de aptidão tem o valor zero (considera-

se que o problema é de maximização).

Os pontos fracos deste método aparecem quando o problema tem muitas restrições

pois, nestes casos, encontrar uma solução admissível é tão difícil como encontrar a

melhor solução.

2Considera-se que o operador de selecção é o proporcional
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Noutro método, o das penalidades, um problema com restrições é transformado

noutro sem restrições. Esta transformação é feita associando um custo, ou penali-

dade, a todas as restrições que não são satisfeitas. Este custo é incluído na função

objectivo. Assim, o seguinte problema com restrições:

Minimizar: g(x)

Sujeito a: bi ≥ 0 i = 1, 2, . . . , n
(2.7)

é transformado no seguinte problema sem restrições:

min {g(x)}+ r
n

∑
i=1

φ[bi(x)] (2.8)

onde: x é um vector de dimensão m; g(x) é a função a minimizar; bi é a restrição i

do problema; φ é a função de penalidade e r é o coeficiente de penalidade.

A função de penalidades pode ter muitas representações como, por exemplo a equa-

ção (2.9).

φ[bi(x)] = b2
i (x) (2.9)

2.4.8 Operadores genéticos

Introdução

Existem três tipos principais de operadores nos algoritmos genéticos: selecção, re-

combinação (cruzamento) e mutação. Dentro destes tipos principais existe ainda

uma grande variedade de operadores mas todos devem obedecer a certas proprie-

dades como, por exemplo, o teorema do esquema. Nos AGs canónicos são utilizados

apenas os operadores de cruzamento binário e de mutação binária. Nesta secção são

apresentados e estudados os principais operadores.
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Mecanismo de selecção

Introdução

Para gerar descendentes com boas características é necessário um bom mecanismo

de selecção de progenitores proficientes. Este processo é adoptado para determi-

nar o número de acasalamentos, utilizados na reprodução, para um indivíduo em

particular. A probabilidade de escolher um vector como progenitor deve ser direc-

tamente proporcional ao número de descendentes produzidos. A ideia principal

por detrás do operador é que soluções com melhor desempenho (aptidão) devem

ter uma probabilidade superior de serem seleccionadas para participar no processo

de acasalamento. Os operadores de selecção diferem no modo como diferenciam

as melhores soluções e como as seleccionam. O operador de selecção é baseado

essencialmente3 nos valores de aptidão dos indivíduos. Nos AGs a selecção é nor-

malmente implementada baseada num operador estocástico, utilizando a aptidão

relativa

Nesta secção são referidos os principais operadores de selecção. São ainda apresen-

tadas medidas de desempenho e de classificação do mecanismo de selecção.

Selecção proporcional

Na selecção proporcional (selecção da roleta) o número de cópias esperado de um

determinado vector, vi, está relacionado proporcionalmente com o seu valor de apti-

dão. A probabilidade de escolher uma solução de uma população de popdim elemen-

tos é dada pela formula (2.10). Os valores de aptidão f (vk) devem ser previamente

projectados de modo a serem todos positivos.

p(vi) =
f (vi)

popdim

∑
k=1

f (vk)

(2.10)

3Existem algoritmos de selecção que restringem o número de acasalamentos de um indivíduo.
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Existem algumas variações do modelo nomeadamente:

• Modelo do valor esperado. Este método reduz os erros estocásticos da rotina

de selecção. O algoritmo introduz um contador para cada vector da popula-

ção (que é inicializado com o seu valor de aptidão sobre o valor de aptidão

médio da população) diminuído de 0,5 ou 1 quando o cromossoma é seleccio-

nado para reprodução com o cruzamento ou para mutação, respectivamente.

Quando o contador desce abaixo de zero, o vector deixa de estar disponível

para ser seleccionado;

• Modelo elitista do valor esperado. Este modelo é idêntico ao anterior excepto

que o melhor vector é sempre copiado integralmente para a geração seguinte,

sem participar no processo de cruzamento;

• Modelo de amostragem estocástica com substituição (remainder stochastic sam-

pling with replacement). O algoritmo selecciona os vectores de acordo com a

parte inteira do valor esperado do número de ocorrências destes. A popula-

ção é completada pelo modelo proporcional utilizando a parte decimal como

aptidão dos vectores.

Selecção por posto

Este operador utiliza os índices dos indivíduos, quando ordenados de acordo com

os valores de aptidão, para calcular a probabilidade de selecção correspondente.

Existem dois tipos de projecções: lineares (2.11a) e não lineares (2.11b).

p(posto) = q− (posto − 1)r (2.11a)

p(posto) = q(1− q)posto−1 (2.11b)
popdim

∑
i=1

pi = 1 (2.11c)

q = 0, 5r(popdim − 1) + popdim
−1 (2.11d)
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Ambas as funções determinam a probabilidade de um indivíduo ser escolhido numa

amostra. Considera-se que os indivíduos se encontram cotados numa escala de ní-

veis (posto = 1 (posto = popdim) quando o indivíduo em questão é o melhor (pior)

da população). O parâmetro r, escolhido pelo utilizador, controla a pressão do mé-

todo de selecção:

• para r = 0 não existe pressão no método, isto é, todos os popdim indivíduos

têm a mesma probabilidade de serem seleccionados;

• contrariamente para r = 2/(popdim
2 − popdim) a pressão de selecção é má-

xima).

Tanto a equação (2.11a) como a equação (2.11b) devem satisfazer as equações (2.11c)

e (2.11d). Além da sua simplicidade, este método evita que uma solução com um

sobre-desempenho, i.e., com um desempenho muito grande relativamente às outras

soluções domine o processo de selecção, prevenindo assim a convergência prema-

tura. Adicionalmente, este tipo de selecção adequa-se a problemas onde é difícil

quantificar a preferência entre soluções.

Este método apresenta um bom comportamento para certos tipos de AGs mas, em

contrapartida, tem as seguintes desvantagens:

• A responsabilidade de escolher os parâmetros é deixada ao cargo do utiliza-

dor;

• O algoritmo não verifica o teorema do esquema.

Selecção por torneio

Este tipo de selecção retira uma amostra de q (q > 1) vectores da população, se-

gundo uma lei aleatória uniforme. O melhor vector, da amostra, é dado como ven-

cedor e a operação é repetida até que o número de vectores seleccionados preencha o
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número de progenitores desejado. Este método é bastante popular devido à sua fácil

implementação, do ponto de vista da eficiência computacional, e permite controlar

o peso da selecção pelo aumento ou diminuição da dimensão do torneio (q).

Selecção de Boltzmann

Na selecção de Boltzmann, um valor de aptidão é afectado a um vector de acordo

com a distribuição probabilística de Boltzmann (2.12), onde o parâmetro Tk, na dis-

tribuição da equação (2.12), é análogo com a temperatura no processo de arrefe-

cimento de metais. Este parâmetro deve ser reduzido, de modo pré-definido, ao

longo das gerações. Com o valor de Tk grande todos os vectores têm praticamente

a mesma probabilidade de serem seleccionados, mas à medida que a Tk diminui a

selecção das boas soluções aumenta em detrimento das restantes.

1

1 + e
f (vi)
Tk

(2.12)

Desempenho do mecanismo de selecção

De acordo com Grefenstette [39] existem três medidas de desempenho no meca-

nismo de selecção: direcção (bias), extensão (spread), e eficiência. A medida direcção

indica a diferença absoluta entre as probabilidades esperadas e o número de vec-

tores seleccionados posteriormente. A medida extensão é o intervalo entre zero e o

número possível de acasalamentos que um indivíduo pode realizar. A eficiência está

relacionado com o tempo de execução do algoritmo de selecção.

O método de selecção proporcional tem uma direcção próxima de zero, mas tem

uma extensão ilimitada. O método proporcional pode ser implementado com um

tempo na ordem de popdim log(popdim), onde popdim é o número de vectores da

população. Outro algoritmo de amostragem de fase simples consiste na amostra-

gem estocástica universal (stochastic universal sampling) com direcção nula, extensão

mínima e um tempo de execução do algoritmo na ordem de popdim.
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Classificação do mecanismo de selecção

Existem dois temas importantes na pesquisa genética: a diversidade da população e

a pressão da selecção (medida proporcional correspondente à diferença dos valores

de aptidão que os vectores podem apresentar). Se a função de selecção é muito apu-

rada (i.e., selectiva) a diversidade da população tende a diminuir. Por outro lado,

se o método é pouco selectivo então a diversidade da população tende a aumen-

tar. Assim, se o método de selecção é muito apurado o método tende a convergir

prematuramente.

Os métodos de selecção podem ser classificados nos seguintes tipos:

• Métodos estáticos versus métodos dinâmicos. Os métodos estáticos requerem que

as probabilidades de selecção se mantenham constantes ao longo das gerações,

enquanto que nos métodos dinâmicos as probabilidades de selecção podem va-

riar de geração para geração;

• Métodos comedidos versus métodos extintivos. Os métodos comedidos requerem

que a probabilidade de selecção de um vector seja não nula. Os métodos ex-

tintivos podem ainda subdividir-se em selecção esquerda e direita. No método

extintivo esquerdo os melhores vectores são proibidos de se reproduzirem, evi-

tando eventuais convergências prematuras. Na selecção pelo método extintivo

direito o melhor vector tem uma reprodução normal;

• Uma selecção diz-se pura se o tempo de vida dos vectores é de uma geração.

• Métodos geracional versus métodos substituição imediata. Quando são fixados

os progenitores, até que a nova geração seja completada, a selecção designa-

-se por geracional. Contrariamente à selecção de substituição imediata onde os

descendentes são inseridos na população após a sua criação;

• Os modelos elitistas permitem que alguns progenitores passem para a geração

seguinte, em função do seu valor de aptidão.
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Ponto de cruzamento pc = 3
Vectores Progenitores 10010000 01100111
Número do bit 123|45678 123|45678
Vectores Resultantes 10000111 01110000

Figura 2.2. Cruzamento simples

Pontos de cruzamentos pc = {3, 6}
Vectores Progenitores 10010000 01100111
Número do bit 123|456|78 123|456|78
Vectores Resultantes 10000100 01110011

Figura 2.3. Cruzamento de ponto duplo

Operador de cruzamento

O algoritmo canónico utiliza o cruzamento (recombinação) de ponto simples. Para

esse efeito são seleccionados dois indivíduos da população. De seguida é escolhido,

aleatoriamente, um ponto nos vectores, que consiste no ponto de cruzamento, pc,

(figura 2.2). Desta forma, um descendente é criado a partir dos bits da parte es-

querda de um progenitor com os bits da parte direita do segundo progenitor. As

partes restantes serão utilizadas para formar um segundo descendente. Este ope-

rador permite várias extensões tais como o número de pontos de cruzamento ser

superior a um (cruzamento de ponto duplo ver figura 2.3) e o cruzamento ser uni-

forme. Este operador é aplicado à população com uma probabilidade pc (normal-

mente pc ≈ 0,6 para populações grandes popdim ≥ 100 e pc ≈ 0,9 para populações

pequenas popdim ≤ 30). O aumento da probabilidade de cruzamento provoca o

aumento da recombinação na construção de blocos.

No cruzamento uniforme cada bit do descendente é escolhido aleatoriamente do

bit da posição correspondente de um dos progenitores. Para esse fim é utilizada

uma máscara gerada aleatoriamente. Um exemplo de um cruzamento deste tipo é

exemplificada na figura 2.4. O número de pontos de cruzamento não é fixo mas tem,

em média, l/2 pontos de cruzamento (onde l é o comprimento do vector).

A recombinação com vários progenitores consiste em criar um descendente a partir
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Máscara 01001110
Vectores Progenitores 10100001 01000111
Número do bit 12345678 12345678
Vectores Resultantes 11100111 00000001

Figura 2.4. Cruzamento uniforme

de vários vectores (i.e., mais do que dois vectores).

Em contraste com o cruzamento tradicional, onde o ponto de cruzamento é esco-

lhido de acordo com a posição do vector, no cruzamento análogo [40] o local de cru-

zamento é baseado em semelhanças na características do fenótipo. Este operador

usa uma função fenotípica de parâmetros como critério do ponto de cruzamento.

O cruzamento análogo não só preserva a ordem da característica do vector como

também tem uma justificação biológica (i.e., órgãos análogos são órgãos ou partes

de corpos adaptados para servir o mesmo propósito). O cruzamento de parâmetros

de acordo com o seu carácter genotípico é superior ao cruzamento de acordo com

a sua posição genotípica, para vectores onde o número, o tamanho e a posição dos

parâmetros não tem uma estrutura rígida. Neste tipo de estruturas é importante

que o cruzamento ocorra entre locais que controlam a mesma função ou uma fun-

ção similar no espaço fenotípico. A figura 2.5 exemplifica o cruzamento análogo. A

distância menor entre os dois vectores, neste caso, identifica os pontos homólogos.

Sendo cada descendente criado com a parte direita, de um progenitor, um ponto

homólogo e a parte direita do outro progenitor.
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(b) Vectores descendentes

Figura 2.5. Cruzamento análogo
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Vectores inicial 10111011
Número do bit 12345678
Vector resultante 10110011

Figura 2.6. Mutação no bit 5

Na natureza o local de cruzamento pode ocorrer entre genes ou até dentro de ge-

nes. O cruzamento entre genes (i.e., o cruzamento que não divide genes) é chamado

cruzamento de segregação [41]. Quando os parâmetros com vários símbolos têm

significado natural, o cruzamento dentro destes grupos pode ter um efeito de rup-

tura no genótipo e, consequentemente, no fenótipo.

Operador de mutação

Inicialmente, o operador de mutação foi introduzido como um operador secundário

e de menor importância. O operador canónico de mutação inverte um bit com uma

probabilidade pm bastante baixa. Normalmente pm ≈ 0,001 para grandes popula-

ções popdim ≥ 100 indivíduos e pm ≈ 0,01 para populações pequenas, popdim ≤ 30

indivíduos, pm ∈ [0,005; 0,01] ou pm = 1/l (onde l é o comprimento do vector)[42].

A mutação é responsável pela perda de alelos, prevenindo assim possíveis conver-

gências para óptimos locais, e introduzir uma pequena pesquisa aleatória. Probabi-

lidades de mutação elevadas aumentam o tempo de convergência do algoritmo, mas

ajudam na prevenção da convergência prematura. De facto, o aumento da probabi-

lidade de mutação transforma o AG num algoritmo de pesquisa aleatório e permite

a reintrodução de material genético perdido. Este operador é aplicado a todos os

descendentes depois da recombinação. Cada bit pode ser alterado com uma pro-

babilidade pm. O bit que sofre a mutação é modificado para o valor complementar.

Deste modo garante-se que todos os pontos de pesquisa têm probabilidade não nula

de serem examinados. Na figura 2.6 está ilustrado o efeito da mutação no bit 5 de

um vector. Inicialmente o bit tem o valor ‘1’, ao ocorrer a mutação o valor passa a

ter o seu valor complementar ‘0’.
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Pontos de inversão pi = {2, 6}
Vectores Progenitores 10011100
Número do bit 12|3456|78
Vector resultante 10111000

Figura 2.7. Operador de inversão

Uma variante do operador de mutação são os operadores de reordenação e de in-

versão. Estes operadores têm como finalidade encontrar ordenações dos genes que

tenham um potencial evolutivo superior ao normal. O principal mecanismo que

deu origem à reordenação foi o operador de inversão. A inversão consiste em:

1. Escolher dois pontos aleatórios do vector;

2. Os bits entre esses dois pontos são retirados do vector;

3. Os bits são recolocados por ordem inversa.

Pode-se ver o funcionamento do operador de inversão na figura 2.7 onde os valores

dos bits 3, 4, 5 e 6 são invertidos.

Na natureza os genes são independentes do lugar que ocupam. Para ter uma certa

flexibilidade na representação utilizam-se nomes para os genes. Com esta represen-

tação o valor dos símbolos é independente do seu lugar. Os operadores de reor-

denação não têm qualquer influência na função de descodificação e na função de

aptidão.

Nas populações onde os vectores contêm fracas ordenações, os alelos com epistase

elevada ou com interacções não-lineares estão espaçados através de grandes distân-

cias. Consequentemente, o cruzamento tem uma grande probabilidade de destruir

importantes arranjos de alelos. Contudo, se o operador de reordenação modificar

a posição dos alelos, então existe uma certa probabilidade de se conseguirem boas

ordenações de alelos que permitam a construção de blocos, com uma, eficiência su-

perior à inicial.
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Os seguintes operadores de reordenação combinam características de reordenação e

cruzamento: cruzamento parcialmente semelhante (Partially matched crossover, PMX),

cruzamento ordenado (order crossover, OX) e cruzamento cíclico (cycle crossover, CX).

Este tipo de operadores são bastante utilizados no problema do caixeiro viajante [43]

e em problemas de escalonamento em que a ordem dos parâmetros a optimizar seja

crucial [44].

O operador de translocação (translocation) garante que o cromossoma esteja organi-

zado de uma determinada forma de modo a que o operador de segregação possa ex-

plorar essa organização. Assim, é necessário referenciar os alelos, através do nome

de gene, para identificar a sua função quando mudam no cromossoma, para outras

posições relativas, através do operador de translocação.

O operador de duplicação duplicada um determinado gene do cromossoma e coloca-

-o, juntamente com o seu progenitor, dentro do cromossoma. O operador de remo-

ção retira um gene de um cromossoma.

2.4.9 Mecanismo de reinserção

Depois de gerada a subpopulação de descendentes, existem várias estratégias de

substituição da população antiga. Existe o caso onde a população antiga é total-

mente substituída pela nova geração. Nesta situação é gerado um número de des-

cendentes igual ao número de indivíduos existentes na população anterior. Esta

reposição tem um aspecto negativo uma vez que o melhor vector pode não ser se-

leccionado para gerar novos descendentes para a geração seguinte. Assim, esta es-

tratégia é normalmente combinada com uma estratégia elitista, de modo a que seja

introduzida o melhor vector, ou um conjunto dos melhores vectores, da geração pre-

sente na geração futura. A estratégia elitista pode levar ao domínio da população

por um vector mas, em contrapartida, aumenta o desempenho do algoritmo. Nos

processos onde é utilizado um número pequeno de vectores é substituído somente
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uma parte da população pela nova geração de vectores. Em certos casos, o pior vec-

tor é também inserido na nova população juntamente com os restantes vectores. A

substituição directa dos progenitores pelos descendentes é também utilizada neste

caso. Desta forma evita-se a convergência prematura do algoritmo.

2.4.10 Condição de finalização do algoritmo

Um algoritmo termina quando excede o número máximo de gerações estabelecidas

(depende do problema em questão) ou quando são satisfeitas certas características

de pesquisa. Existem duas características de pesquisa: uma baseada nas estruturas

dos vectores (genótipo) e outra baseada no significado de um vector em particular

(fenótipo). A condição de paragem do algoritmo, de acordo com a estrutura, mede

a convergência da população através da verificação do número de alelos que con-

vergiram (ver secção 2.4.11). A condição de finalização, de acordo com o significado

de um vector, mede o progresso feito pelo algoritmo num número predefinido de

gerações.

2.4.11 Convergência do algoritmo

Um algoritmo converge quando as funções de aptidão do melhor indivíduo e da

média da população aumentam ao longo das sucessivas gerações no sentido do óp-

timo global. Diz-se que um gene convergiu quando 95% da população têm o mesmo

valor nesse gene. Diz-se que uma população convergiu, quando todos os genes

convergiram. Diz-se que houve uma convergência prematura quando a população

convergiu para um óptimo local.

A analogia da convergência prematura nos AGs manifesta-se na natureza como o

princípio de preempção de nicho (niche preemption). De acordo com este princípio,

um nicho biológico na natureza tende a ficar dominados por uma espécie. Uma

forma de minimizar os efeitos de: preempção de nicho, convergência prematura,
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sensibilidade a condições iniciais e outros eventos aleatórios, quando são utilizados

AGs é realizar várias experiências independentes para o mesmo problema. Outros

métodos são discutidos na secção 2.6.

A convergência do algoritmo depende de muitos factores como da função de ap-

tidão, o tamanho da população, as probabilidades da recombinação, o método de

selecção, etc..

2.5 Algoritmos genéticos não-binários

2.5.1 Introdução

Esta secção aborda os AGs com representação não-binária. Os AGs não-binários

diferem dos AGs canónicos basicamente na sua representação e nos operadores de

variação. Assim, nesta secção é descrita a sua representação e o funcionamento dos

operadores de cruzamento e de mutação.

2.5.2 Representação

Um vector é uma sequência de símbolos que, nas representações não-binárias, po-

dem ser representados por n caracteres diferentes. Neste tipo de vectores os sím-

bolos utilizados representam valores inteiros ou reais, dependendo do tipo de parâ-

metros a codificar. Este tipo de representação evita a descodificação dos parâmetros,

e os operadores são mais fáceis de especificar para cada tipo de problema. Esta re-

presentação apresenta melhor desempenho (a convergência prematura é mais baixa,

tem maior precisão e não necessita de funções de codificação) para problemas onde

os parâmetros a codificar são reais ou inteiros. Neste caso, os operadores são bas-

tante diferentes dos adoptados para os AGs clássicos.
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2.5.3 Operador de cruzamento

O código binário, quando usado em problemas com espaço de pesquisa linear, tem

alguns problemas inerentes. Uma das dificuldades são os picos de Hamming associ-

ados em certos vectores (como 01111 e 10000) da qual uma transição para a solução

vizinha (no espaço binário) requer a transição de muitos bits. O efeito dos picos de

Hamming presente no código binário provoca um impedimento artificial para uma

pesquisa gradual no espaço contínuo. Outra dificuldade é a incapacidade para ob-

ter uma precisão arbitrária na solução óptima. O comprimento do vector deve ser

escolhido a priori de modo a permitir uma determinada precisão da solução do AG.

Quanto maior é a precisão maior deve ser o comprimento do vector. Para vectores

de comprimento grande a população também deve ser grande. Os intervalos das

variáveis devem ser escolhidos de modo a conter o óptimo. Contudo, em muitos

problemas esta informação não é conhecida a priori.

Existe um número de implementações de AGs com parâmetros reais, onde os ope-

radores de cruzamento e de mutação são aplicados directamente nos parâmetros de

valor real. Uma vez que os parâmetros reais são usados directamente, sem qual-

quer vector de codificação, resolver problemas de optimização com parâmetros re-

ais é um processo fácil quando comparado com os AGs de codificação binária. Ao

contrário do AG de codificação binária, as variáveis de decisão podem ser usadas

directamente no cálculo do valor de aptidão. Uma vez que o operador de selecção

trabalha com o valor de aptidão, qualquer operador de selecção usado no AG bi-

nário pode ser usado no AG real. No AG real, o maior desafio consiste em saber

como utilizar um par de vectores com parâmetros reais para gerar novos vectores,

ou saber como perturbar o vector para um vector mutado de forma consistente. Em

muitos casos o cruzamento não tem grande desempenho e pode ser visto como um

operador secundário.

O cruzamento linear introduzido por Wright [45] onde dois progenitores X(1,T) e

X(2,T) na geração T dão origem a três descendentes (figura 2.8):
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Figura 2.8. Cruzamento de Wright

1. D(1,T+1) = 0,5(X(1,T) + X(2,T))

2. D(2,T+1) = 1,5X(1,T) − 0,5X(2,T)

3. D(3,T+1) = −0,5X(1,T) + 1,5X(2,T)

onde são escolhidas as duas melhores soluções.

O cruzamento de ponto simples é similar ao cruzamento utilizado no AG binário.

Os pontos de cruzamento estão compreendidos entre os limites das variáveis [1; n−
1]. Por exemplo, sendo o ponto de cruzamento pc = 1, i.e. entre as posições 1 e 2,

obtêm-se os vectores descendentes D1 e D2 a partir dos progenitores P1 e P2:

P(1,T) = (x
(1,T)
1 , x

(1,T)
2 , . . . , x

(1,T)
n )

P(2,T) = (x
(2,T)
1 , x

(2,T)
2 , . . . , x

(2,T)
n )

D(1,T) = (x
(1,T)
1 , x

(2,T)
2 , . . . , x

(2,T)
n )

D(2,T) = (x
(2,T)
1 , x

(1,T)
2 , . . . , x

(1,T)
n )

Tal como no operador de ponto simples, o operador de 2 pontos, de n > 2 pon-

tos ou uniforme pode ser usado de maneira similar. Estes tipos de operadores não

têm qualquer poder de pesquisa nas variáveis de decisão. Consequentemente, a

pesquisa do algoritmo é efectuada essencialmente através do operador de muta-

ção [45].

O operador de cruzamento aritmético é definido como uma combinação linear de

dois vectores. Assim, sendo P(1,T) e P(2,T) os vectores progenitores, os vectores re-

sultantes do cruzamento são:

D(1,T) = aP(1,T) + (1− a)P(2,T)

D(2,T) = aP(2,T) + (1− a)P(1,T)
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x
(min)
i

x
(1,T)
i x

(2,T)
i x

(max)
i

α(x
(2,T)
i − x

(1,T)
i )

Figura 2.9. Cruzamento BLX−α

Se o valor da variável a é constante então o cruzamento é denominado aritmético

uniforme. Se a variável a varia com a idade da população, o cruzamento é dito

aritmético não-uniforme.

Eshelmamn e Schaffer [45] propuseram o cruzamento combinado (blend crossover),

BLX−α, para a codificação real. Assim, considerando dois progenitores onde x
(1,T)
i <

x
(2,T)
i , para os elementos i, o operador gera aleatoriamente o elemento i do descen-

dente no intervalo:

[x
(1,T)
i − α(x

(2,T)
i − x

(1,T)
i ), x

(2,T)
i + α(x

(2,T)
i − x

(1,T)
i )].

A figura 2.9 ilustra este cruzamento. Sendo µ um número aleatório do intervalo

[0; 1] o descendente será obtido através da equação (2.13).

x
(1,T+1)
i = (1− γi)x

(1,T)
i + γix

(2,T)
i (2.13a)

γi = (1 + 2α)µi − α (2.13b)

Se α = 0 o operador cria uma solução aleatória no intervalo (x
(1,T)
i , x

(2,T)
i ). Os auto-

res indicam que o valor de α = 5 é aquele que obtém melhores resultados. Notar que

γi tem uma distribuição uniforme para um valor fixo de α. No entanto, o intervalo

dos descendentes depende das soluções progenitoras (2.14).

(x
(1,T+1)
i − x

(1,T)
i ) = γi(x

(2,T)
i − x

(1,T)
i ) (2.14)

Se a diferença entre os progenitores for pequena então a diferença entre os descen-

dentes é, também, pequena. Esta propriedade do operador de pesquisa permite for-

mar uma pesquisa adaptativa. Se a diversidade da população progenitora é grande,
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é esperado um descendente com uma diversidade significativa e vice-versa. Assim,

com um operador deste tipo permite a pesquisa de todo o espaço (quando a popula-

ção é inicializada em todo o espaço de pesquisa) e permite uma pesquisa focalizada

quando a população tende a convergir numa região.

Deb et. al. [45] desenvolveram o operador de cruzamento binário simulado (Simula-

ted Binary Crossover), SBX, que cria dois descendentes a partir de dois progenitores.

O operador SBX segue o princípio de funcionamento do operador de cruzamento

de ponto simples para a codificação binária. Ou seja, respeita o processamento de

intervalos dos esquemas, no mesmo sentido de que os intervalos dos esquemas en-

tre os progenitores e os descendentes sejam preservados. Para esse fim, usa o factor

βqi
(2.15) e a função de probabilidades (2.16) de modo a obter um poder de pesquisa

idêntico ao encontrado no operador de cruzamento binário de ponto simples. Nesta

equação, o parâmetro nc é um número real não negativo. Assim, um valor grande de

nc permite criar descendentes na vizinhança dos seus progenitores com uma grande

probabilidade. Por outro lado, um valor pequeno de nc conduz a soluções distantes

dos seus progenitores.

βqi
=

∣∣∣∣∣
x

(2,T+1)
i − x

(1,T+1)
i

x
(2,T)
i − x

(1,T)
i

∣∣∣∣∣ (2.15)

P(βqi
) =





0,5(nc + 1)βnc

i , βi ≤ 1

0,5(nc + 1) 1
βnc+2

i

, Outros casos.
(2.16)

O descendentes são calculados através da fórmula (2.17). O parâmetro µi é um valor

aleatório compreendido no intervalo [0; 1], o valor de βqi
pode ser calculado igua-

lando a área da curva de probabilidades (2.18).

x
(1,T+1)
i = 0,5(1 + βqi

)x
(1,T)
i + 0,5(1− βqi

)x
(2,T)
i

x
(2,T+1)
i = 0,5(1− βqi

)x
(1,T)
i + 0,5(1 + βqi

)x
(2,T)
i

(2.17)
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βqi
=





(2µi)

1
nc+1 , µi ≤ 0,5;

(
1

2 (1−µi)

) 1
nc+1

, Outros casos.
(2.18)

Com este método os descendentes são simétricos em relação aos seus progenitores

de modo a evitar um cruzamento polarizado. Inicialmente, quando a população

se encontra dispersa, o método permite criar soluções longe dos seus progenitores

permitindo desta forma explorar o espaço de pesquisa. No entanto, quando a po-

pulação tende a convergir, no decorrer do algoritmo, são apenas criadas soluções na

vizinhança dos seus progenitores sendo a pesquisa focalizada numa região estreita.

Para além destes operadores há a salientar os seguintes:

• Média: o descendente é criado a partir da média aritmética dos progenitores

(cruzamento aritmético para α = 0, 5);

• Geométrico: o descendente é criado a partir da média geométrica (i.e., da raiz

quadrada do produto) dos progenitores;

• Extensão: o descendente é criado através da diferença dos valores dos dois

progenitores. Esta diferença é posteriormente adicionada ao valor mais alto

ou subtraída ao valor mais baixo.

2.5.4 Operador de mutação

O esquema de mutação simples (aleatório ou uniforme) consiste em criar uma so-

lução dentro de todo o espaço de pesquisa (2.19). O parâmetro ri é um número

aleatório no intervalo [0; 1]. Este operador é independente da solução progenitora e

é equivalente à inicialização aleatória.

y
(1,T+1)
i = ri (x

(max)
i − x

(min)
i ) (2.19)
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Uma variante deste operador consiste em criar a solução numa vizinhança do seu

progenitor (2.20). O parâmetro ∆i é a perturbação i máxima definida pelo utilizador.

Deve ter-se especial atenção para que o valor y
(1,T+1)
i esteja dentro do intervalo.

y
(1,T+1)
i = x

(1,T)
i + (ri − 0, 5) ∆i (2.20)

O uso da mutação não-uniforme (2.21), ao contrário da mutação uniforme, tem

como principal objectivo criar soluções próximas das soluções progenitoras. Ou

seja, a probabilidade da nova solução ser criada perto da solução inicial é maior do

que a probabilidade da nova solução ser criada afastada da solução progenitora.

y
(1,T+1)
i = x

(1,T+1)
i + τ (x

(max)
i − x

(min)
i ) (1− r

(1− T+1
Tt

)b

i ) (2.21)

Nesta expressão o parâmetro τ pode tomar os valores {−1; 1} com a mesma proba-

bilidade. O parâmetro Tt representa o número máximo de gerações enquanto que o

parâmetro b é definido pelo utilizador. Assim, a mutação das gerações iniciais têm

uma distribuição uniforme, enquanto que a mutação das gerações finais actua como

um impulso de Dirac, permitindo assim uma pesquisa localizada.

O método com distribuição normal (2.22) usa a função densidade de probabilidade

gaussiana de média zero e desvio padrão σi. O parâmetros σi, constante, tem um

papel importante e deve ser escolhido correctamente de acordo com o problema em

questão. O parâmetro também pode ser adaptativo, variando ao longo das gerações

ou através de uma regra pré-definida. Este operador é idêntico ao operador de

mutação usado nas EEs. Contudo, este último tem um operador de mutação auto-

-adaptativo, onde o poder da mutação é associado com as variáveis de decisão.

y
(1,T+1)
i = x

(1,T+1)
i + N(0; σi) (2.22)

De forma semelhante ao operador de cruzamento SBX, a função de distribuição de

42



Algoritmos genéticos não-binários

probabilidade pode ser polinomial (mutação polinomial) (2.23).

y
(1,T+1)
i = x

(1,T+1)
i + (x

(max)
i − x

(min)
i ) δi (2.23)

Onde o parâmetro δi é calculado através da distribuição de probabilidade polino-

mial (2.24):

P(δ) = 0, 5 (ηm + 1)(1− |δ|)ηm (2.24a)

δ̄i =





(2ri)

1
ηm+1 − 1, se ri < 0, 5;

1− (2 (1− ri))
1

ηm+1 , se ri ≥ 0, 5.
(2.24b)

Esta distribuição é semelhante ao operador de mutação não uniforme, contudo é su-

gerido um valor fixo do parâmetro ηm. A diferença é que no operador polinomial a

forma da densidade de probabilidade é controlada directamente por um parâmetro

externo ηm e a distribuição não é modificada dinamicamente com as gerações.

Para os dois últimos operadores, o valor aleatório ri é gerado por uma função com

distribuição de probabilidade que pode ser do tipo uniforme, exponencial, Gaussi-

ana, binomial, ou outra.

Para problemas onde a representação é numérica, a representação dos AGs, em vir-

gula flutuante, tem uma velocidade superior, tem mais consistência, e os resultados

são mais precisos do que para o caso da representação binária.
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2.6 Mecanismos para preservar a diversidade da popu-
lação

2.6.1 Introdução

Uma característica inerente dos AGs consiste na perda de diversidade ao longo da

sua evolução. Este fenómeno tem como principal problema a convergência prema-

tura o que poderá conduzir o algoritmo para um óptimo local. Quando a conver-

gência do AG ocorre muito rapidamente leva à perda de grande parte da informa-

ção genética. Esta perda pode ser retardada ou eliminada através de mecanismos

que mantenham a população o mais heterogénea possível. Por outro lado, manter

a diversidade na população permite que o AG possa ser transportado para domí-

nios onde seja requerida a identificação e manutenção de múltiplas soluções (e.g.,

problemas com vários óptimos e problemas com múltiplos objectivos).

Existem vários mecanismos que encorajam a diversidade da população penalizando

soluções pertencentes à mesma área de pesquisa. Assim, estes mecanismos podem

ser divididos em:

• Aproximações explicitas:

– Separação geográfica;

– Especiação.

• Aproximações implícitas (métodos de nicho):

– Indivíduos similares competem pelos mesmos recursos (método de par-

tilha);

– Indivíduos similares competem entre si para sobreviver (esquema de agru-

pamento).
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Nesta secção são apresentados os principais métodos para manter a diversidade da

população ou para retardar a convergência dos AGs.

2.6.2 Separação geográfica

Para algumas populações, especialmente para populações grandes, não é razoável

considerar que um indivíduo pode acasalar com qualquer outro indivíduo à sua es-

colha. Mesmo o conceito de elitismo é posto em causa, tanto do ponto de vista prá-

tico como do ponto de vista biológico. Em populações relativamente pequenas, i.e.

popdim ≤ 750, a informação necessária para manter o controlo centralizado torna-se

pesado. Além disso, populações grandes requerem tempos de execução excessiva-

mente longos, mesmo para um número reduzido de gerações. Assim, esses casos

são normalmente implementados em máquinas paralelas, onde o controlo centra-

lizado é evitado tanto quanto possível. Para evitar uma centralização excessiva, é

usada uma notação de isolamento por distância. Duas técnicas bastante utilizadas

actualmente são:

• O modelo difuso;

• O modelo das ilhas.

O modelo difuso coloca os indivíduos numa grelha (figura 2.10) e só permite acasa-

lamentos entre os vizinhos. Desta forma partes diferentes da grelha podem pesqui-

sar áreas diferentes do espaço de pesquisa. O funcionamento do método para uma

geração encontra-se no algoritmo 2.2.

O modelo das ilhas divide a população em vários demes conforme representado

na figura 2.11. Cada uma evolui com a sua própria velocidade e direcção existindo

uma certa migração entre as ilhas. Esta migração é normalmente efectuada peri-

odicamente ao fim de algumas gerações. Este Algoritmo pode ser implementado
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Outra solução

Solução corrente

Solução vizinha

Figura 2.10. Modelo difuso

repetir de i = 1 até popdim1

Selecciona elemento j;2

Selecciona vizinho de j;3

Cria descendente através de cruzamento e mutação;4

Substitui elemento j;5

fim repetir6

Algoritmo 2.2. Algoritmo difuso

usando uma rede de computadores onde a cada computador é afectada uma popu-

lação ou num computador onde cada população é executada por um processo.

2.6.3 Especiação

Os métodos de especiação restringem os acasalamentos de modo a ocorrerem ape-

nas entre soluções semelhantes (no genótipo ou no fenótipo). Inicialmente, são iden-

tificadas as soluções que pertencem aos diferentes picos. De seguida, estas são di-

vididas em subpopulações de acordo com os picos encontrados. Posteriormente, as

AG1

AG2

AG3

AG4

AG5

Migração periódica de soluções entre as populações

Figura 2.11. Modelo das ilhas
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Vector <Padrão>:<dados>
1 #10#:1010
2 #01#:1100
3 #00#:0000

Figura 2.12. Vectores com acasalamento restrito

subpopulações evoluirão de forma independente criando-se desta forma uma pes-

quisa paralela.

Dentro deste métodos há a salientar a restrição no acasalamento que será desenvol-

vida na secção seguinte.

Restrição no acasalamento

Existem vários técnicas que identificam os parceiros com quem um indivíduo pode

acasalar [29]:

• Técnica reprodução de linhagem (linebreeding): Onde o indivíduo mais apto

é o único que pode acasalar com os restantes. Este método é adequado para

funções com apenas um pico;

• Técnica reprodução interna com cruzamento intermitente (inbreeding with in-

termittent crossbreeding): somente os indivíduos bastantes chegados podem

acasalar entre si. Esta técnica é usada em funções com vários picos;

• Técnica do acasalamento por padrão (mating templates): Apenas é permitido o

acasalamento entre certos progenitores. Esta técnica é utilizada nas estratégias

de evolução.

Para ilustrar como o acasalamento por padrão funciona, conside-se os seguintes

vectores:

Os vectores são constituídos por duas partes: o rótulo e a parte de dados. A parte

do rótulo (padrão) contém os bits de controlo que permite identificar os vectores
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com que uma solução pode acasalar. Nos vectores da figura 2.12 o padrão de aca-

salamento é construído pelo alfabeto {0, 1, #}. Onde, ‘0’ acasala com um ‘0’, ‘1’

acasala com um ‘1’, e ‘#’ acasala com ‘0’ e ‘1’. Para determinar quais os vectores

que podem acasalar, os padrões são comparados com a parte de dados. Podem ser

implementadas várias regras de casamento: “casamento bidireccional”, “casamento

unidireccional” e “melhor casamento parcial”.

No casamento bidireccional só é permitido o acasalamento entre dois vectores se o

padrão de um vector encaixar na parte de dados do outro e vice-versa. Assim, no

exemplo indicado só podem acasalar os vectores 1 (#01#:1100) e 2 (#10#:1010). No

casamento unidireccional, basta apenas que um padrão de uma solução verifique a

parte funcional do outro vector. No melhor casamento parcial, o vector escolhido

para acasalar é o que tem a maior semelhança entre a sua parte de dados e o padrão

do primeiro vector.

2.6.4 Métodos de nicho

As técnicas de nicho têm como principal alvo distribuir a população pelos diversos

picos do espaço de pesquisa. Desta forma, as técnicas de nicho são incapazes de

focalizar a pesquisa dentro de cada pico e terão mais dificuldade em encontrar a

solução óptima correspondente a esses picos. Isto deve-se ao esforço gasto na re-

combinação de soluções de diferentes picos que pode produzir soluções que não

pertençam a nenhum dos picos. Nestas técnicas podem-se salientar o método de

partilha e o esquema de agrupamento que serão desenvolvidos nas secções seguin-

tes.

Método de partilha

O método de partilha (sharing) baseia-se no princípio de que um ambiente contém

recursos limitados e que indivíduos fenotipicamente similares devem partilhar esses
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σpartilha

x

y

Figura 2.13. Exemplo do método de partilha da aptidão para um espaço bidimensional

recursos (uma ideia razoável do ponto de vista biológico). Desta forma, indivíduos

similares sofrem penalidades na sua função de aptidão dependendo da sua simi-

laridade (proximidade) com outros indivíduos da população, figura 2.13. Ou seja,

a aptidão partilhada f ′ de um determinado vector é igual ao seu valor de aptidão

dividido pelo seu contador de ninho, nci
, (2.25a). O contador de ninho determina

quantos vectores partilham o mesmo espaço (2.25b). A função de partilha (2.25c) dá

uma indicação da proximidade de dois elementos. O parâmetro α regula a forma da

função de partilha.

f ′(i) =
f (i)

nci

(2.25a)

nci
=

popdim

∑
j=1

dpart(d(i, j)) (2.25b)

dpart(di,j) =





1−

(
di,j

σpartilha

)α
, se di,j < σpartilha;

0, se di,j ≥ σpartilha.
(2.25c)

d(i, j) =
l

∑
k=1

x
(i)
k ⊕ x

(j)
k (2.25d)

d(i, j) =

√√√√√
l

∑
k=1

(
x

(i)
k − x

(j)
k

x
(max)
k − x

(min)
k

)2

(2.25e)

d(i, j) =

√√√√
nobj

∑
k=1

(
fk(~xi)− fk(~xj)

f max
k − f min

k

)2

(2.25f)
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Como se pode ver o método de partilha altera apenas o estágio da atribuição da

aptidão. Este tipo de mecanismo pode ser aplicado em qualquer AG.

Contrariamente ao que se passa na natureza, em que a partilha de recursos é apli-

cada apenas no fenótipo, nos AGs a função d(., .) pode ser aplicada tanto no genó-

tipo (espaço dos parâmetros) como no fenótipo (espaço dos objectivos). No genó-

tipo a função d(., .) mede o número de bits diferentes (2.25d) ou a distância euclidi-

ana (2.25e), respectivamente para a codificação binária ou real. No caso da função

ser aplicada no espaço dos objectivos esta mede a distância euclidiana (2.25f). O pa-

râmetro típico de α é 1 e o valor da distância de partilha, σpartilha, é dependente do

problema mas deve ter um valor suficientemente pequeno de modo a poder diferen-

ciar soluções de picos diferentes. Esta técnica é bastante utilizada com o método da

selecção proporcional. Contudo, na selecção por torneio deve ter-se especial atenção

de modo a promover a estabilidade [46]. Uma desvantagem deste método deve-se

ao facto de ser necessário especificar o valor da distância de partilha σpartilha.

Esquema de agrupamento

O esquema de agrupamento (crowding) é usado entre gerações, onde os novos in-

divíduos vão substituir aqueles que genotipicamente são similares com estes (em

alternativa à substituição dos indivíduos menos aptos). Para prevenir um número

impraticável de comparações que seriam necessárias quando um indivíduo é criado,

indivíduos recém-nascidos vão ser comparados apenas a um certo número (factor

de agrupamento, FA) de indivíduos.

Para determinar a similaridade entre as soluções é usada a função distância referida

na secção anterior. Os métodos de agrupamento tendem a dispersar os vectores ao

longo dos picos mais salientes.
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2.6.5 Prevenção de clones

A prevenção de clones ajuda a evitar a convergência prematura na evolução arti-

ficial. Eshelman [31] sugeriu a prevenção de incesto, nomeadamente onde apenas

progenitores geneticamente diferente podem procriar, a fim de prevenir a formação

de clones. No entanto, existe o problema de saber até que ponto dois progenitores

são diferentes. A estratégia de Eshelman foi a de calcular a distância de Hamming

entre os progenitores escolhidos. Se a distância for superior a um dado valor fixo

então os progenitores podem acasalar. Todavia, à medida que o algoritmo converge

os progenitores ficam mais semelhantes entre si e o número de acasalamentos re-

jeitados aumenta. Para contrariar este processo a distância de Hamming pode ser

relaxada ligeiramente ao longo da evolução de modo a evitar que a taxa de aca-

salamentos rejeitados aumente. Este método reduz significativamente a criação de

clones com baixo custo.

2.7 Resumo

Neste capítulo foram revistos alguns conceitos dos AEs que serão usados nos capí-

tulos seguintes. Assim, foram apresentados os conceitos básicos da selecção natural,

foram descritos os aspectos fundamentais dos AGs e os mecanismos para preservar

a diversidade da população.
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3 Algoritmos evolutivos
multi-objectivo

3.1 Introdução

A optimização multi-objectivo ou multi-critério surge em problemas onde se pre-

tende optimizar mais do que um objectivo. Na maioria dos problemas reais é ne-

cessário tomar decisões que envolvem frequentemente múltiplas medidas de de-

sempenho, ou vários objectivos, que devem ser optimizados simultaneamente. Na

prática, raramente é conseguido, pois alguns dos objectivos são conflituosos. Além

do mais, as escalas dos múltiplos objectivos dificilmente se encontram harmoniza-

das. Assim, a qualidade de uma solução é expressa melhor, não por um escalar, mas

por um vector de valores, onde cada elemento do vector representa o desempenho

de um objectivo.

Existe um certo número de diferenças fundamentais entre problemas uni-objectivo

e multi-objectivo. Em problemas de optimização com apenas um objectivo a tarefa

baseia-se em determinar a solução que optimiza esse objectivo. Extendendo a ideia

a problemas multi-objectivo, é erróneo considerar que a tarefa de optimizar um pro-

blema multi-objectivo consiste em encontrar a solução correspondente ao óptimo de

todos os objectivos.
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Devido à falta de metodologias adequadas, a optimização de problemas multi-ob-

jectivo (OPMO), tem sido frequentemente adaptada e resolvida como problemas

de optimização de um único objectivo. Neste caso o problema multi-objectivo é

transformado em uni-objectivo através de uma função agregada (3.1). Para este

efeito é executado o algoritmo diversas vezes variando os pesos βi para se obter

um conjunto de soluções não-dominadas. Este processo tem o inconveniente de

obter apenas uma solução por cada execução e, ao usar um espaçamento uniforme

dos pesos βi, raramente obtém uma distribuição uniforme das soluções ao longo do

espaço dos nobj objectivos.

z = fMO =

nobj

∑
k=1

βk fk(x), x ∈ R
N (3.1)

Uma diferença fundamental entre os métodos de optimização clássicos1 e os algo-

ritmos evolutivos multi-objectivo (AEMO) tem a ver com o facto de nestes ser usada

uma população de soluções em cada iteração. Notar que um dos principais objec-

tivos dos algoritmos multi-objectivos é encontrar tantas soluções não-dominadas

quanto possível. Desta forma, pode tirar-se partido da população de soluções dos

AEs e introduzindo-lhes pequenas alterações com o intuito de obter um conjunto de

soluções não-dominadas. Consequentemente, é eliminada a necessidade de repetir

o método de optimização usando uma combinação de objectivos, como medida de

desempenho, por cada execução do algoritmo. Assim, este processo elimina a ne-

cessidade de usar certos parâmetros como os pesos dos vectores, βi e, consequente-

mente, simplifica a tarefa de procura das soluções não-dominadas. Por outro lado, a

população do AE pode ser explorada de modo a manter as soluções não-dominadas

e preservar, simultaneamente, um conjunto diverso das mesmas usando operado-

res que promovam e preservam nichos genéticos (ver secção 2.6.4). Após algumas

gerações, e dependendo do problema, este processo pode levar a população a con-

vergir para a frente óptima de Pareto, onde cada solução da população representa

1e.g. equivalente paramétrico, equivalente por restrições, Simplex multi-objectivo.
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uma solução não-dominada.

A eficiência de um AE multi-objectivo é medida pelas características seguintes [47]:

• A distância entre a frente não-dominada encontrada pelo algoritmo e a frente

óptima de Pareto: deve ser minimizada.

• A distribuição das soluções não-dominadas ao longo da frente: deve ser uni-

forme.

• A extensão da frente não-dominada: deve ser maximizada (i.e., cada objectivo

deve ser coberto por um vasto número de soluções não dominadas).

Mesmo nos casos onde se pretende obter apenas uma solução óptima, a frente óp-

tima de Pareto permite auxiliar a escolher a solução mais adequada ao problema.

O agente de decisão pode não ter a certeza da relação exacta dos pesos que deve

atribuir a cada objectivo de modo a obter a solução pretendida. Neste cenário, de

um ponto de vista prático, é melhor encontrar primeiro a frente de Pareto e depois

escolher uma solução do conjunto final pelo uso de informação ou considerações de

nível superior.

Este capítulo está organizado em 6 secções. Assim, na secção 3.2 discute-se o prin-

cípio da optimização multi-objectivo e analisam-se as condições necessárias para

uma solução ser óptima de Pareto quando em presença de múltiplos objectivos. De

seguida são apresentados os AEMO. Na secção 3.4 são descritos os AEMO que pre-

servam a elite. Posteriormente, na secção 3.5 são formulados alguns índices com o

fim de avaliar o desempenho dos métodos multi-objectivo. Por último, na secção

3.6 incluí-se um resumo do capítulo.
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3.2 Problemas multi-objectivo

Um Problema multi-objectivo (PMO), como o próprio nome indica, tem mais do

que uma função objectivo para optimizar. De forma semelhante aos problemas com

apenas um objectivo, os problemas PMO também têm um conjunto de restrições que

qualquer solução admissível deve satisfazer. As seguintes equações [47] especificam

de modo geral um PMO.

Maximizar/Minimizar: fm(x), m = 1, . . . , nobj;

Sujeito a: gj(x) ≥ 0, j = 1, 2, . . . , J;

hk(x) = 0, k = 1, 2, . . . , K;

x
(I)
n ≤ xn ≤ x

(S)
n , n = 1, 2, . . . , N.

A solução x é um vector de N variáveis de decisão: x = (x1, x2, ..., xN)T. A última

inequação representa o conjunto de restrições que são denominadas por variáveis

fronteira, restringindo cada variável de decisão a tomar um valor entre o valor infe-

rior x
(I)
n e o valor superior x

(S)
n do intervalo. Estes limites constituem o espaço das

variáveis de decisão D ou simplesmente o espaço de decisão. Ao longo da tese os

termos: string, vector, solução e indivíduo são usados para indicar o vector x. Asso-

ciado ao problema, existem J inequações e K igualdades. Os termos gj(x) e hk(x) são

denominados por funções de restrição. As restrições menores ou iguais a zero po-

dem ser transformadas em restrições maiores ou iguais a zero multiplicando as ine-

quações por−1. Uma solução, x, que não satisfaça todas as restrições é denominada

de não-admissível. Por outro lado, se a solução, x, satisfaz todas as restrições e as va-

riáveis limite é chamada de admissível. Assim, na presença de restrições o espaço de

decisão pode não ser todo ele admissível. Ao espaço admissível denomina-se por re-

gião admissível, S. Existem nobj funções objectivo f (x) = ( f1(x), f2(x), ..., fnobj(x))T

consideradas na formulação anterior. Cada função objectivo pode ser maximizada

ou minimizada.

De seguida são expostas algumas definições [48, 49] que são úteis na descrição dos

algoritmos apresentados neste capítulo. As definições consideram que os problemas
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são de minimização.

Definição 3.1 (Relação de dominância). Sejam x, y ∈ R
nobj duas soluções. Diz-se que x

domina y, ou seja, x ≻ y, se e só se:

1. ∀i ∈ {1, . . . , nobj} : fi(x) ≤ fi(y)
2. ∃j ∈ {1, . . . , nobj} : f j(x) < f j(y)

Definição 3.2 (Solução óptima de Pareto ou não-dominada). Uma solução x ∈ R
nobj

diz-se óptima de Pareto se e só se:

∄y ∈ R
nobj : y ≻ x

Definição 3.3 (Conjunto de Pareto). Seja F ⊆ R
nobj um conjunto de vectores. Então o

conjunto de Pareto F∗ do conjunto F é definido como: F∗ contém todos os vectores x ∈ F
que não são dominados por qualquer vector y ∈ F, i.e.,

F∗ = {x ∈ F|∄y ∈ F : y ≻ x}

Os vectores de F∗ são denominados de vectores óptimos de Pareto. O conjunto de todos
os vectores óptimos de Pareto é definido como P∗(F). Da definição pode ser deduzido que
qualquer vector y ∈ F\F∗ , i.e.,

∀y ∈ F\F∗ : ∃x ∈ F∗ : x ≻ y

Para um dado conjunto F, o conjunto F∗ é único. Consequentemente P∗(F) = {F∗}
Definição 3.4 (Dominância-ǫ). Sejam x, y ∈ R

nobj. x domina y com margem ǫ, para
qualquer ǫ > 0, denotado por x ≻ǫ y, se e só se para todos os i ∈ {1, . . . , nobj}

(1− ǫ) fi(x) ≤ fi(y)

Definição 3.5 (Conjunto de Pareto aproximado-ǫ). Seja x ∈ R
+nobj um conjunto de

vectores e ǫ > 0. Então o conjunto Fǫ é denominado por conjunto de Pareto aproximado-ǫ,
se qualquer vector y ∈ F é dominado por pelo menos um vector de x ∈ Fǫ, i.e.,

∀y ∈ F : ∃x ∈ Fǫ : x ≻ǫ y

O conjunto de todos os conjuntos de Pareto aproximado-ǫ é definido por Pǫ(F).

Definição 3.6 (Conjunto de Pareto-ǫ). Seja F ∈ R
+nobj um conjunto de vectores e ǫ > 0.

Então o conjunto F∗ǫ ⊆ F é denominado por conjunto de Pareto-ǫ de F se e só se:

1. F∗ǫ é um conjunto de Pareto aproximado-ǫ, i.e., F∗ǫ ∈ Pǫ(F), e
2. F∗ǫ contém apenas pontos de Pareto de F, i.e., F∗ǫ ⊆ F∗.

O conjunto de todos os conjuntos de Pareto-ǫ de F é designado por P∗ǫ (F) e P∗ǫ (F) ⊆ Pǫ(F)
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3.3 Algoritmos evolutivos multi-objectivo

Nesta secção apresenta-se uma introdução aos AEMO mais importantes, quer por

razões históricas quer pela popularidade que ganharam nos últimos anos. Notar

que nesta secção só se apresentam algoritmos sem elitismo.

Schaffer [50] implementou o primeiro AGMO para determinar um conjunto de so-

luções não-dominadas. O algoritmo usa como medida de desempenho um vector,

em vez de usar um escalar, onde cada elemento do vector representa o desempenho

relativo a um objectivo. O algoritmo VEGA (Vector Evaluated Genetic Algorithm) é

simplesmente uma extensão do AG clássico para problemas de optimização multi-

-objectivo. De facto, uma vez que são considerados nobj objectivos, Schaffer divide

aleatoriamente, em cada geração, a população em nobj subpopulações. De seguida,

a cada elemento de uma subpopulação é atribuída a aptidão baseada apenas na

função objectivo correspondente. A selecção, o cruzamento e a mutação são pro-

cessados de forma independente de acordo com a subpopulação a que pertencem.

Posteriormente as soluções vencedoras de cada subpopulação são agrupadas e o al-

goritmo prossegue para a nova iteração. O Algoritmo VEGA tem a tendência para

encontrar soluções próximas dos óptimos de cada objectivo. Contudo, não é con-

seguida uma frente de Pareto uniforme, ou seja, as soluções não se encontram uni-

formemente distribuídas ao longo da frente óptima de Pareto [47]. Mesmo quando

se cruzam indivíduos próximos dos diferentes objectivos constata-se que o AG é

incapaz de manter a diversidade, convergindo apenas para os óptimos de cada ob-

jectivo.

Hajela et al. [51] propuseram um AG baseado em pesos (WBGA: Weight-Based Ge-

netic Algorithm também conhecido pelas iniciais dos autores: HLGA), onde a cada

indivíduo é atribuído um vector de pesos. Desta forma, a população do AG mantém

simultaneamente múltiplos vectores pesos e, consequentemente, permite encontrar

várias soluções óptimas de Pareto em apenas uma execução. Assim, para que o
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algoritmo tenha um bom desempenho deve manter uma boa diversidade entre os

vectores pesos dos indivíduos da população. No algoritmo WBGA, a diversidade

pode ser mantida de duas formas:

1. É usado um método de nicho apenas no vector que representa os pesos;

2. São definidas várias subpopulações de acordo com os vectores peso pré-defi-

nidos.

Qualquer optimização baseada em pesos, em princípio não consegue encontrar os

óptimos de Pareto em regiões não convexas [45]. O algoritmo WBGA usa a selecção

proporcional nos valores de aptidão partilhados. Assim, as funções objectivo de-

vem ser transformadas de modo a tornar os objectivos em funções a maximizar. Por

outro lado, se se pretender uma distribuição uniforme de soluções não-dominadas

torna-se difícil escolher o valor dos pesos, pois uma distribuição uniforme de pesos

não leva necessariamente a um conjunto de soluções uniformemente distribuídas.

Embora o método WBGA seja mais simples em termos de complexidade do que os

métodos que recorrem à função de partilha, pois não é requerida a métrica de distân-

cia, é necessário a definição, a priori, do vector de pesos. Além do mais, é necessária

memória adicional para guardar os vectores peso. Como os operadores do AG são

aplicados de acordo com cada subpopulação é necessário um certo número mínimo

de elementos para encontrar o óptimo de cada subpopulação. Consequentemente,

o número de soluções da população terá um tamanho considerável.

Goldberg [29] sugeriu como deve ser elaborado um AGMO para obter um bom de-

sempenho. Assim, sugeriu o uso do conceito de dominância de modo a atribuir

um número maior de cópias a indivíduos não-dominados da população. Adicio-

nalmente, Goldberg propôs também o uso da estratégia de nicho (niching) sobre as

populações não-dominadas, uma vez que a diversidade da população é crucial para

a eficácia do algoritmo. No início, foi proposto um vasto número de AEMO dos

quais se destacaram os seguintes: Multi-Objective GA (MOGA), Niched Pareto GA
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(NPGA) e Non-dominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA). Os algoritmos diferem

essencialmente no modo como o mérito é atribuído a cada indivíduo.

Fonseca e Flemming [52] propuseram um algoritmo multi-objectivo que denomi-

naram por algoritmo genético multi-objectivo (Multi-Objective Genetic Algorithm –

MOGA). Este algoritmo foi o primeiro a usar conceitos de população não-dominada,

a realçar explicitamente as soluções não-dominadas, promovendo simultaneamente

a diversidade entre as soluções não-dominadas. O algoritmo MOGA difere do AG

clássico no modo como calcula a aptidão. O resto do algoritmo é idêntico (selecção

estocástica universal, cruzamento de ponto simples e mutação por lugar (bitwise)).

O algoritmo que atribui o valor de aptidão é o seguinte:

1. Atribuir o posto às soluções, considerando o número de soluções que domi-

nam a solução +1 (ver figura 3.1).

2. Ordenar as soluções pelo posto, atribuindo valores inteiros consecutivos de 1

a popdim para as posições da ordenação descendente.

3. O valor de aptidão é calculado pela média das posições de todas as soluções

que pertencem a esse posto.

(1)

(1)

(1)

(1)

(2)

(3)

(5)

f1

f2

Figura 3.1. Atribuição do valor de aptidão de acordo com o número de soluções dominantes
(considera-se que o problema é de minimização), com dois objectivos: f1 e f2
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O valor de aptidão também pode ser calculado através da fórmula (3.2) onde µ(ri)

representa o número de soluções do posto ri.

fi = popdim −
ri−1

∑
k=1

µ(k)− 0.5(µ(ri)− 1) (3.2)

Para manter a diversidade das soluções não-dominadas Fonseca e Flemming intro-

duziram uma técnica de nicho entre as soluções de cada posto. Assim, a função de

partilha (2.25a) usa α = 1 e a distância normalizada entre duas soluções do mesmo

posto é representado pela equação (3.3) onde f max
k e f min

k são, respectivamente os

valores máximos e mínimos da função objectivo k. Para a solução i é calculada a

distância dij para qualquer solução j do posto a que a solução pertence.

dij =

√√√√
nobj

∑
k=1

(
f
(i)
k − f

(j)
k

f max
k − f min

k

)2

(3.3)

Sendo o valor do contador de nicho obtido pela fórmula (3.4), onde µ(ri) é o número

de soluções do posto ri.

nci
=

µ(ri)

∑
j=1

dpart(dij) (3.4)

Por fim, o valor de aptidão partilhado ( f ′i ) é calculado pela equação (3.5).

f ′i = fi/nci (3.5)

Desta forma, dentro do mesmo posto, às soluções mais dispersas no espaço dos

objectivos são-lhes atribuídos valores de aptidão superiores em relação às soluções

mais concentradas. Por outras palavras, as soluções menos representadas num de-

terminado posto são beneficiadas. Uma vez que a técnica de nicho é aplicada no es-

paço dos objectivos, o algoritmo MOGA pode ser facilmente aplicado em qualquer
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problema de optimização, tais como em problemas de optimização combinatória.

Apesar do conceito de dominância, usado para calcular o desempenho, os valores

de aptidão das soluções dentro do mesmo posto podem não ter valores iguais, o

que pode originar uma pesquisa direccional numa determinada região de pesquisa.

O procedimento do cálculo da função de partilha não garante que uma solução de

posto inferior apresente um valor superior a uma outra que tenha posto superior.

A ideia proposta por Goldberg [29], de usar o conceito de ordenamento não-domi-

nado, foi implementada mais fidedignamente por Srinivas e Deb [53], no algoritmo

genético de ordenação não dominada (Non-dominated Sorting Genetic Algorithm –

NSGA). Os objectivos são mantidos usando um processo de optimização que fa-

vorece soluções não-dominadas e pelo uso da técnica de nicho que preserva a diver-

sidade entre as soluções da mesma frente. O primeiro passo consiste em ordenar as

soluções de acordo com o posto baseado em frentes não-dominadas. Inicialmente,

retiram-se todas as soluções não-dominadas da população e atribui-se-lhes o posto

1. De seguida, repete-se o processo e atribui-se-lhes o posto 2. O processo termina

quando forem retiradas todas as soluções da população (ver figura 3.2).

(1)

(1)

(1)

(1)

(2)

(2)

(3)

f1

f2

Figura 3.2. Atribuição do valor de aptidão de acordo com a frente não-dominada (considera-
-se que o problema é de minimização)

Após concluir esta fase, cada solução do posto não-dominado toma o valor de ap-

tidão de fµ(1) = popdim, sendo depois penalizada de acordo com a concentração

de soluções, próximas, pertencentes ao posto em questão. O valor de aptidão do
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posto seguinte difere ǫ (normalmente ǫ = 0,22) unidades do pior valor de apti-

dão encontrado até ao momento ( fµ(i+1) = min{ fµ(i)} − ǫ). Determinado o valor

deste novo posto, são consideradas as respectivas soluções e o processo repete-se.

O algoritmo termina quando forem atribuídos os valores a todas as soluções. Desta

forma é garantido que o valor de aptidão entre duas soluções de postos consecuti-

vos difira pelo menos de um valor ǫ. Assim, consegue-se direccionar a pesquisa na

direcção da frente de Pareto. Contrariamente ao algoritmo MOGA, a distância dij

é calculada no espaço dos atributos em vez do espaço dos objectivos, utilizando a

expressão (3.6), com α = 2 e f ′i = fi/nci . Adicionalmente, a distância dij considera

apenas as soluções da frente, Pn, a que a solução i pertence. Por outro lado, a técnica

de nicho aplicada ao espaço dos parâmetros é favorável à emergência de soluções

fenotipicamente diferentes.

dij =

√√√√#Pn

∑
k=1

(
x

(i)
k − x

(j)
k

xmax
k − xmin

k

)2

(3.6)

Horn et. al. [54] propuseram um método multi-objectivo (Niched Pareto Genetic Al-

gorithm – NPGA) baseado no conceito de dominância. A diferença deste algoritmo

em relação aos anteriores reside no operador de selecção que usa o torneio binário

ao contrário da selecção proporcional.

No algoritmo NPGA a estratégia de nicho é actualizada dinamicamente. Durante

a selecção, duas soluções e uma subpopulação são escolhidas aleatoriamente. De

seguida, as soluções i e j são comparadas com todas as soluções da subpopulação

para testar a dominância. Se uma das soluções domina todas as soluções da sub-

população e a outra solução, então esta é escolhida como a vencedora. Se ambas as

soluções i e j são dominadas ou não-dominadas, então o contador de nicho, nci
, é cal-

culado para ambos os vectores em relação aos elementos da subpopulação corrente,

de modo a determinar a concentração de soluções na sua vizinhança. A solução

com o menor contador, nci
, ganha o torneio. Inicialmente, quando a população se
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encontra vazia é escolhida uma solução do torneio aleatoriamente. A distância dik é

calculada no domínio dos objectivos. O algoritmo NPGA não necessita de explicitar

a atribuição da aptidão. Do ponto de vista computacional este algoritmo não de-

pende do número de objectivos, uma vez que só calcula a função de aptidão de uma

subpopulação. O parâmetro de partilha, σpartilha, desempenha um papel importante

no algoritmo NPGA, pois o valor do contador de nicho nci
da solução i é calculado

como o número de vectores a uma distância σpartilha da solução i. O desempenho do

algoritmo NPGA depende do número de soluções da subpopulação.

Laumanns et. al. [55] desenvolveram uma estratégia evolutiva multi-objectiva (Es-

tratégia Evolutiva Predador-Presa) que é totalmente diferente dos métodos anteri-

ores. O cálculo do valor de aptidão não depende da dominância da solução. No

entanto, é usado o conceito de predador-presa em sua substituição. As presas re-

presentam um conjunto de soluções (x(i), i = 1, 2, ..., popdim) que são colocadas nos

vértices de um grafo não direccional. Inicialmente, cada predador é colocado alea-

toriamente num dos vértices do grafo. A cada predador é-lhe associado uma função

objectivo. Durante a evolução do algoritmo, os predadores olham em sua volta (i.e.

nos vértices vizinhos) por presas. A presa vizinha, x(i), com o menor valor objectivo

que o predador representa é morta e removida do vértice. Sendo esta substituída

pela mutação (e recombinação) de uma presa aleatória da vizinhança de x(i). Por

fim, o predador desloca-se aleatoriamente para um dos seus vértices vizinhos. Este

processo ocorre em paralelo ou sequencialmente com todos os predadores até pre-

facer as iterações necessárias. O algoritmo é bastante simples de implementar, não

utiliza conceitos de dominância nem usa operadores que promovam a diversidade

no conjunto das soluções não-dominadas.
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3.4 Algoritmos evolutivos com operadores que preser-
vam a elite

Os Algoritmos descritos na secção anterior ilustram formas diferentes de implemen-

tar AEMO garantindo um certo êxito, especialmente na atribuição do valor de apti-

dão de acordo com a sua dominância e na preservação da diversidade da população

no decorrer da evolução. Contudo, para assegurar a convergência das soluções para

a verdadeira frente de Pareto devem ser implementados operadores que preservem

as melhores soluções ou elite [48].

Assim, nos AEs, os operadores que preservam a elite favorecem os melhores ele-

mentos da população na passagem para a geração seguinte. Na maioria dos AEs

mono-objectivo, as melhores α soluções da população são consideradas como elites.

Desta forma, a escolha de α é bastante importante no sucesso do algoritmo. Este pa-

râmetro está directamente relacionado com a pressão de selecção associado às elites,

uma vez que estas passam para a geração seguinte e participam nas operações gené-

ticas, pelo que tendem a influenciar a população a crescer à volta delas. Se é usado

um valor de α elevado, a influência da elite é maior e a população perde diversidade.

Por outro lado, se é usado um valor muito baixo, não se tira vantagem adequada do

elitismo. Os valores típicos de α encontram-se no intervalo [1; 0,1popdim].

Nos algoritmos mono-objectivos a elite é identificada facilmente. Contudo nos algo-

ritmos multi-objectivo esta identificação não é directa. Consequentemente, recorre-

-se a técnicas de ordenamento das soluções de acordo com a sua dominância (non-

domination ranking). Neste caso, o parâmetro α, não indica o número de vectores

que transitam para a próxima iteração, mas o posto das soluções que passam para

a geração seguinte (e.g., se α = 2 os vectores com posto 1 e 2 passam para a gera-

ção seguinte). Usando este processo, o número de elementos transportados entre os

ciclos é indeterminável.

No contexto da optimização mono-objectivo, tem-se constatado que a presença de
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operadores de preservação da elite favorece o AG a ter uma melhor convergência.

Nesta secção será apresentado um conjunto de AGMO, com diversos tipos de ope-

radores que preservam a elite com vista a melhorar a convergência das soluções

óptimas de Pareto. A quantidade de algoritmos apresentados nesta secção mostra

formas diferentes de implementar o elitismo nos AGMO.

Rudolph [56] propôs um algoritmo evolutivo multi-objectivo que usa elitismo. O al-

goritmo considera λ descendentes, na população QT, e µ progenitores na população

PT, seguindo os seguintes pontos:

• Os elementos não-dominados da população QT passam para a população Q*.

• Cada solução q de Q* é comparada com a população PT. Todas as soluções

dominadas pela solução q serão removidas da população PT. Se a solução q

eliminar pelo menos uma solução de PT é colocada na população P′. Caso

contrário, e se a solução q não for dominada por qualquer solução de PT, é

colocada na população Q′ (a solução está ao mesmo nível que as soluções de

PT).

• A população final será constituída pelas populações PT e P′. Contudo, se o

número de elementos da população final for inferior à dimensão desejada, esta

é preenchida por elementos das populações Q′, Q* e QT seguindo esta ordem.

Este algoritmo converge mas pode não manter a diversidade entre as soluções óp-

timas de Pareto. Sempre que todas as µ soluções progenitoras forem óptimas de

Pareto, não é possível acomodar mais nenhuma solução na nova população. O al-

goritmo pode ser melhorado pelo uso de um esquema de nicho para seleccionar

os elementos da população Q′, Q* e QT a fim de preencher a população com um

conjunto diverso de soluções destes conjuntos.

Deb et. al. [47] desenvolveram um algoritmo (NSGA–II: Non-dominated Sorting GA)

que usa um mecanismo de preservação de elitismo. De forma análoga ao algoritmo
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de Rudolph, a população de descendentes QT é gerada através da população proge-

nitora PT. Uma terceira população, RT, é criada a partir da reunião das populações

QT ∪ PT e ordenada segundo o algoritmo NSGA. Uma nova população, P′T é preen-

chida de acordo com o posto das soluções que é baseado em frentes não-dominadas.

Desta forma, ao preencher a população P′T, as soluções da frente 1, 2, etc., têm pre-

ferência segundo esta ordem. Quando a próxima frente, a ser inserida na nova po-

pulação, exceder o número de lugares vagos na população, em vez de se descartar

os elementos excedentes é usada uma estratégia de nicho pombalina (crowding algo-

rithm) para escolher os membros desta última frente que favoreça as soluções mais

dispersas (ver figura 3.3). Esta técnica é especialmente relevante na parte final da

execução, quando a maior parte das soluções são não-dominadas. Desta forma, o

algoritmo garante a diversidade das soluções nesta etapa. O peso computacional do

algoritmo é de O(popdim log popdim).

+

QT

PT

F1

F2

F3

F4

F5

F1

F′2Distância

RT = PT + QT
P′T = PT+1

pombalina

Figura 3.3. Processo de selecção do algoritmo NSGA–II

De seguida é descrita a selecção por torneio pombalino (crowded tournament) e a dis-

tância pombalina (crowding distance), usada no algoritmo NSGA-II, para apurar as

soluções que preencherão os restantes lugares da população. A selecção por torneio
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li + 1
i

i− 1
1

Cuboíde

f1

f 2

Figura 3.4. Cálculo da distância pombalina

pombalino é efectuada entre duas soluções i e j. A solução i ganha o torneio se

o posto da solução i é menor do que o posto da solução j (ri < rj) ou se têm o

mesmo posto e se a solução i tem uma distância pombalina superior à solução j

(ri = rj & di > dj).

A distância pombalina é usada para ter uma estimativa da densidade das soluções

na vizinhança da solução i. Este valor é calculado através da distância pombalina

normalizada entre as soluções mais próximas, uma de cada lado, à solução i em

todos os objectivos. O valor di serve como estimativa do perímetro formado pelo

cubóide (figura 3.4) usando os vizinhos, um de cada lado, mais próximos como

vertices.

Procedimento para calcular a distância pombalina:

1. l = número de soluções do posto f , l = #F para cada elemento no conjunto

di = 0.

2. Para cada função objectivo (m = 1, 2, . . . , nobj) ordenar o conjunto por or-

dem descendente de fm, encontrar os índices ordenados dos vectores: Im =

ordenar( fm , >).

3. Para m = {1, . . . , nobj} atribuir uma distância elevada às soluções periféricas

(limites) dIm
1 = dIm

l = ∞ e para as soluções restantes usar a equação (3.7),

onde Im
k é a k = 1 . . . léssima solução ordenada de acordo com o objectivo nobj.
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dIm
j = dIm

j +
f

(
Im
j+1

)

m − f

(
Im
j−1

)

m

f
(max)
m − f

(min)
m

(3.7)

Uma vez que as soluções competem através da sua distância pombalina (uma me-

dida que dá uma indicação da densidade de soluções na vizinhança) não é necessá-

rio especificar qualquer outro parâmetro, tal como o parâmetro σpartilha. A distância

pombalina é uma estimativa da distância euclidiana quando a dimensão do espaço

dos objectivos é pequena. No entanto, à medida que a dimensão aumenta a distân-

cia pombalina perde precisão e, consequentemente, o algoritmo tem dificuldade em

encontrar soluções uniformemente dispersas.

Osyczka e Kundu [57] sugeriram um AG elitista (DPGA: Distance-based Pareto Ge-

netic Algorithm), baseado na distância euclidiana, que pretende realçar o progresso

na direcção da frente óptima de Pareto e a diversidade das soluções obtidas usando

um determinado critério. O algoritmo lida com duas populações: a população do

AG, PT, e uma outra população, denominada por arquivo, ET, onde são mantidas

as melhores soluções encontradas até ao momento. Inicialmente, uma população,

P0, de popdim indivíduos é gerada aleatoriamente. Ao primeiro elemento é-lhe atri-

buído um valor de aptidão aleatório, F1, e é automaticamente adicionado ao ar-

quivo E0. De seguida, o valor de aptidão das soluções é calculado baseado na

distância ao conjunto da elite, ET = {e(k) : k = 1, 2, . . . , K}, onde K é o número

de soluções da população ET. Cada solução do arquivo, e(k), tem nobj valores ou

e(k) =
(

e
(k)
1 , e

(k)
2 , . . . , e

(k)
nobj

)
. A distância euclidiana da solução x a um elemento da

elite é calculado pela seguinte expressão:

d(k)(x) =

√√√√
nobj

∑
m=1

(
e
(k)
m − fm(x)

e
(k)
m

)2

(3.8)

Por fim, para a solução x, a distância ao conjunto da elite é dado pelo valor mínimo

d(k)(x) de todos os k = 1, 2, . . . , K, que é encontrado através da expressão:
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dmin(x) =
K

min
k=1

d(k)(x) (3.9)

O parâmetro k∗ identifica a solução do conjunto da elite cuja distância à solução

é menor. Se a solução x é não-dominada em relação ao conjunto da elite, então

é aceite neste conjunto. Sendo o valor de aptidão de x calculado pela adição do

valor de aptidão do membro da elite com distância menor a x e a distância en-

tre as duas soluções (F(x) = F(e(k∗)) + dmin(x)). O arquivo é então actualizado

eliminando os elementos dominados por esta solução. Por outro lado, se a solu-

ção x é dominada por uma solução do arquivo, a solução é calculada pela fórmula

F(x) = max[0, F(e(k∗)) − dmin(x)]. Deste modo, à medida que os membros da po-

pulação são avaliados o conjunto da elite é actualizado. No fim de cada geração é

atribuído a todas as soluções do arquivo ET o valor de aptidão máximo encontrado

nessa população. Após este processo estar concluído é criada uma nova população

através dos operadores de selecção, cruzamento e mutação. É interessante notar que

as soluções não-dominadas, com uma distância grande ao arquivo ET, obtêm uma

aptidão melhor. Consequentemente, no caso da solução dominar alguns membros

do conjunto da elite, o valor de aptidão que lhe é atribuído ajuda a realçar soluções

perto do conjunto óptimo de Pareto. Uma solução com uma grande distância signi-

fica uma solução distante do conjunto da elite existente mas perto da frente óptima

de Pareto. Atribuindo um valor de aptidão elevado a estas soluções ajuda-se o des-

locamento das soluções no sentido da frente óptima de Pareto. Por outro lado, se a

nova solução incide na mesma frente, não-dominada, que as soluções do conjunto

da elite, então a atribuição da aptidão ajuda a manter a diversidade entre elas. Neste

caso a distância da solução indica o grau de isolamento. Neste sentido, atribuindo

um valor de aptidão grande a uma solução “isolada” promove a diversidade entre

as soluções não-dominadas. Neste método, tanto as metas de progressão no sentido

do óptimo da frente de Pareto, como a manutenção da diversidade das soluções, são

desempenhadas sem auxílio a qualquer método de nicho. Todavia, como o número
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de elementos do arquivo ET não é constante, a população pode crescer indefinida-

mente. Assim, esse número pode ser especificado e uma solução só é inserida na

população se ainda existir um lugar vago.

Zitzler e Thiele [58] propuseram um algoritmo evolutivo que chamaram de Strenght

Pareto Evolutionary Algorithm – SPEA. Este algoritmo introduz o elitismo mantendo

explicitamente uma população externa, E (arquivo). Esta população externa guar-

da todas as soluções não-dominadas que foram encontradas até ao momento. Por

outras palavras, em cada geração, as novas soluções não-dominadas da população

P(T) são introduzidas no arquivo. De seguida, as soluções dominadas da popu-

lação E são eliminadas. Ou seja, o algoritmo limita-se simplesmente a preservar

as elites. O algoritmo usa também estas soluções, juntamente com as soluções da

população corrente, para participarem nas operações genéticas, com vista a influen-

ciar a direcção da população no sentido das melhores regiões do espaço de pesquisa.

Para evitar que o arquivo fique E fique superlotado, a população é limitada a arqdim

elementos e são guardadas apenas as soluções mais dispersas usando o método de

agrupamento (clustering), descrito no paragrafo seguinte. Para calcular a aptidão, o

algoritmo inicialmente atribui aos elementos da população externa E a aptidão Si.

Este valor é proporcional ao número de membros existentes na população corrente,

P(T), que a solução externa i domina, ou seja Si = ni
popdim+1 . Para os elementos

da população corrente, a aptidão toma em consideração o número de elementos do

arquivo ET que dominam fracamente a solução j: Fj = 1 + ∑
i∈ET∧i4j

Si. Consequente-

mente, quanto menor é o valor de aptidão melhor é a solução. Este método garante

que as soluções do arquivo obtenham valores de aptidão mais pequenos do que as

soluções da população. Assim, os membros da população do AG dominados por

soluções do arquivo apresentam valores de aptidão superiores. Com estes valores

de aptidão é aplicada uma selecção por torneio binário à população (ET ∪ PT) para

escolher as soluções com os menores valores de aptidão. O peso computacional do

algoritmo é da ordem de O(
(

popdim)3) .

71



Algoritmos evolutivos multi-objectivo

O algoritmo de agrupamento reduz a população ET com arq′dim elementos para

arqdim. Inicialmente, cada solução da população ET é considerada residir num grupo

cluster separado. Assim, existem arq′dim grupos. Inicialmente, é calculada a distância

entre todos os pares. Em geral, a distância é determinada usando a equação:

d1,2 =
1

#c1#c2
∑

i∈c1,j∈c2

d(i, j) (3.10)

A distância d(i, j) pode ser calculada no espaço das variáveis de decisão ou no es-

paço dos objectivos, sendo #ci o número de soluções do grupo i. De seguida, os

dois grupos mais perto um do outro são fundidos (na figura 3.5 encontra-se ilus-

trada a fusão dos dois grupos representados a tracejado que originam o grupo 3). O

processo repete-se até restarem arqdim grupos. Finalmente, dentro de cada grupo,

a solução com a distância média menor em relação às restantes soluções dentro do

próprio grupo é eleita e as restantes soluções são descartadas. Como o método não

tem parâmetros é bastante atractivo de usar.

grupo 1

grupo 2

grupo 3

f2

f1

Figura 3.5. Método de agrupamento usado no algoritmo SPEA

Knowles e Corne [59] desenvolveram um AEMO baseado na estratégia evolutiva

(Pareto-Archived Evolution Strategy – PAES) usando a estratégia (1 + 1). Depois de

uma solução ser escolhida aleatoriamente, sofre uma mutação de acordo com uma
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função de distribuição normal com média zero. A melhor das duas soluções é trans-

portada para a geração seguinte. A característica principal do algoritmo PAES incide

no modo como o vencedor é escolhido. Na geração T, em adição ao progenitor pT

e ao descendente cT, o algoritmo guarda num arquivo as melhores soluções encon-

tradas até ao momento. Quando as soluções cT e pT são comparadas resulta um dos

dois cenários possíveis:

1. Se apenas uma das solução é não-dominada então esta é escolhida como ven-

cedora.

2. Se ambas as soluções forem não-dominadas então o descendente é comparado

com o arquivo corrente, da seguinte forma:

• O descendente é dominado por uma solução do arquivo. Então não é

incluído no arquivo e o progenitor é mutado novamente.

• O descendente domina algumas soluções do arquivo. Essas soluções são

eliminadas e o descendente é arquivado. O descendente torna-se o pro-

genitor da geração seguinte.

• O descendente não é dominado pelo arquivo nem as soluções do arquivo

dominam o descendente. O descendente é adicionado ao arquivo se cou-

ber. Para determinar o progenitor da geração seguinte (entre o progeni-

tor actual ou o seu descendente) é determinada a densidade das soluções

vizinhas e é escolhida a que tiver menor densidade. Outro processo alter-

nativo consiste em dividir o espaço em quadrados, de lado d. O quadrado

que contiver menos soluções determina o progenitor da geração seguinte.

Para inserir uma solução remove-se a solução que pertencer ao hipercubo

mais povoado (caso o descendente não pertencer a este). O parâmetro d

é bastante importante no algoritmo pois controla directamente o compri-

mento do hipercubo.

Deb et al. [60] desenvolveram o algoritmo C-NSGA-II (Clustered NSGA-II), que é
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semelhante ao algoritmo NSGA-II, diferindo apenas no mecanismo que promove a

diversidade. O mecanismo usado é o método de agrupamento, adoptado no algo-

ritmo SPEA, em substituição do método pombalino. Assim, as soluções da última

frente a considerar (i.e. as soluções que vão preencher por completo a população

seguinte) são determinadas pelo algoritmo de agrupamento.

Laummanns et al. [48] propõem uma estratégia de arquivo e de selecção que garante

a convergência em direcção da frente óptima de Pareto, com a capacidade de obter

uma representação significativa de toda a frente não-dominada. O algoritmo man-

tém um arquivo onde guarda soluções óptimas de Pareto−ǫ, com dimensão finita,

actualizado de acordo com o conceito de dominância ǫ. O parâmetro ǫ é escolhido

tendo em conta a resolução do arquivo que se pretenda obter. Os autores apenas

focam a actualização do arquivo considerando uma nova solução em cada geração.

Deb et al. [60] desenvolveram um algoritmo baseado no conceito de dominância-ǫ

(ǫ-MOEA: ǫ-Multi-Objective Evolutionary Algorithm). O algoritmo divide o espaço de

pesquisa numa grelha (em células ou hipercubos) e mantém a diversidade assegu-

rando que em cada célula é apenas incluída uma solução. O algoritmo é constituído

por duas populações co-evolutivas. A população do AG, P(T), e um arquivo, E(T).

A população P(T) é inicializada normalmente, sendo posteriormente inicializado o

arquivo com as soluções não-dominadas-ǫ de P(T). Em cada geração, é seleccio-

nada um elemento de cada população para procriar. Para esse efeito, a solução de

P(T) é seleccionada da seguinte forma:

• Escolhem-se aleatoriamente dois elementos da população P(T);

• Se um deles é dominate em relação ao outro então é escolhido como solução

progenitora, p, que representará P(T),

• Caso contrário é seleccionado aleatoriamente um dos dois elementos.
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Para seleccionar a solução ‘e’ que representará E(T) podem ser seguidas várias es-

tratégias. A mais simples consiste em seleccionar aleatoriamente a solução ‘e’. No

acasalamento entre as soluções ‘e’ e ‘p’ são criadas λ (normalmente λ = 1) descen-

dentes. Posteriormente estas soluções são comparadas com o arquivo e a população

P(T) para uma possível admissão.

Para comparar os descendentes com os elementos do arquivo de acordo com a

dominância-ǫ recorre-se a um vector de identificação. Assim, cada elemento do ar-

quivo e descendente é afectado com um vector de identificação B = (b1, b2, . . . , bnobj)
T

onde bj é dado pela equação (3.11) onde f min
j é o valor mais baixo do objectivo j e ǫj

é o valor máximo para o qual o agente de decisão não vê diferença significativa no

objectivo j (ǫ = (ǫ1, ǫ2, . . . , ǫnobj)
T). Desta forma, o vector de identificação divide o

espaço em hipercubos, cada um com lado ǫj no objectivo j (ver figura 3.6).

bj =






⌊( f j− f min
j )⌋

ǫj
, f j é uma função para minimizar

⌈( f j− f min
j )⌉

ǫj
, f j é uma função para maximizar

(3.11)

⌊s3⌋

s3

ǫ2

s1

ǫ1

f2

s2

f1

B

Figura 3.6. Conceito de dominância−ǫ (considerando as funções f1 e f2 a minimizar)

Com os vectores B calculados é adoptado o seguinte procedimento para determinar

se um descendente é aceite no arquivo:
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• Se o vector de identificação de um elemento do arquivo dominar o vector des-

cendente (i.e., o vector descendente é dominado-ǫ) então este não é aceite no

arquivo.

• Se o vector de identificação B do descendente dominar um elemento do ar-

quivo, então o descendente substitui esse elemento.

• Se nenhuma das situações se verificar, então o descendente é não-dominado-

-ǫ juntamente com as soluções do arquivo. Neste caso podem ocorrer duas

situações:

1. Se o descendente partilhar o mesmo vector B com um membro do arquivo

(i.e. pertencem ao mesmo hipercubo) então são comparados da forma

tradicional. O descendente substitui a solução do arquivo se dominar a

solução do arquivo ou se forem ambas não-dominadas e o descendente

se encontrar mais próximo do vector B (ver figura 3.6, soluções s1 e s2).

2. No caso de um descendente não partilhar o mesmo vector B que as solu-

ções do arquivo então é guardado.

Desta forma é salvaguardado que apenas existe num hipercubo uma solução com

um vector distinto, garantindo assim que as soluções do arquivo são distintas e a

dimensão final do arquivo é limitada.

Em relação à solução descendente substituir um elemento da população P(T) pode

seguir-se várias estratégias:

• Se a solução domina algum elemento de P(T), então aquela substitui aleatori-

amente um desses elementos;

• Se alguma solução da população domina o descendente, então este não é aceite;

• Se as duas condições anteriores não se verificarem então o descendente subs-

titui aleatoriamente um elemento da população.
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3.5 Índices de desempenho

Desde o aparecimento do primeiro AEMO têm sido desenvolvidos vários métodos

e variações de AEMO [47]. De modo a estudar esses AEs, tornou-se necessário criar

mecanismos capazes de medir o desempenho dos métodos. Como a frente óptima

de Pareto pode ser convexa, côncava, descontinua ou contínua em intervalos, surgi-

ram vários mecanismos diferentes com o fim de medir a diversidade num conjunto

finito de soluções e a sua distância à frente óptima de Pareto. Além do mais, um bom

resultado obtido por um mecanismo não significa necessariamente uma boa distri-

buição das soluções ou uma boa proximidade à frente óptima de Pareto. Assim, este

conjunto de mecanismos permite um estudo alternativo e complementar do estudo

da características das soluções. Este tipo de mecanismos são denominados por ín-

dices de desempenho. Assim, nesta secção são descritos alguns índices usados para

medir e comparar a uniformidade da distribuição das soluções, a extensão da frente

não-dominada e a convergência dos diversos AEs.

3.5.1 Índices de distribuição

Este tipo de índices têm como objectivo avaliar a uniformidade da distribuição das

soluções não-dominadas encontradas pelos algoritmos.

Índices baseados na distância euclidiana

Schott [61] propôs um índice baseado na distância mínima, spacing index, (SP). Este

índice é calculado através do desvio padrão das distâncias mínimas entre uma so-

lução não-dominada e as restantes, utilizando as expressões (3.12), nas quais S re-

presenta o conjunto das soluções não-dominadas. Contudo, o método pode usar

a mesma distância mais do que uma vez e, consequentemente, pode não utilizar

qualquer distância entre dois grupos de soluções.
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SP(S) =

√√√√ 1
#S− 1

#S

∑
i=1

(di − d)2 (3.12a)

di = min
sk∈S∧sk 6=si

nobj

∑
m=1
| fm(si)− fm(sk)| (3.12b)

Outro método alternativo proposto por Deb em [62] consiste no índice de distribui-

ção baseado na distância da frente (∆′). O índice fundamenta-se na distância, di, que

representa a média entre duas soluções consecutivas (3.13). O método pode apenas

ser utilizado em problemas bi-objectivo.

∆′(S) =
#S−1

∑
i=1

|di − d|
#S− 1

(3.13)

Índices baseados em nichos

Os índices desta categoria são baseados no conceito de nicho. O número de soluções

dentro de cada nicho é calculado e usado para determinar o índice de desempenho.

Zitler et al. [63] propuseram um índice que considera tanto a distribuição como

o número de soluções não-dominadas no espaço dos objectivos (3.14), onde ρ é a

distância radial do nicho e #S é o número de soluções do conjunto S. Se se considerar

o desempenho no espaço dos parâmetros o índice é denominado por M∗2(S).

M∗2(S) =
1

#S− 1 ∑
s1∈S

#{s2 ∈ S| ‖ s1 − s2 ‖> ρ} (3.14)

Tan [64] sugeriu um índice, uniform distribution – UD, para medir a distribuição das

soluções não-dominadas (3.15), onde nc(si) representa o contador do nicho da solu-

ção i em S (3.16) e σ é a distância radial do nicho.
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UD(s) =
1

1 + Dnc
(3.15a)

Dnc =

√√√√√
#S

∑
i=1

(
nc(si)− 1

#S

S

∑
i=1

nc(si)#S

)2

#S− 1
(3.15b)

nc(si) = #{sj ∈ S :‖ si − sj ‖< σ} − 1 (3.16)

Tanto o índice M∗2 como o UD podem fornecer um bom resultado apesar das solu-

ções não apresentarem uma boa distribuição [65].

3.5.2 Índices de desempenho de extensão da frente

Este tipo de índices medem a extensão da frente constituída pelas soluções não-

-dominadas.

Zitler et al. em [63] propuseram o índice de extensão máxima (M∗3 ) que adopta a

distância máxima entre as soluções extremas (3.17). Para o espaço dos parâmetros

usam (M3).

M∗3(S) =

√√√√
nobj

∑
i=1

max{‖ si − sj ‖: si, sj ∈ S} (3.17)

Wu e Azarm [66] desenvolveram o índice (OS) para calcular a extensão da frente

não-dominada (3.18), onde OSk(S, PG, PB) representa a extensão do objectivo k. PG

e PB representam os hipervolumes.

OS(S, PG, PB) =

nobj

∏
i=1

OSk(S, PG, PB) (3.18a)
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OSk(S, PG, PB) =
|maxs∈S fk(s)−mins∈S fk(s)|

| fk(PB)− fk(PG)| (3.18b)

3.5.3 Índices híbridos

Para além dos índices apresentados nas secções 3.5.1 e 3.5.2 existem outros tipos de

índices [66] que utilizam informação relativa à extensão da frente e da distribuição

das soluções ao longo desta.

3.5.4 Índices de convergência

Este tipo de índices medem a distância das soluções não-dominadas, S, encontradas

pelo algoritmo e a frente de Pareto ou um conjunto de soluções não-dominadas que

servem de referência, P.

Veldhuizen [67] usa a distância média do conjunto S ao P (3.19). Zitzler et al. [63]

substituem di pela distância mínima à frente de Pareto (3.20).

GD(S, P) =
1

#S

(
#S

∑
i=1

d
q
i

) 1
q

(3.19a)

di = min
p∈P






√√√√
nobj

∑
k=1

( fk(si)− fk(p))2




 (3.19b)

M∗1 =
1

#S

#S

∑
i=1

min{‖ si − pj ‖; pj ∈ P} (3.20)

Uma alternativa [65] aos índices referidos, consiste em calcular a distância entre a

frente de Pareto, ou de referência, ao conjunto se soluções não-dominadas encon-

trada pelo algoritmo .
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Existem outros índices baseados no volume, i.e. a área que é dominada pelo con-

junto de soluções S. Ou seja, quanto maior for a área que as soluções dominam tanto

melhor. Zitzler et al. [63] propuseram o índice (H2) indicado na equação (3.21).

H2 =

nobj

∏
i=1

( f max
i − f min

i ) (3.21)

Outro índice de desempenho é o hipervolume também conhecido por métrica-S ou

medida de Lebesgue. De seguida descreve-se este índice de desempenho. O hiper-

volume de um conjunto de soluções fornece uma grandeza escalar de acordo com

o espaço objectivo dominado por essas soluções. Com apenas um valor este índice

fornece uma indicação da proximidade das soluções encontradas com a frente óp-

tima de Pareto e, até certo ponto, dá uma indicação da distribuição das soluções

no espaço dos objectivos. Apesar de Fleischer [68] reclamar que o seu algoritmo

tem uma complexidade computacional de O((popdim)3 (nobj
)2

), While [69] provou

que o algoritmo é polinomial em função do número de soluções e é exponencial em

função do número de objectivos.

Dado um conjunto de soluções S, o hipervolume é calculado relativamente a um

ponto (solução) de referência que corresponde ao ponto com o pior valor objectivo

encontrado em todas as soluções. Assim, quando se comparam dois conjuntos S e

S′, o conjunto que ocupa um hipervolume maior é o que apresenta o melhor con-

junto de soluções para o problema. Por outra palavras, o algoritmo que obteve este

conjunto de soluções é aquele que apresenta melhor desempenho.

O algoritmo para obter o hipervolume é descrito em seguida. Inicialmente as so-

luções não-dominadas são colocadas numa lista. De seguida é processada uma so-

lução de cada vez, i.e., retira-se uma solução da lista e calcula-se o hipervolume

relativo que esta domina. Cada vez que uma solução é processada, são geradas nobj

soluções que dominam o hipervolume restante não considerado pela contribuição

da solução geradora. Os pontos gerados não-dominados são inseridos na lista.
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Por exemplo considere-se a lista de soluções não-dominadas: A = {6, 9, 4}, B =

{9, 7, 5}, C = {1, 12, 3} e D = {4, 2, 9} representada na figura 3.7. Quando se retira

a solução A são geradas as seguintes soluções: A1 = {4, 9, 4}, A2 = {4, 7, 4} e A3 =

{4, 9, 3} (Ai = {ai−1, k, ai+1, com k = max(ji), k < ai, ji = ai..di, i = 1..3). Como

a solução A2 é dominada pela solução B não é inserida na lista. O hipervolume

relativo resultante da remoção da solução A é (6− 4)(9− 7)(4− 3) = 6.

xy

z

AB

C

D

A1A2

A3

0

5

10

15

0

5

10

15

0

5

10

15

Figura 3.7. Hipervolume das soluções A− D

O hipervolume é também utilizado como critério de selecção nos AEMO, onde o

valor usado é o hipervolume relativo que cada solução que domina [70].

3.6 Resumo

Neste capítulo apresentaram-se os conceitos básicos dos PMO. De seguida foram

apresentados alguns AEMO bastante conhecidos, alguns por razões históricas, ou-

tros pela sua popularidade. Foram também descritos AEMO que preservam a elite.

Por último, foram referidos alguns índices de desempenho que permitem analisar

os algoritmos multi-objectivo.
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4
Planeamento de
trajectórias e aplicações
robóticas usando AGs

4.1 Introdução

Este capítulo encontra-se organizado em quatro secções principais. Assim, nas sec-

ções 4.2 e 4.3 é descrito, respectivamente o planeamento de trajectórias para mani-

puladores robóticos e o tipo de problemas existentes no planeamento de trajectórias.

De seguida, na secção 4.4 são analisadas as principais representações dos obstáculos.

Por último, são apresentadas algumas aplicações robóticas usando AGs.

4.2 Planeamento de trajectórias

O planeamento de trajectórias para manipuladores robóticos consiste no processo

de criar trajectórias livres de colisões, para os manipuladores, que lhe permitam de-

sempenhar as tarefas pretendidas. Os planeadores de trajectórias têm como função

substituir o operador de especificar explicitamente as trajectórias. Assim, o opera-

dor fica livre para se concentrar na tarefa em vez de se preocupar com o movimento

do robô. O operador necessita apenas de especificar os pontos inicial e final da tra-

jectória, ficando o planeador encarregue de gerar uma trajectória adequada para o
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manipulador percorrer.

As trajectórias são compostas por sucessivos deslocamentos do braço robótico. As-

sim, uma trajectória pode ser vista como uma sequência de pontos nos quais o ór-

gão terminal deve passar. Como resultado da movimentação do braço, ao longo dos

pontos discretos, obtém-se uma trajectória continua. Consequentemente, a optimi-

zação da trajectória de um robô implica a identificação da combinação óptima de

pontos e do número de posições intermédias. A optimização de um manipulador

robótico é bastante difícil devido às não-linearidades correlacionadas da dinâmica e

à dimensão do espaço de pesquisa das trajectórias.

O planeamento de trajectórias pode ser implementado usando a cinemática directa

ou a inversa. Quando é usada a cinemática directa, o problema é resolvido directa-

mente no espaço das juntas. Quando o problema é resolvido através da cinemática

inversa, é inicialmente determinada, no espaço operacional, a trajectória do órgão

terminal. De seguida, usando a cinemática inversa, são calculados os valores das

juntas. Os valores das juntas obtidos sucessivamente são posteriormente usados

pelo planeador para formar a trajectória. No entanto, quando a cinemática inversa

é usada, devido à existência de pontos singulares, podem surgir alguns problemas

[71], tais como:

• A mobilidade do manipulador é reduzida, i.e. não é possível impor certos

movimentos ao órgão terminal;

• A eventual ocorrência de múltiplas soluções para o problema da cinemática

inversa;

• Na vizinhança das singularidades, baixas velocidades no espaço operacional

podem requerer altas velocidades no espaço das juntas.

De seguida é analisada a cinemática de um manipulador robótico. Assim, para o

manipulador da figura 4.1 as coordenadas {x, y} do órgão terminal são dadas pela
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q1

q2

0

l1

l2

X

Y (x, y)

g

Figura 4.1. Manipulador planar com dois elos e duas juntas rotacionais (n = 2)

equação (4.1). A cinemática inversa para o robô de dois elos é dada pela equa-

ção (4.2).

x =
n

∑
i=1

li cos(θi) (4.1a)

y =
n

∑
i=1

li sin(θi) (4.1b)

θk =
k

∑
i=1

qi (4.1c)

q2 = ± arccos
x2 + y2 − l2

1 − l2
2

2l1l2
(4.2a)

q1 = arctan
y

x
− arctan

l2 sin(q2)

l1 + l2 cos(q2)
(4.2b)

No cálculo da trajectória o planeador deve ter em atenção o esforço a realizar pelos

motores do manipulador durante a trajectória de modo a que esta não exceda o

binário máximo que os motores possam suportar. Para esse fim, o modelo dinâmico

tem um papel fundamental no movimento da trajectória. Este modelo pode ser

determinado a partir do formalismo de Lagrange.

As equações da dinâmica para um manipulador robótico planar encontram-se na

equação (4.3). Sendo T o vector n × 1 relativos aos binários dos actuadores; J a

matriz das inércias n × n; C a matriz n × 1 dos binários coriolis/centripetos; G o
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vector n × 1 dos binários gravitacionais; q, q̇ e q̈ são os vectores n × 1 da posição,

velocidade e aceleração das juntas, respectivamente.

T = J(q)q̈ + C(q, q̇) + G(q) (4.3)

A partir da equação de Lagrange (4.4a) e das energias cinética (4.4b) e potencial (4.4c)

pode determinar-se a equação do binário τj relativo a junta j = {1, . . . , n} (4.4d)

obtendo-se a expressão geral (4.5) para o binário do motor j para um manipulador

com n juntas [71]. Onde mi e ri são, respectivamente, a massa e o centro de massa

do elo i, g é a aceleração da gravidade, γi são as variáveis lógicas dadas pela equa-

ção (4.6) e os valores de θp são fornecidos pela equação (4.1c).

L = Ec − Ep (4.4a)

Ec =
1
2

mv2 (4.4b)

Ep = mgy (4.4c)

τj =
∂

∂t

∂L

∂q̇j
− ∂L

∂qj
(4.4d)

τj =
n

∑
i=j

mi

〈
i−1

∑
p=1

(
l2
p

p

∑
u=1

q̈uγ1

)
+ r2

i

i

∑
u=1

q̈u

+
i

∑
p=2

{
p−1

∑
k=1

[
lk(lpγ2 + rpγ3)

((
cos(qk + θp)

(
p

∑
u=1

q̈u +
k

∑
u=1

q̈u+

)

− sin(qk + θp)




(

p

∑
u=k+1

q̇u

)2

+ 2
k

∑
u=1

q̇u

p

∑
u=k+1

q̇u







 γ4

+



sin(k + θp)

(
k

∑
u=1

q̇u

)2

+ cos(k + θp)
k

∑
u=1

q̈u



 γ5














+ g
i−1

∑
p=1

lp cos(θp)γ1 + ri cos(θi)

〉

(4.5)
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γ1 =

{
0, se j > p;

1, se j ≤ p.
(4.6a)

γ2 =

{
0, se p > i− 1;

1, se p ≤ i− 1.
(4.6b)

γ3 =

{
0, se p 6= i;

1, se p = i.
(4.6c)

γ4 =

{
0, se j > k;

1, se j ≤ k.
(4.6d)

γ5 =

{
0, se (j < k + 1) ∨ (j > p);

1, se k + 1 ≤ j ≤ p.
(4.6e)

4.3 Classificação dos problemas no planeamento de tra-
jectórias

Existem várias categorias [72] nas quais os problemas de planeamento de movi-

mento podem ser classificados. Estas categorias são identificadas de acordo com a

construção física do robô, do ambiente e da informação que o robô dispõe do espaço

de trabalho:

Tipo de ambiente






Estacionário;

Variante no tempo;

Mutante (Comformable);

Objectos móveis.

Num ambiente estacionário todos os objectos estão imóveis. Contudo, quando os

objectos se podem deslocar o problema torna-se variante no tempo. Se os objectos

podem modificar a sua morfologia o ambiente é mutante. O ambiente é dito de

objectos móveis quando o robô os pode deslocar. Se o planeador conhece a priori

a informação relativa ao ambiente o problema designa-se por estático. Caso con-

trário é designado por dinâmico. Neste caso, a informação relativa ao ambiente é
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guardada e deve ser actualizada sempre que se detecta qualquer alteração.

O robô pode operar sozinho, possuir algumas restrições ou pode ter necessidade de

cooperar com outros manipuladores existentes no ambiente de trabalho:

Tipo de robô






Manipulador único;

Com restrições;

Cooperante.

4.4 Representação dos obstáculos

Cada objecto no ambiente de trabalho deve ser modelado e guardado numa estru-

tura de dados adequada. O conhecimento dos obstáculos deve ser determinado

antes da trajectória ser calculada. Nos planeadores interactivos, os obstáculos são

detectados pelos sensores à medida que o manipulador se desloca.

De seguida são descritos os principais métodos utilizados na representação de obs-

táculos:

• No método da matriz de células o ambiente de trabalho é dividido em célu-

las, todas com idêntica dimensão. Se a célula for ocupada por uma fracção

do objecto é-lhe atribuído o valor ‘1’ (o manipulador não pode passar por esta

célula), caso contrário é colocada a ‘0’. A precisão do método depende da reso-

lução da matriz e requer uma quantidade de memória considerável. Contudo

é adequado para objectos com morfologias irregulares.

• No método de árvore de células o ambiente é, inicialmente, dividido em quar-

tis. Se alguma das quatro células contém partes de um objecto, esta é nova-

mente dividida. Esta divisão termina quando for alcançada a resolução pre-

tendida.

• No método poligonal os objectos são aproximados por polígonos ou pela união

88



Aplicação de algoritmos genéticos na robótica

a

b

Figura 4.2. Trajectória de um robô móvel (n = 2)

de vários polígonos. Na representação CSG (Constructive solid geometry), os ob-

jectos são representados pela união, intersecção de conjunto de figuras básicas

(e.g., quadriláteros, círculos).

4.5 Aplicação de algoritmos genéticos na robótica

Nos últimos trinta anos os AGs têm sido aplicados em diversos campos da robó-

tica, nomeadamente: na geração de trajectórias para robôs móveis, na geração de

trajectórias para manipuladores robóticos, na selecção ou síntese de manipuladores,

na locomoção de robôs, no controlo de garras mecânicas, na calibração de mani-

puladores, em sistemas que requerem aprendizagem entre outros. Nesta secção é

apresentado uma revisão de algumas aplicações robóticas referidas usando AGs.

4.5.1 Geração de trajectórias para robôs móveis

O planeamento de trajectórias para robôs móveis consiste em determinar uma tra-

jectória, livre de colisões, entre os dois locais específicos (figura 4.2). Neste tipo de

problema é desejável que o robô móvel encontre o ponto de destino sem colidir com

os obstáculos e garantido uma margem de segurança com os mesmos.

Um navegador/planeador evolutivo flexível e adaptativo foi desenvolvido por Xiao
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et al. [73]. O método realiza o planeamento em tempo real e/ou recorre a trajectó-

rias previamente calculadas. O algoritmo permite detectar alterações do ambiente

de trabalho e ajusta as probabilidades do AG enquanto o robô se desloca. O objec-

tivo consiste em percorrer o caminho mais curto garantindo sempre as margens de

segurança com os obstáculos.

Han et al. [74] propõem outro algoritmo semelhante mas que incorpora um sistema

de visão no sistema (que tanto pode estar incluído no robô como em qualquer parte

do ambiente) e de um algoritmo que planeia o percurso. No sistema dinâmico o

algoritmo deve identificar em tempo real o movimento dos obstáculos e ajustar a

trajectória em tempo real.

Ramírez et al. [75] resolveram o problema através de uma implementação baseada

num controlador preditivo. O controlador deve evitar os obstáculos do ambiente.

Na resolução do problema são consideradas restrições ao nível da velocidade má-

xima que os robôs podem atingir. O AG é usado na estratégia de controlo preditivo,

na navegação de um robô móvel num ambiente parcialmente estruturado.

Geimeinder e Gerke [76] apresentam um algoritmo para um ambiente, dividido em

quadrados, com pavimento desigual tendo como objectivo minimizar o consumo de

energia durante o movimento.

Existem também aplicações que disponibilizam mais que uma solução. Nomeada-

mente, Dozier et al. [77] usam um algoritmo de selecção para um sistema evolutivo

com o fim de determinar caminhos admissíveis. Este algoritmo combina regras difu-

sas com o mecanismo de selecção numa perspectiva com vários objectivos. O algo-

ritmo disponibiliza ao operador caminhos alternativos de acordo com os objectivos

especificados. Outra aplicação usando regras difusas para obter um bom compor-

tamento no deslocamento foi desenvolvida por Gacôgne [78]. As regras permitem

ao robô determinar a sua direcção e velocidade sem seguir restrições precisas. Para

responder a um conjunto de soluções que se adeqúem ao problema em diversas

situações usam um algoritmo genético multi-objectivo. Por outro lado, Hocaoǧlu e
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Sanderson [79–81] propõem um algoritmo para determinar o caminho de aplicações

robóticas, tais como: robôs móveis, robôs articulados e para objectos de diferentes

geometrias. O algoritmo também pode fornecer caminhos alternativos para essas

aplicações. Para este efeito usam técnicas de nicho para gerar e preservar trajectó-

rias diferentes na população ao longo da evolução.

Os AGs são também usados em sistemas cooperantes. De facto, Cai e Peng [82] pro-

põem um AG cooperativo, co-evolutivo adaptativo para sistemas multi-robóticos.

O sistema é constituído por dois robôs móveis e tem como objectivo planear os ca-

minhos dos robôs de modo a efectuar uma tarefa. Existem uma população para

cada robô, que evolui internamente de forma independente; contudo, a coordena-

ção e a cooperação entre as populações é reflectida na função de aptidão de cada

população.

Existem também trabalhos de manipuladores móveis, i.e., manipuladores robóticos

montados em cima de veículos móveis. Chen e Zalzala [83] apresentam um algo-

ritmo que tem como finalidade optimizar o percurso da base móvel, a posição e a

configuração do manipulador, sem ocorrer qualquer colisão. O cálculo do caminho

é baseado no campo potencial discreto e tomando em consideração: a distância aos

obstáculos da base, o binário aplicado, a capacidade de manipulação e a distribui-

ção óptima do binário em relação ao manipulador. Outra aplicação com um robô

idêntico é apresentada por Chen e Zalzala [84] de modo a que o manipulador siga

um conjunto de pontos predefinidos. O problema é resolvido usando a cinemática

inversa e um método polinomial. O algoritmo procura minimizar o binário neces-

sário e maximizar a manipulabilidade do manipulador, sem que a base colida com

os obstáculos. Wu et al. [85] resolvem o problema usando um controlador genético

difuso onde o robô conhece parcialmente o ambiente.

Na tabela 4.1 encontram-se as principais características dos algoritmos referidos.

Onde a segunda coluna com o título “tempo real” indica que o algoritmo permite

efectuar ou recalcular a trajectória em tempo real. A terceira coluna menciona o
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objectivo principal da função objectivo. A coluna “Multi-objectivo” assinala os al-

goritmos que fornecem caminhos alternativos. A quinta e sexta coluna informam

se o ambiente inclui obstáculos e o tipo de ambiente. A coluna seguinte assinala se

o algoritmo usa regras difusas. Por fim é indicado se o robô tem incorporado um

manipulador e se existe mais que um robô no ambiente de trabalho.
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Xiao et al. x Distância - x Dinâmico - - -
Han et al. x Distância - x Dinâmico - - -

Controlo deRamírez et al. x
velocidade

- x Dinâmico - - -

Consumo de Discreto /Geimeinder e Gerke -
Energia

- x
Irregular

- - -

Dozier et al. - - x x - x - -
Gacôgne - - x x - x - -
Hocaoǧlu e Sanderson - - x x - - - -
Cai e Peng - Distância - x - - - x
Chen e Zalzala [83] Binário, Discreto
Chen e Zalzala [84]

-
manipulablidade

- x
-

- x -

Wu et al. x Distância - x Dinâmico x x -

Tabela 4.1. Aplicações de AGs na robótica móvel

4.5.2 Geração de trajectórias para manipuladores robóticos

Como foi referido anteriormente as trajectórias são compostas por uma sequência

de deslocamentos do braço robótico. Uma trajectória pode ser vista como uma

sequência de pontos nos quais o ponto terminal deve passar. Como resultado da

movimentação do braço, ao longo dos pontos discretos obtém-se uma trajectória

continua. Assim, a optimização da trajectória de um manipulador implica determi-

nar a combinação óptima dos pontos e das configurações intermédias (figura 4.3).
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Nesta secção são apresentadas algumas aplicações para gerar trajectórias de mani-

puladores robóticos.
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Figura 4.3. Trajectórias de um manipulador

Davidor [86] foi o primeiro a aplicar os AGs ao planeamento de trajectórias. Para

esse fim, usa um vector binário com comprimento variável para representar a tra-

jectória 3R1 e mede o seu desempenho através do erro entre a trajectória pretendida

e a realizada. Para determinar as configurações do manipulador usa a cinemática

inversa. Outra aplicação semelhante para um robô 7R é proposta por Nearchour e

Aspragathos [87]. Neste problema é considerado o movimento ponto-a-ponto do

manipulador robótico num ambiente com obstáculos. O problema consiste em ir

determinando a configuração que o manipulador deve adoptar para posicionar e

orientar o órgão terminal. Também Lavoie e Boudreau [88] resolvem um problema

semelhante para manipuladores com 7 ou 10 gdl. Na resolução do problema é usada

a cinemática inversa e o manipulador deve passar pelos pontos intermédios pré-

definidos. O algoritmo tem como objectivo minimizar o deslocamento angular do

manipulador sem colidir com os obstáculos do ambiente de trabalho. Por outro

lado, Doyle e Jones [89] propõem um AG para determinar as configurações sucessi-

vas de um manipulador. O algoritmo pesquisa o espaço das configurações de modo

a encontrar o melhor caminho. Lee et al. [90] apresentam duas aplicações usando

AEs, para um robô 2R. Uma aplicação é baseada em AGs, usando o método das

1Manipulador robótico constituído por três juntas rotacionais
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penalidades, e a outra adopta EEs incorporando técnicas heurísticas, usando escalo-

namento temporal para lidar com as restrições (relativas ao binário) nos actuadores

das juntas. Estes autores fazem, também, uma comparação com a programação não-

-linear.

Para além dos AGs também são usados outros algoritmos inspirados na natureza.

Kubota et al. [91, 92] usam um AE hierárquico para determinar a trajectória de um

manipulador redundante livre de colisões. O algoritmo é baseado na co-evolução

entre uma população de vírus e uma de hospedeiros e tem como objectivo minimi-

zar a distância e a potência requerida para efectuar a trajectória. Por outro lado, Luo

e Wei [93] resolvem o problema para um manipulador 3R baseando-se num sistema

de imunidade biológico. O problema é reduzido a um objectivo (agregando os vá-

rios objectivos) e a um parâmetro (tornando os valores das juntas dependentes deste

parâmetro).

Na geração de trajectórias o AG pode ser usado para determinar os pontos in-

termédios de polinómios temporais que as representam. Neste tipo de aplicações

consideram-se nulas as velocidades e as acelerações nos extremos. Nesta perspec-

tiva, Wei-Min e Yu-Geng [94] desenvolveram um método para manipuladores 2R

e 3R incorporando restrições cinemáticas, dinâmicas e de controlo. O método usa

polinómios de grau 4 e 5 e tem como objectivo determinar a trajectória que demora

menos tempo. Por outro lado, Wang e Zalzala [95] desenvolveram um algoritmo

para um robô industrial também com o objectivo de fornecer uma trajectória num

intervalo de tempo reduzido. Para esse fim, dividem o espaço das juntas numa

grelha, usam um polinómio de grau 6 e um AG binário com técnicas de pesquisa

heurísticas na sua resolução. Outra aplicação foi proposta por Tian e Collins [96]

que usam um AG binário e um polinómio cúbico na geração da trajectória de um

manipulador 2R para um ambiente com obstáculos pontuais.

Os AGs também são aplicados a sistemas com manipuladores cooperantes, ou seja,
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sistemas onde existe mais que um manipulador a operar. Rana e Zazala [97] pro-

põem uma técnica evolutiva com dois manipuladores. Este algoritmo minimiza a

duração das trajectórias de modo a evitar colisões entre os manipuladores. O pla-

neamento é realizado no espaço das juntas do manipulador, sendo a trajectória re-

presentada por vectores que guardam os pontos intermédios de splines polinomiais

cúbicas. Outro método é descrito por Ridao et al. [98] baseando-se num AE hí-

brido. O AG implementado tem como finalidade determinar a sequência de pontos

de sincronização de modo a minimizar a duração da trajectória. Para este efeito o

algoritmo usa caminhos dos manipuladores previamente determinados (por outros

algoritmos como a pesquisa local). Ali et al. [99] propuseram um método para dois

manipuladores 2R tridimensionais tendo como objectivo minimizar a distância per-

corrida sem colidir com os obstáculos. Uma outra aplicação, tendo como objectivo

minimizar a energia requerida, foi proposta por Garg e Kumar usando, simultanea-

mente, AGs e SA [100, 101].

No planeamento de trajectórias podem também ser aplicados AGMO. Assim, Ort-

mann [102] apresenta um problema multi-critério para determinar a trajectória de

um manipulador num ambiente com obstáculos. O algoritmo multi-objectivo é

usado para identificar múltiplas posições das juntas para uma trajectória.

Na tabela 4.2 encontram-se resumidas as principais diferenças entre os algoritmos

descritos. Assim, a segunda coluna “cinemática” indica como são utilizadas as equa-

ções da cinemática (D–directa, I–inversa ou não é referida). Na coluna seguinte é

assinalado o tipo de manipulador utilizado e se o ambiente inclui obstáculos. A co-

luna “objectivo” indica a principal componente da função de aptidão. De seguida é

referida a dimensão do espaço de trabalho e se o AG usa técnicas de co-evolução. Na

oitava coluna “cooperantes” indica se existe mais que um manipulador no espaço

de trabalho e o seu número. As colunas “dinâmica” e “interpolação polinomial”

indicam se são adoptadas as equações da dinâmica e funções polinomiais ou splines.

Por fim é dito se o algoritmos se baseiam em sistemas imunológicos e se usam AGs
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híbridos.
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Davidor I 3R - Distância
cartesiana

2D - - - - - -

Nearchour e
Aspragathos

I 7R S Distância
cartesiana

2D - - - - - -

Lavoie e
Boudreau

I 7;10R S Distância
angular

2D - - - - - -

Doyle e
Jones

3R S Distância
angular

2D - - - - - -

Lee et al. 2R - Duração da
trajectória

2D - - S - - -

Kubota et al. D 7 gdl S Distância e
Potência

3D S - S - - -

Luo e Wei I 3R - Distância
cartesiana

2D - - - - S -

Wei-Min e
Yu-Geng

I 2;3R - Duração da
trajectória

2D - - S S - -

Wang e
Zalzala

D 6R - Duração da
trajectória

3D - - - S - -

Tian e
Collins

I 2R S Distância
angular

2D - - - S - -

Rana e
Zazala

I 2;3R - Duração da
trajectória

2;3D - 2 S S - -

Ridao et al. 2;3R S Duração da
trajectória

2;3D - 2 - - - S

Ali et al. D 2R S Distância
cartesiana

3D S 2 S S - S

Garg e
Kumar

D 2R - Energia 2D - 2 S S - S

Ortmann D 3R - Oscilação
residual

3D - - - S - S

Tabela 4.2. Aplicações de AGs no planeamento de trajectórias para manipuladores robóti-
cos
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4.5.3 Selecção e síntese de manipuladores

A escolha de um manipulador robótico deve ter em atenção a tarefa a ser executada

e os obstáculos que se encontram no ambiente de trabalho. Um exemplo deste tipo

de aplicação é apresentado por Chedmail e Ramstein [103] que permite seleccionar,

dentro de um conjunto predefinido de robôs, qual o que se adequa melhor a uma

determinada tarefa.

Um outro problema consiste na síntese de robôs. Assim, trata-se de projectar um

manipulador robótico que satisfaça determinadas restrições ou que permita execu-

tar diferentes tarefas com o melhor desempenho possível. Uma aplicação para um

robô 3R foi apresentado por Kim e Khosla [104]. O projecto consiste em determinar

a trajectória e o comprimento dos elos usando um AG. Outra aplicação foi desenvol-

vida por Gallant e Bourdeau [105] para um manipulador RPR paralelo com 3 gdl,

tendo como objectivo obter um espaço de trabalho o mais parecido com o especifi-

cado, maximizar a sua destreza, e colocando os pontos singulares fora do ambiente

de trabalho. Também, Sobh et al. [106] apresentam uma aplicação web que permite

projectar um manipulador com 3 gdl tendo em atenção os parâmetros cinemáticos e

dinâmicos. O manipulador óptimo é aquele que apresenta maior manipulablidade,

menor erro de posição e de velocidade. Por outro lado, o trabalho de Kosinska et al.

[107] tem como objectivo determinar os parâmetros que conduzam a um espaço de

trabalho máximo ou com o melhor desempenho cinemático e dinâmico. O projecto

procura determinar três parâmetros geométricos essenciais para um manipulador

paralelo.

A síntese de um manipulador pode ser realizada a partir de um conjunto de mó-

dulos tais como elos e juntas pré-definidas. Neste tipo de aplicações encontra-se

a desenvolvida por Chocron e Bidaud [108] que consiste em determinar o local da

base e os módulos que constituirão o braço usando a cinemática e a geometria como

medida de desempenho. Outra aplicação semelhante é a de Han et al. [109] que usa

as equações da cinemática para determinar a configuração do robô e, numa segunda
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fase, adopta um AG para obter a trajectória óptima. Por outro lado, Bi e Zhang [110]

usam como índices de desempenho: a manipulabilidade, os erros e os binários má-

ximos nos pontos de trabalho e a distância percorrida.

Na síntese e planeamento de robôs flexíveis Zhu et al. [111] propuseram um AG

para determinar a estrutura e os parâmetros de controlo de um manipulador com 2

elos que melhor se adeque para uma determinada trajectória. Os índices de controlo

usados são a velocidade, a precisão do órgão terminal, a deflexão máxima permitida,

os binários máximos requeridos entre outros.

Na tabela 4.3 encontram-se realçadas as principais diferenças dos algoritmos des-

critos. A tabela indica o tipo de manipulador adoptado, o uso de módulos pré-

-definidos, o recurso às equações da dinâmica para a construção do manipulador,

os principais objectivos do projecto e, por fim, assinala-se quando o manipulador

tem uma estrutura flexível.
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Kim e Khosla 3R - - Tarefa
Gallant e Bourdeau RPR - - Tarefa

Sobh et al. - S Espaço de
trabalho

Kosinska et al. Paralelo - S Espaço de
trabalho

Chocron e Bidaud S - Geometria e
cinemática

Han et al. S - Tarefa
Bi e Zhang S S Binário e

manipulabilidade
Zhu et al. 2R - S Deflexão, binário e

precissão
S

Tabela 4.3. Aplicações de AGs na síntese de manipuladores robóticos
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4.5.4 Locomoção de robôs

Os AGs são bastante utilizados no estudo da locomoção através de robôs com pernas

(figura 4.4) onde, normalmente são adoptados para determinar um ciclo da locomo-

ção do robô. A trajectória de locomoção será depois composta pela parte inicial da

locomoção, pela repetição do ciclo e por uma parte que diz respeito à finalização do

movimento. Nesta secção são apresentadas algumas aplicações de AGs em sistemas

robóticos de locomoção.

~x

Figura 4.4. Locomoção de um robô de dois membros inferiores

Os AGs podem ser usados como ferramentas principais na geração de trajectórias

como nos exemplos seguintes. Parker et al. [112] desenvolveram um AG para um

robô de seis pernas. O algoritmo é responsável pelas três fases do deslocamento do

robô tendo como objectivo determinar um movimento suave. Outro algoritmo para

um robô de dois membros foi desenvolvido por Cabodevila e Abba [113] de modo a

obter um movimento autónomo com o menor dispêndio de energia possível. Outra

aplicação, recorrendo aos AGs e a PE, foi proposta por Arakawa e Fukuda [114].

O método hierárquico proposto é dividido em duas camadas: a camada PE, que

gere a configuração interpolada da locomoção bípede do robô, e a camada dos AGs,

que selecciona a configuração interpolada efectiva da locomoção bípede do robô,

com o objectivo de minimização da energia total dos actuadores. Na aplicação de

Luk et al. [115] é apresentado um algoritmo para controlar um robô, Robug IV,

de 8 patas. O método baseia-se na simulação evolutiva com o fim de optimizar as

margens de estabilidade na sequência de locomoção. O método tem como objectivo

determinar padrões ideais de locomoção e melhorar os sistemas de controlo bem
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como a estrutura do robô. Além disso, o algoritmo permite determinar a locomoção

do robô mesmo tendo um membro inoperante.

Existem outras aplicações onde os AGs têm um papel secundário, como é o caso

das aplicações de Lewis e Fagg [116] e de Fukuda et al. [117], onde os AGs são

usados para optimizar as redes neuronais que, por sua vez, geram o movimento dos

robôs. Por outro lado, Farritor e Dubowsky [118] propõem um AG para determinar

o melhor plano de acção realizável que um robô pode executar com sucesso. O

plano de acção é construído a partir de acções pré-definidas.

Na tabela 4.4 encontram-se realçadas algumas das características dos algoritmos re-

feridos. Assim, a tabela inclui o número de patas e os graus de liberdade de cada

robô. De seguida, na coluna “objectivo”, são indicados as principais optimizações

usadas nas funções de aptidão. Por fim indica-se se os algoritmos recorrem a redes

neuronais e a splines no planeamento do movimento.
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Parker et al. 6 2 Locomoção suave - - -
Cabodevila e Abba 2 5 Energia - - -
Arakawa e Fukuda 2 13 Energia - - S
Luk et al. 8 8 Margem de estabili-

dade, Estrutura do
robô

S - -

Lewis e Fagg 12 Locomoção suave - S -
Fukuda et al. 2 5;7;10 Locomoção suave,

Estabilidade
- S -

Farritor e Dubowsky 6 2 Seleccionar acções
pré-definidas
(distância e energia)

- - -

Tabela 4.4. Aplicações de AGs na locomoção de robôs
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4.5.5 Controlo de grippers robóticos

Os AGS podem ser aplicados no controlo de grippers. Um exemplo disso consiste no

controlador proposto por Erkmen e Durna [119] para manusear objectos através de

uma garra mecânica com cinco dedos. Os objectivos do mecanismo são: (1) segu-

rar o objecto até a posição final pré-definida; (2) gerar a sequência de configurações

óptimas do ponto de vista da manipulabilidade; e (3) manter a estabilidade sem

perder o contacto com o obstáculo. Outro exemplo é desenvolvido por Udawatta

et al. [120] com o fim de obter a acção de controlo óptima para um determinado

intervalo de tempo. Para este fim, é usado um conjunto de controladores elemen-

tares, dependendo dos elos ou variáveis de estado a controlar. Por outro lado, Yue

e Henrich [121] apresentam um método para manusear um objecto deformável de

modo a evitar vibrações bruscas. Na sua resolução usam um AG para determinar

os parâmetros que permitem ajustar o movimento da garra mecânica.

4.5.6 Calibração de manipuladores

Os AGs são também aplicados na calibração de robôs. Um trabalho nesta área foi

o proposto por Zhuang et al. [122, 123]. O trabalho tem como objectivo estimar os

parâmetros cinemáticos de um manipulador, através de AGs, tendo em vista a sua

calibração. O objectivo consiste em encontrar um conjunto de configurações onde

o erro cinemático observável, na posição e na orientação do manipulador, seja mí-

nimo. Para esse efeito, cada configuração gerada é movimentada para uma nova

posição/orientação e o erro, entre a nova posição e a posição desejada, é medido

através de duas câmaras. Outro trabalho é o de Calafiore et al. [124] que estudaram

vários aspectos relacionados com a calibração dinâmica, de um manipulador robó-

tico, desde a geração de trajectórias até à aquisição de dados, filtragem, estimação

dos parâmetros de inércia e de atrito. Por outro lado, um algoritmo híbrido para

optimizar o balanceamento do contra-peso de um manipulador robótico é proposto

por Coelho et al. [125, 126]. Na resolução do problema são optimizados os binários
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e as forças de reacção nas juntas usando um algoritmo multi-objectivo para obter

a frente de Pareto. O binário deve ser mínimo em todas as posições, velocidades e

acelerações.

4.5.7 Aplicações usando aprendizagem

Os AGs são também usados nos sistemas robóticos que seja requerida aprendiza-

gem. Nesta secção são apresentados dois trabalhos. O trabalho desenvolvido por

Berlanga et al. [127] usa um método co-evolutivo para evoluir controladores neuro-

nais de forma a evitar colisões com obstáculos em robôs Khepera. Esta arquitectura

é apresentada como um modo eficiente para aprender a evitar obstáculos usando

AGs. O segundo trabalho é proposto por Barberá e Skarmeta [128] que desenvolve-

ram uma plataforma de um robô de modo a executar tarefas de entregas em ambien-

tes fechados, sem qualquer conhecimento prévio do tipo de ambiente. Estes autores

usam um AE para ensinar um meta-controlador capaz de executar uma coordena-

ção eficiente do comportamento representado por agentes.

4.5.8 Outras aplicações

Para além das aplicações apresentadas anteriormente existem ainda alguns traba-

lhos que são descritos de seguida:

• Nakashima et al. [129] desenvolveram um método para controlar a vibração

de uma carrinha elevador, tendo como objectivo optimizar o ganho, a posição

e a aceleração para o movimento da base do robô. A optimização tem ainda

em vista a vibração da base do órgão terminal do manipulador bem como a

sua posição e sobre-elevação.

• Chapelle e Bidaud [130] usam um algoritmo evolutivo para determinar a equa-

ção que modela a cinemática inversa de um manipulador, com juntas do tipo
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rotacional e uma geometria arbitrária. A fórmula é determinada pela regressão

simbólica evolutiva usando um programa genético.

• Kalra et al. [131] apresentam um AG com codificação real, usando a cinemática

inversa, para determinar as configurações de um manipulador 2R. Para este

efeito usa técnicas de nicho para, assim, o algoritmo convergir para os dois

mínimos globais.

• Karla e Prakash [132] usam uma rede neuronal para obter a cinemática inversa

de um manipulador planar. Os pesos da rede são obtidos usando um AG com

codificação real.

4.6 Resumo

Neste capítulo foi apresentado o problema do planeamento de trajectórias e uma

classificação do tipo de planeamento. De seguida foram apresentadas formas de

representar os obstáculos. Por último, foram descritas várias aplicações robóticas

usando AGs, estruturando a revisão do estado da arte nos seguintes grupos:

• geração de trajectórias para robôs móveis,

• geração de trajectórias para manipuladores robóticos,

• selecção e síntese de manipuladores,

• locomoção de robôs,

• controlo de grippers robóticos,

• calibração de manipuladores,

• aplicações utilizando aprendizagem,

• outras aplicações.
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5
Optimização de
trajectórias em tempo real
para um manipulador 2R

5.1 Introdução

Neste capítulo é proposto um algoritmo tendo em vista a geração de trajectórias para

um manipulador 2R, em tempo real. O algoritmo tem como objectivo minimizar

o deslocamento angular/linear e a oscilação residual da velocidade angular/linear,

sem exceder o binário máximo permitido pelos motores das juntas. Para além destas

optimizações o algoritmo permite minimizar a duração da trajectória ou da energia

requerida ao manipulador quando este executa a tarefa pretendida.

O método proposto usa um AG que calcula previamente as possíveis trajectórias

entre todas as células em que o espaço é dividido. As trajectórias encontradas são

armazenadas em diversas árvores. Deste modo, quando uma trajectória é necessá-

ria, esta é rapidamente construída a partir dessas árvores.

Nesta ordem de ideias o presente capítulo é organizado da seguinte maneira. Na

secção 5.2 é descrito o problema que se pretende resolver. De seguida, é proposta a

representação usada pelo AG para determinar as trajectórias e os operadores genéti-

cos, respectivamente nas secções 5.3 e 5.4. Na secção 5.5 é apresentado o método de
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avaliação das trajectórias e na secção 5.6 é descrito a forma de armazenamento das

trajectórias usando um conjunto de árvores. De seguida, é apresentado o algoritmo

que permite reconstruir as árvores armazenadas. Na secção 5.8 são ilustrados os

resultados de alguns testes. Por último, na secção 5.9 são enumeradas as principais

conclusões.

5.2 Formulação do problema

Neste trabalho é considerado um manipulador constituído por dois elos que se pre-

tende mover entre um determinado ponto inicial e um ponto final. Devido ao ele-

vado peso computacional envolvido no planeamento das trajectórias este processo

é previamente executado.

Para este fim é proposto um esquema capaz de fornecer uma trajectória óptima em

tempo real sempre que for necessário. Assim, é estabelecida uma grelha que divide

o ambiente de trabalho do manipulador em várias células. De seguida, usando um

AG, são calculadas todas as trajectórias entre cada par de células da grelha. Posteri-

ormente, as trajectórias obtidas são discretizadas, i.e., cada configuração, ci, de uma

trajectória é substituída pela configuração em que o órgão terminal coincide com o

centro da célula à qual a configuração ci pertence. Os resultados são guardados em

diversas árvores. Cada célula contribui com uma árvore que guarda a informação

de todas as trajectórias cujo órgão terminal incida nessa célula. Obviamente, à me-

dida que se aumenta a resolução da grelha maior é a precisão e a semelhança com a

trajectória continua (i.e., com a trajectória não-discretizada).

5.3 Representação da trajectória

Inicialmente é usando um AG para calcular as trajectórias entre todas as células

do ambiente de trabalho. Para esse fim, a trajectória é codificada num vector de
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valores reais conforme ilustra a figura 5.1. Assim, as trajectórias são codificadas

directamente pelo AG num vector de juntas (5.1):

[
∆t, (q

(1,T)
1 , q

(1,T)
2 ), . . . , (q

(j,T)
1 , q

(j,T)
2 ), . . . , (q

(m−2,T)
1 , q

(m−2,T)
2 )

]
(5.1)

A junta i na posição intermédia j e na geração T é designada por q
(j,T)
i . O vector (5.1)

é constituído por m− 2 configurações e cada configuração é formada pelos dois va-

lores relativos às posições das juntas. Os valores, q
(j,0)
i , são inicializados no intervalo

]− π, +π]. Como as configurações inicial e final se mantêm inalteradas durante a

pesquisa do AG, estas não são codificadas no vector (5.1). O parâmetro ∆t é intro-

duzido no vector para especificar o tempo entre duas configurações consecutivas.

Após o AG ter encontrado uma solução, esta é discretizada e inserida nas árvores

correspondentes às células por onde esta trajectória passa.
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(m−1,T)
2

Figura 5.1. Codificação da trajectória
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5.4 Operadores usados no algoritmo genético

A população inicial é gerada aleatoriamente e, de seguida, a pesquisa é efectuada

através dessa população. Os três operadores usados no planeador genético são: a

reprodução, o cruzamento e a mutação, descritos de seguida. O operador de re-

produção, por analogia com os sistemas biológicos, baseia-se no desempenho dos

elementos da população. Neste caso, é usado uma selecção por torneio-5 [41] de

modo a escolher os vectores que darão origem à geração seguinte. Para o operador

de cruzamento, os elementos são agrupados em pares, nos quais o operador de cru-

zamento de ponto simples é executado sobre cada par. O ponto de cruzamento só

pode ocorrer entre configurações (i.e., o operador de cruzamento não pode “cortar”

uma configuração ao meio). O operador de mutação consiste em modificar vários

parâmetros, nomeadamente, o tempo entre duas configurações, ∆t, e os ângulos

das juntas. Assim, o operador de mutação substitui o valor ∆t ou um valor da junta,

q
(j,T)
i , com uma probabilidade de mutação pm. O novo valor vi = {∆t, q

(j,T+1)
i } é ob-

tido através da expressão v
(T+1)
i = q

(T)
i ±N(0; 1/

√
2π), onde N representa a função

de distribuição normal.

5.5 Critério de avaliação

O desempenho das trajectórias é medido por dois critérios principais que são usados

para decidir o tipo de trajectória pretendido, nomeadamente a duração da trajectó-

ria, tt, ou a energia consumida Ea. Para além destes índices, são adicionados outros

índices para avaliar a qualidade da trajectória do manipulador robótico. Todos es-

tes índices são projectados em funções de penalidade que devem ser minimizadas.

Cada índice é calculado individualmente e posteriormente usado na função de ap-

tidão. Inicialmente, antes de ser calculado algum índice, são removidos todos os

eventuais deslocamentos (q(j+1,T)
i − q

(j,T)
i ) superiores a π rad. A função de apti-

dão f adoptada para calcular as trajectórias candidatas é definida pela equação (5.2)
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onde os índices fCP, fq, fq̇ , fp , f ṗ e fsc são formulados de seguida:

f = β1 fCP + β2 fq̇ + β3 fq̈ + β4 fp + β5 f ṗ + β6 fsc (5.2)

A optimização consiste em encontrar um conjunto de parâmetros que minimiza f

de acordo com as prioridades atribuídos pelos factores de pesos βi (i = 1, .., 6).

O índice fCP (5.3) fornece uma medida da duração da trajectória tt ou da energia re-

querida Ea, dependendo no critério adoptado. O critério de energia usado para esta

análise é a média da energia mecânica requerida durante o tempo total da trajectória

tt [133].

fCP =






tt = m∆t, optimização do tempo

Ea =
m−1
∑

j=0

2
∑

i=1
|τj∆q

j
i |, optimização da energia

(5.3)

O índice fq é usado para minimizar a distância angular percorrida pelo manipula-

dor robótico dando origem à equação (5.4). Esta equação é usada para optimizar

a distância percorrida, pois para uma função y = g(x) o comprimento da função

é
∫

[1 + (dg/dt)2]dx e, consequentemente, para minimizar a distância da função é

adoptada a expressão simplificada (dg/dt)2dx.

fq =
m−1

∑
j=1

2

∑
i=1

(
q̇
(j,T)
i

)2
(5.4)

A função fq̇ é usada para minimizar a oscilação residual da velocidade angular do

manipulador através do critério:

fq̇ =
m

∑
j=1

2

∑
i=1

(
q̈
(j,T)
i

)2
(5.5)

O critério fp é introduzido na função de aptidão f para minimizar o comprimento
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total da trajectória. Este índice é definido pela equação (5.6) sendo o parâmetro

p(w,T) a posição cartesiana w do órgão terminal na geração T e d(., .) a função que

mede a distância entre os dois argumentos.

fp =
m−1

∑
j=1

d
(

p(j,T), p(j−1,T)
)2

(5.6)

A utilização da função f p̈ (5.7) na expressão de aptidão é responsável pela minimi-

zação da oscilação residual da velocidade cartesiana do órgão terminal.

f ṗ =
m−1

∑
j=2

∣∣∣d
(

pj, pj−1
)
− d

(
pj−1, pj−2

)∣∣∣
2

(5.7)

O índice fsc (5.8) representa a actuação em excesso relativamente ao binário máximo

τi max, que o motor i consegue fornecer. As equações da dinâmica para um manipu-

lador de dois elos podem ser facilmente obtidas pelo Lagrageano [134].

fsc =
m−1

∑
j=0

(
f

j
1 + f

j
2

)
(5.8a)

f
j
i =





0, se

∣∣∣τ j
i

∣∣∣ < τi max∣∣∣τ j
i

∣∣∣− τi max, outros casos
(5.8b)

5.6 Representação de trajectórias com árvores

Como foi anteriormente mencionado, o ambiente de trabalho é dividido numa gre-

lha de células. A cada célula resultante dessa divisão é atribuída uma árvore que

armazena a informação relativa a todas as trajectórias do manipulador, cujo órgão

terminal das configurações incida sobre essa célula. Posteriormente, as trajectórias

obtidas são discretizadas, ou seja, cada configuração, ci, de uma trajectória é substi-

tuída pela configuração em que o órgão terminal coincida com o centro da célula à
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qual a configuração ci pertence.

Por exemplo, a figura 5.2 ilustra uma grelha 4× 4, a árvore correspondente à célula

0101 e a informação da folha correspondente a trajectória entre as células (01, 00)

e (11, 10). A coordenada da folha, 01001110, é formada pelas células inicial e final:

[célula inicial: célula final]. A informação guardada na folha é: (i) o número de

configurações da trajectória em que o órgão terminal incida na célula e (ii) o nú-

mero da próxima célula. Quando todas as trajectórias forem determinadas e as suas

amostras guardadas no grupo das árvores, é chamado o algoritmo podador. Este

algoritmo substitui todos os ramos que contenham a mesma informação por uma

das suas folhas. No exemplo da figura 5.3 a folha l substitui o ramo n.

Informação da
trajectória:
Ponto inicial: 0100
Ponto final: 1110
coordenada da folha:
01001110

Informação da folha {2, 1001}
{2}: Duas posições do órgão terminal
incidem nesta célula
{1001}: Célula da trajectória seguinte

{2, 1001}

00

00

01

01 10

10

11

11

i

f

0

0

0

0

0

0

0

1

1

1

1

1

1

1

0 1

Figura 5.2. Ambiente de trabalho com grelha 4× 4 e a árvore da célula 0101

5.7 Reconstrução das trajectórias

A fase em tempo real consiste na reconstrução da trajectória entre a posição actual e

a meta desejada. O algoritmo de reconstrução desenvolvido baseia-se nos seguintes

pontos:
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n


l
 m


0


0
 1


1


{3, 
1
0
0
1
}
 {3, 
1
0
0
1
}


(a) Árvore inicial

0
 1


{3, 
1
0
0
1
}


l


(b) Árvore após ser po-
dada

Figura 5.3. Podador da árvore no nó n

1. Calcula a coordenada da folha utilizando as coordenadas dos pontos inicial e

final;

2. Usa a árvore correspondente ao ponto inicial como a árvore de pesquisa cor-

rente;

3. Na árvore corrente, segue a coordenada da folha até a alcançar;

4. Quando atingir a folha, fornece o número de pontos que a trajectória perma-

nece na célula. Esta folha também indica a próxima célula (árvore) que será

pesquisada;

5. Repetir os passos 3 e 4 até encontrar a folha relativa à célula de destino;

6. Finalmente, a trajectória é reconstruída a partir das configurações das árvores

(células) visitadas e dos números previamente devolvidos pelas folhas.

5.8 Resultados das simulações

Esta secção apresenta o resultado de dois conjuntos de simulações. As experiên-

cias consistem em deslocar um manipulador robótico desde o ponto inicial A até

ao ponto final B, usando dois critérios principais de optimização, nomeadamente, a

duração da trajectória tt e a energia requerida pelo manipulador Ea.
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O algoritmo adopta probabilidades de cruzamento e de mutação de pc = 0,8 e de

pm = 0,05, respectivamente, e uma população com 100 elementos de configurações

intermédias. Nas experiências são usados vectores de dimensão 7 (m = 9) para as

trajectórias. O operador de selecção é o torneio-5 com elitismo. Nas simulações, os

elos do robô têm um comprimento de 1 m, as juntas são livres de rodar 2π rad e o bi-

nário máximo permitido aos actuadores das juntas é de τ1 max = 16 Nm e τ2 max = 5

Nm para as juntas 1 e 2, respectivamente. O tempo entre duas configurações conse-

cutivas é restringido ao intervalo 0,05 ≤ ∆t ≤ 1,60 s.

5.8.1 Resultados da primeira simulação

A tabela 5.1 contém a informação referente ao ambiente de trabalho e à trajectória

desta simulação. A trajectória consiste em deslocar o manipulador do terceiro até

ao primeiro quadrante. A primeira coluna indica o número de células nC no qual o

ambiente de trabalho está dividido, as restantes colunas indicam os pontos iniciais e

finais das trajectórias. Estas coordenadas correspondem à discretização dos pontos

iniciais e finais da trajectória contínua.

Tabela 5.1. Informação do ambiente de trabalho e da trajectória

Células (nC) Ponto inicial A Ponto final B

4 (−1,00;−1,00) (+1,00; +1,00)
16 (−1,50;−0,50) (+1,41; +1,41)
64 (−1,25;−0,25) (+1,25; +1,25)

256 (−1,13;−0,13) (+1,38; +1,38)
+∞ (Contínua) (−1,00;−0,20) (+1,40; +1,40)

Optimização da duração da trajectória

Esta secção apresenta o resultado da simulação quando se optimiza a duração da tra-

jectória tt. O intervalo de tempo, entre duas configurações, resultante é de ∆t = 0,05

s e os valores resultantes da função de aptidão são de {nC : f} ≡ {4 : 200,6; 16 :
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117,4; 64 : 40,3; 256 : 25,0; 8 : 21,2}. Da figura 5.4 até à figura 5.7 estão ilustradas as

trajectórias resultantes do manipulador para as diferentes discretizações do ambi-

entes de trabalho.
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Figura 5.4. Trajectória contínua no plano {x,y}
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(b) Junta 2

Figura 5.5. Posição das juntas do robô vs. tempo, nC = {+∞, 4, 16, 64, 256}

Para os diferentes níveis de discretização do ambiente de trabalho do robô, a junta 1

tem sempre o mesmo tipo de comportamento, enquanto que a trajectória da junta 2 é

mais sensível. Nos casos onde nC = 64 e nC = 256 são aqueles em que as trajectórias

mais se aproximam da trajectória continua como era de esperar. O tempo obtido

∆t = 0,05 s é o valor mais baixo que o AG permite.

Após a quantificação do ambiente de trabalho algumas das trajectórias deixam de
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Figura 5.6. Binários das juntas do robô vs. tempo, nC = {+∞, 4, 16, 64, 256}
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Figura 5.7. Energia Ea(t) vs. tempo para a optimização tt, nC = {+∞, 4, 16, 64, 256}

satisfazer o valor do binário máximo que o motor permite fornecer. De facto, obte-

mos {nC; τ1; t} ≡ {4; 17,06; 0,30} e {nC; τ1; t} ≡ {16; 16,60; 0}. A tabela 5.2 mos-

tra os resultados de alguns critérios de erro relativamente à energia Ea, nomeada-

mente o integral quadrático (CEIQ), o integral quadrático multiplicado pelo tempo

(CEIQT), o integral absoluto (CEIA) e o integral absoluto multiplicado pelo tempo

(CEIAT). O erro consiste na diferença entre a energia requerida pela trajectória quan-

tificada e a trajectória contínua. Em todos os critério o erro da energia diminui com

o aumento do valor de nC, como era de esperar.
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Tabela 5.2. Desempenho vs. quantificação para a optimização tt

Critério nC = 4 nC = 8 nC = 16 nC = 256
CEIQ (×1011) 1,81 0,11 0,01 0,01
CEIQT (×1010) 1,12 0,17 0,01 0,01
CEIA (×1005) 1,98 0,50 0,17 0,15
CEIAT (×1004) 1,33 0,66 0,10 0,10

Optimização da energia requerida pelo manipulador

Esta secção apresenta as simulações para a optimização quando fCP = Ea. O tempo

entre duas trajectórias resultantes é de ∆t = 0,22 s e o valor de aptidão é de {nC :

f} ≡ {4 : 93,1; 16 : 63,2; 64 : 33,0; 256 : 13,6; 8 : 12,3}. Os resultados estão ilustrados

nas figuras 5.8-5.11.
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Figura 5.8. Trajectória contínua no plano {x,y}

Nesta secção, apenas as experiências com nC = 256 e nC = 64 satisfazem os li-

mites dos binários requeridos. De facto, foi obtido {nC; τ1; t} ≡ {4; 17,1; 1,54} e

{nC; τ1; t} ≡ {16;−16,1; 0}.

5.8.2 Resultados da segunda simulação

Esta secção apresenta outra simulação com uma trajectória diferente, do segundo

para o quarto quadrante, onde os dados se encontram na tabela 5.4. Esta simulação
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Figura 5.9. Velocidade angular das juntas do robô vs. tempo, nC = {+∞, 4, 16, 64, 256}
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Figura 5.10. Binário das juntas do manipulador vs. tempo, nC = {+∞, 4, 16, 64, 256}
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Figura 5.11. Energia Ea(t) vs. tempo para a optimização Ea, nC = {+∞, 4, 16, 64, 256}
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Tabela 5.3. Desempenho vs. quantificação para a optimização Ea

Critério nC = 4 nC = 8 nC = 16 nC = 256
CEIQ (×107) 1,04 0,14 0,004 0,002
CEIQT (×106) 2,30 0,56 0,02 0,01
CEIA (×103) 3,10 1,25 0,20 0,15
CEIAT 872,53 479,50 90,78 78,18

usa os mesmos parâmetros que a simulação anterior.

Tabela 5.4. Informação do ambiente de trabalho e da trajectória

Células (nC) Ponto inicial A Ponto final B

4 (−1,00; +1,00) (+1,00;−1,00)
16 (−1,41; +1,41) (+1,50;−0,50)
64 (−1,25; +1,25) (+1,25;−0,75)

256 (−1,38; +1,13) (+1,13;−0,88)
+∞ (Contínua) (−1,25; +1,25) (+1,25;−0,75)

Nas secções seguintes são apresentados os resultados para a optimização da dura-

ção da trajectória tt e para a energia requerida pelo manipulado Ea.

Resultados da optimização da duração da trajectória

Esta secção apresenta os resultados da simulação quando se optimiza a duração da

trajectória, tt. Analogamente à secção 5.8.1, o intervalo de tempo resultante entre

duas configurações é de ∆t = 0,05 segundos. Os valores resultantes da função de

aptidão são de {nC : f} ≡ {4 : 353,3; 16 : 179,4; 64 : 40,8; 256 : 29,9; 8 : 26,3}.
Nas figuras 5.12-5.15 encontram-se as trajectórias resultantes do manipulador para

as diferentes discretizações do ambiente de trabalho.

Também nestas simulações, para os diferentes níveis de discretização, a junta 1 tem

sempre o mesmo tipo de trajectória, enquanto que a trajectória da junta 2 é mais

sensível. Também aqui, os casos nC = 64 e nC = 256 são os que se aproximam mais
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Figura 5.13. Posição das juntas do robô vs. tempo, nC = {+∞, 4, 16, 64, 256}

da trajectória continua como seria de esperar.

Nesta simulação, após a quantificação do ambiente de trabalho algumas das tra-

jectórias também violam o binário máximo que os motores podem fornecer. De

facto, foi obtido {nC; τ1; t} ≡ {4; 17,60; 0,15}, {nC; τ1; t} ≡ {4; 16,53; 0,25} e

{nC; τ2; t} ≡ {4; 5,38; 0,35}. A tabela 5.5 apresenta os resultados dos critérios de

erro referidos anteriormente.

Resultados da simulação quando se optimiza a energia Ea

Esta secção apresenta as simulações quando se optimiza o critério Ea. O tempo

entre duas configurações sucessivas obtido é de ∆t = 0,71 s e o valor de aptidão é
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Figura 5.14. Binários das juntas do robô vs. tempo, nC = {+∞, 4, 16, 64, 256}
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Figura 5.15. Energia Ea(t) vs. tempo para a optimização tt, nC = {+∞, 4, 16, 64, 256}

Tabela 5.5. Desempenho vs. quantificação para a optimização tt

Critério nC = 4 nC = 8 nC = 16 nC = 256
CEIQ (×1011) 2,10 0,29 0,02 2,5× 10−3

CEIQT (×1010) 1,65 0,15 0,03 8,0× 10−4

CEIA (×105) 2,06 0,90 0,19 0,08
CEIAT (×104) 1,71 0,63 0,23 0,05

120



Resultados das simulações

de {nC : f} ≡ {4 : 93,1; 16 : 93,1; 64 : 65,6; 256 : 17,1; 8 : 12,8}. Os resultados estão

ilustrados nas figuras 5.16-5.19.
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Figura 5.16. Trajectória contínua no plano {x,y}
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Figura 5.17. Velocidade angular das juntas do robô vs. tempo, nC = {+∞, 4, 16, 64, 256}

Nesta secção, apenas a experiência com nC = 256 satisfaz os limites dos binários re-

queridos. De facto, para os restantes valores foi obtido {nC; τ1; t} ≡ {4; 17,06; 3,55},
{nC; τ2; t} ≡ {4; 5,74; 4,97}, {nC; τ2; t} ≡ {4; 5,29; 5,78}, {nC; τ1; t} ≡ {16; 16,10;

3,55}, {nC; τ1; t} ≡ {16; 18,22; 4,26} e {nC; τ1; t} ≡ {64; 16,27; 3,55}.
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Figura 5.18. Binário das juntas do manipulador vs. tempo, nC = {+∞, 4, 16, 64, 256}
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Figura 5.19. Energia Ea(t) vs. tempo para a optimização Ea, nC = {+∞, 4, 16, 64, 256}

Tabela 5.6. Desempenho vs. quantificação para a optimização Ea

Critério nC = 4 nC = 8 nC = 16 nC = 256
CEIQ (×104) 6,81 5,16 0,94 0,23
CEIQT (×104) 2,60 4,03 0,33 0,22
CEIA 502,1 375,3 178,9 82,4
CEIAT 379,2 214,4 122,3 74,1
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5.8.3 Análise dos resultados

As trajectórias robóticas encontradas são satisfatórias pois têm um comportamento

suave, tanto no deslocamento como na velocidade, particularmente no caso contí-

nuo. Para os diferentes tipos de optimização (i.e., tt e Ea) são obtidos valores nu-

méricos para os índices que parecem ser próximos dos mínimos globais. Por outro

lado, à medida que o número de células aumenta são obtidos resultados próximos

do caso contínuo. De facto, em termos práticos pode dizer-se que para nC = 64 os

resultados são praticamente idênticos ao caso contínuo. No que concerne ao tempo

de reconstrução das trajectórias este é desprezável tornando esta aproximação ade-

quada para implementações em tempo real.

5.9 Sumário e conclusões

Foi apresentado, um planeador de trajectórias em tempo real, baseado na cinemá-

tica e na dinâmica de manipuladores robóticos. Uma vez que o AG usa a cinemática

directa, os pontos singulares não constituem problema. O planeador é constituído

por duas fases, a primeira efectuada previamente, calcula todas as trajectórias pos-

síveis entre as células, a segunda etapa corresponde à reconstrução em tempo real

de uma trajectória requerida. O algoritmo é capaz de determinar uma trajectória

com uma oscilação residual reduzida quer no deslocamento quer na velocidade do

manipulador robótico. O planeador pode fornecer as trajectórias com duração ou

energia requerida pequena dependendo da optimização solicitada.
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6 Optimização de estruturas
robóticas

6.1 Introdução

Neste capítulo é proposto um algoritmo genético para gerar a estrutura robótica

de um manipulador que melhor se adeqúe à execução de determinadas tarefas. O

algoritmo tem como objectivo determinar a estrutura robótica de modo a que as

trajectórias efectuadas tenham deslocamentos e velocidades angulares/cartesianas

suaves sem ocorrerem colisões com qualquer obstáculo do ambiente de trabalho.

Na resolução do problema é usado um algoritmo genético hierárquico, isto é, um

algoritmo incorporando numa camada superior um AG que optimiza as estruturas

robóticas. Por sua vez, este AG invoca outros AGs que se encontram numa camada

inferior. Os AGs que se encontram nesta segunda camada permitem determinar e

optimizar a trajectória com o fim de medir o desempenho dos vectores da população

do AG da camada superior.

Nesta ordem de ideias, na secção 6.2 é descrito o algoritmo hierárquico usado para

resolver o problema. Na secção 6.3 é proposto um algoritmo que gera estruturas
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com juntas do tipo rotacional. De seguida, na secção 6.4 o algoritmo é generali-

zado para suportar juntas prismáticas. Na secção 6.5 é proposto um algoritmo para

gerar estruturas sob o ponto de vista de optimização multi-objectivo. Por último,

na secção 6.8 são enumeradas as principais conclusões que decorrem do trabalho

desenvolvido.

6.2 Algoritmo hierárquico

Na resolução do problema em questão é usado um AG hierárquico (AGH), apresen-

tado no algoritmo 6.1 e ilustrado na figura 6.1. O AG principal é usado para determi-

nar a estrutura robótica e é denominado AG das estruturas. Num segundo nível são

executados dois AGs diferentes. Um deles é executado duas vezes para determinar a

configuração inicial e final do manipulador (AG das configurações), respectivamente.

O segundo AG, designado AG das trajectórias, é invocado para determinar as confi-

gurações intermédias entre as duas configurações calculadas previamente pelo AG1

das configurações.

Geração aleatória da população;1

repetir2

cruzamento;3

mutação;4

fusão;5

duplicação;6

Avaliação = AG1(Conf. Inicial)+AG1(Conf. Final)+AG2(Trajectória)7

até enquanto condição de finalização falsa;8

Algoritmo 6.1. AGH para a definição da estrutura robótica

Para testar eventuais colisões entre o manipulador e os obstáculos, as configurações

da trajectória são discretizadas em diversos pontos. Posteriormente, esses pontos

são testados com o fim de verificar se se encontram dentro de algum obstáculo, (pna

– número de pontos dentro de um obstáculo, ver figura 6.2).
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Figura 6.1. Algoritmo hierárquico: Ilustração da topologia populacional adoptada

Obstáculo

pna = 4

Figura 6.2. Discretização de uma configuração da trajectória, com nap = 4

6.3 Síntese de manipuladores com juntas do tipo rota-
cional

6.3.1 Introdução

Nesta secção são considerados manipuladores robóticos apenas com juntas rotacio-

nais, abreviatura designada por R. Assim, o algoritmo tem como objectivo determi-

nar a estrutura que obtenha o melhor desempenho quando este se desloca entre o
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conjunto de pontos A e o conjunto B. Nas experiências são considerados manipu-

ladores de 1 a 4 graus de liberdade (gdl). O comprimento dos elos é restringido ao

intervalo [0; 4] m, e as juntas são livres de rodar sem restrições em torno dos seus

eixos. Consequentemente, o ambiente de trabalho é um circulo com 16 metros de

raio, que poderá ter obstáculos circulares e/ou rectangulares.

6.3.2 Representação

A estrutura robótica, na geração T, é codificada pelo vector (6.1) onde li é o compri-

mento do elo i, no intervalo [0; 4] m. Com vista a limitar o tempo computacional,

o número de gdl é limitado a k ≤ 4. Neste trabalho todas as variáveis inerentes à

optimização das estruturas robóticas são codificados através de valores reais.

S = {l(T)
1 , . . . , l

(T)
i , . . . , l

(T)
k } (6.1)

As configurações inicial e final são codificados pelo vector (6.2). Por outro lado, a

trajectória é representada, directamente, no espaço das juntas pelo vector (6.3).

{q(T)
1 , . . . , q

(T)
k } (6.2)

{(q
(1,T)
1 , . . . , q

(1,T)
k ), . . . , (q

(j,T)
1 , . . . , q

(j,T)
k ), . . . , (q

(n−2,T)
1 , . . . , q

(n−2,T)
k )} (6.3)

O vector da trajectória, na geração T, é constituído por n− 2 genes (configurações)

e cada gene é formado por k valores. Sendo q
(j,T)
i a variável das juntas i na posição

intermédia j. Os valores das juntas q
(j,0)
i são inicializados no intervalo ]− π; π]. As

configurações inicial, q(0,T), e final, q(n−1,T), calculadas previamente pelo AG1, não

são codificadas na trajectória uma vez que se mantêm inalteradas nesta etapa. Por

simplicidade e sem restringir o problema, o tempo entre duas trajectórias consecu-

tivas é considerado normalizado de ∆t = 1 s pois pode-se fazer, se necessário, um
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reescalonamento dos tempos.

6.3.3 Operadores genéticos utilizados

As populações iniciais são geradas aleatoriamente. E de seguida, a pesquisa é con-

duzida a partir destas populações. Os operadores usados no planeador são: a re-

produção, o cruzamento, a mutação, a fusão e a duplicação, descritos de seguida.

No que concerne ao operador de reprodução, as sucessivas gerações de vectores são

reproduzidos baseados nos seus valores de aptidão. A selecção dos vectores pro-

genitores que vão participar na geração da nova população é efectuada utilizando

a técnica por torneio com cinco elementos, submetida a elitismo. O operador de

cruzamento adoptado consiste no operador de ponto simples sendo permitido ape-

nas executar o cruzamento entre genes. O operador de mutação tem a seu cargo

várias acções, nomeadamente a modificação do comprimento dos elos e a modifi-

cação dos valores da juntas. Assim, o operador de mutação, substitui um valor, de

acordo com uma probabilidade, segundo a equação (6.4), onde: ϕi e ψi são números

uniformemente aleatórios e km é um parâmetro que ajusta o grau de mutação.

q
(j,T+1)
i = q

(j,T)
i + km ϕi (6.4a)

l
(T+1)
i = l

(T)
i + kmψi (6.4b)

{ϕi, ψi} ∼ U[−1; 1] (6.4c)

Na iteração do AG das estruturas dois operadores entram em acção, aleatoriamente.

Um duplica um determinado gene enquanto que o outro remove ao acaso um gene

com probabilidades pd e pr, respectivamente. Estes operadores permitem que a

pesquisa não se limite a manipuladores robóticos com o número de juntas constante.
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6.3.4 Critério de avaliação

Com o fim de avaliar o desempenho das estruturas, são usados vários critérios para

classificar os manipuladores robóticos envolvidos nas operações. Todas as restri-

ções e critérios são introduzidos na função objectivo para serem minimizados. Cada

critério é calculado individualmente e posteriormente são agregados na função de

aptidão. Assim, a função de aptidão adoptada para medir o desempenho dos robôs

candidatos é a seguinte:

f = α1 fT + α2 fI + α3 fF (6.5a)

fT =

{
β1 fq + β2 fq̇ + β3 fp + β4 f ṗ, pna = 0

+∞, pna 6= 0
(6.5b)

onde: αi e β j, i = 1, 2, 3; j = 1, . . . , 4; são factores de peso que indicam a importân-

cia relativa de cada um dos critérios. As funções fI e fF fornecem uma medida da

distância entre os pontos inicial e final desejados e os pontos alcançados pelo mani-

pulador. As funções fq, fq̇, fp, f ṗ e pna são definidas de seguida. A finalidade da

optimização consiste em encontrar o conjunto de parâmetros que minimizem f de

acordo com os coeficientes αi pré-seleccionados (i = 1, 2, 3).

fq =
n−1

∑
j=0

k

∑
l=1

(
q̇
(j∆t,T)
i

)2
(6.6a)

fq̇ =
n−1

∑
j=0

k

∑
l=1

(
q̈
(j∆t,T)
i

)2
(6.6b)

fp =
n−1

∑
j=1

d
(

pj, pj−1
)2

(6.6c)

f ṗ =
n−1

∑
j=2

∣∣∣d
(

pj, pj−1
)
− d

(
pj−1, pj−2

)∣∣∣
2

(6.6d)
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Tabela 6.1. Lista de trajectórias, para a síntese de manipuladores com juntas rotacionais
Trajectória rk Ponto inicial Ai Ponto final Bi

r1 (+2, 0; +2, 0) (−1, 0; +2, 0)
r2 (−1, 0; +2, 0) (+1, 0; +1, 0)
r3 (−0, 5; +0, 0) (−1, 0; +0, 0)
r4 (+3, 0;−1, 0) (+1, 5;−1, 0)

A função, fq, (equação 6.6a) é usada para minimizar o deslocamento angular percor-

rido pelo manipulador. O índice, fq̇, (equação 6.6b) é responsável pela redução da

oscilação residual da velocidade angular. O critério, fp, (equação 6.6c) é introduzido

na função de aptidão para optimizar o deslocamento linear do órgão terminal do

manipulador. A função d(., .) calcula a distância entre os dois argumentos. Por fim,

a função , f ṗ, (equação 6.6d) tem como objectivo diminuir a oscilação da velocidade

linear do órgão terminal do manipulador. Por último, a variável pna fornece uma

medida do conflito existente entre a trajectória e os obstáculos.

6.3.5 Resultados das simulações

Nesta secção são apresentados os resultados de várias simulações que consistem em

deslocar o braço robótico desde o ponto inicial A até ao ponto final B (tabela 6.1),

para dois tipos de situações:

• O algoritmo optimiza uma estrutura do robô para cada uma das rk (k = 1, . . . , 4)

trajectórias (optimização em série), considerando uma trajectória de cada vez

sequencialmente;

• O algoritmo optimiza a estrutura do manipulador para o conjunto de rk (k =

1, . . . , 4) trajectórias (optimização em paralelo), considerando todas as trajectó-

rias simultaneamente. A estrutura resultante desta optimização realiza todas

as trajectórias. Assim, o desempenho da estrutura é a soma individual do de-

sempenho da estrutura quando executa cada uma das trajectórias.
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Na resolução do problema proposto, o algoritmo adopta probabilidades de cruza-

mento e de mutação, respectivamente de pc = 0,6 e de pm = 0,1. Por seu lado as

probabilidades de duplicação e de remoção são de pr = pd = 0,1. Na mutação é

usado o parâmetro km = 1,8. A dimensão da população é de 50 elementos para as

estruturas, de 50 elementos para as configurações e de 100 vectores para a população

das trajectórias. Para as experiências são usados vectores com 10 (ou seja, n = 12)

configurações intermédias. Os pesos relativos das funções agregadas utilizados são

αi = β j = 1 com i = {1, . . . , 3} e j = {1, . . . , 4}.

Quando se optimiza apenas uma trajectória não existe qualquer distinção entre os

métodos de optimização em série e em paralelo. Assim, na optimização da trajectó-

ria r1 obteve-se o manipulador com a estrutura S = {2,5324; 1,4220}. As figuras 6.3 e

6.4 ilustram as configurações sucessivas da trajectória e as correspondentes posições

angulares, respectivamente.
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Figura 6.4. Posição das juntas vs. tempo

De seguida é realizada a optimização sequencial do grupo de trajectórias, ou seja, é

optimizada uma trajectória de cada vez. As estruturas robóticas resultantes da op-

timização são: S1 = {2,7326; 1,4446}, S2 = {1,6166; 1,4446}, S3 = {1,6752; 1,4446},
S4 = {2,3650; 1,4446}. Os resultados apresentam-se na figuras 6.5 e 6.6. A figura

6.5 representa a trajectória do órgão terminal dos manipuladores enquanto realizam
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as quatro trajectórias. A velocidade para o manipulador que realiza a trajectória r2

encontra-se na figura 6.6.
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Por outro lado, quando o algoritmo é executado para optimizar as 4 trajectórias si-

multaneamente a estrutura mecânica resultante é S = {2,6810; 2,2563}. A figura 6.7

apresenta as trajectórias para o órgão terminal da estrutura. Na figura 6.8 encontra-

-se a velocidade angular para as juntas do manipulador quando este executa a tra-

jectória r2.
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0 2 4 6 8 10 12

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

1q&

2q&

t [s]

q̇(
t)

[r
ad

/
s]

Figura 6.8. Velocidade angular das jun-
tas vs. tempo para a trajectória r2

133



Optimização de estruturas robóticas

Quando é inserido um obstáculo de centro c = (0; 2) e raio ρ = 0,5 obtém-se a

estrutura RRR com comprimentos S = {0,8239; 0,8369; 1,0000}. As velocidades das

juntas requeridas pelo manipulador para efectuar a trajectória r1 ilustrada na figura

6.9 encontram-se na figura 6.10.
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Figura 6.10. Velocidade das juntas vs.
tempo, trajectória r1

6.3.6 Análise dos resultados

Os resultados obtidos são satisfatórios pois as soluções evitam os obstáculos e as

velocidades das juntas apresentam uma oscilação residual diminuta. Contudo, em

ambientes com obstáculos os robôs com mais de dois elos revelam uma capacidade

de manipulação superior aos robôs 2R. Por outro lado, em ambientes sem obstá-

culos verifica-se que as estruturas 2R apresentam o melhor desempenho. Algumas

das figuras apresentadas permitem observar que a optimização de certas trajectó-

rias não é a melhor. Isto deve-se ao compromisso entre usar os parâmetros mais

adequados para os AGs e a execução do AG em tempo útil. Os resultados das op-

timizações em série apresentam um desempenho superior ao das optimizações em

paralelo devido ao AG ser mais simples. Isto é, quando é executada a optimização

em série o AG apenas avalia uma função objecto f relativamente a uma trajectória

rk. Contrariamente, no AG em paralelo o AG agrega todas as funções objectivo f das
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trajectórias em simultâneo. Consequentemente, a complexidade do segundo caso é

superior, sendo mais difícil encontrar uma solução com desempenho superior ao

primeiro caso. Por outro lado, podem existir trajectórias em que o manipulador que

apresente o melhor desempenho em cada uma delas tenham estruturas diferentes.

6.4 Síntese robótica com juntas rotacionais e prismáti-
cas

6.4.1 Introdução

Nesta secção, para além de serem consideradas juntas rotacionais (R), são também

consideradas juntas do tipo prismático (P). Nas experiências são considerados ma-

nipuladores de 1 a 4 gdl. O comprimento de cada elo é restringido ao intervalo

[0; 1] m. Consequentemente, o ambiente de trabalho é um circulo com 4 metros de

raio. Os parâmetros genéticos usados nesta secção são iguais aos adoptados anteri-

ormente em 6.3.

6.4.2 Características do algoritmo genético

Neste caso, a representação deste algoritmo é ligeiramente diferente do anterior,

nomeadamente o vector da estrutura S, dado pela expressão (6.7), onde Ji representa

o tipo da junta i (R: rotacional; ou P: prismática) e li é o correspondente comprimento

da junta i = 1, . . . , 4.

S{J:l} = {(J
(T)
1 , l

(T)
1 ), . . . , (J

(T)
i , l

(T)
i ), . . . , (J

(T)
k , l

(T)
k )} (6.7)

Os vectores das configurações e das trajectórias são idênticos aos da secção anterior.

No entanto os valores q
(j,T)
i são inicializados no intervalo ] − 2π; 2π] rad e no in-

tervalo [0; 1] m, respectivamente para as juntas do tipo R e P. No que concerne ao
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operador de mutação, além das tarefas descritas anteriormente, tem como função

adicional permitir comutar o tipo da junta com uma probabilidade pcom.

A função de aptidão é dada pela equação (6.8) onde as funções fq, fq̇, fp, f ṗ e pna

foram definidas no algoritmo anterior.

f = α1 fT + α2 fI + α3 fF (6.8a)

fT =

{
β1 fq + β2 fq̇ + β3 fp + β4 f ṗ, pna = 0

+∞, pna 6= 0
(6.8b)

6.4.3 Resultados das simulações

Nesta secção, são apresentados os resultados de várias simulações. As experiências

consistem em mover um braço robótico desde o ponto inicial A até ao ponto final B

(tabela 6.2), para dois tipos de situações:

• O algoritmo optimiza uma estrutura do robô para cada uma das rk trajectórias

com k = 1, . . . , 5 (optimização em série), considerando uma trajectória de cada

vez de forma sequencial;

• O algoritmo optimiza a estrutura do manipulador para o conjunto de rk tra-

jectórias com k = 1, . . . , 5 (optimização em paralelo), considerando todas as

trajectórias simultaneamente.

Tabela 6.2. Lista de trajectórias, para a síntese de manipuladores com juntas do tipo R e P
Trajectória ri Ponto inicial Ai Ponto final Bi

r1 (+2,0; +2,0) (−1,0; +2,0)
r2 (−1,0; +2,0) (+1,0; +1,0)
r3 (+1,0; +3,0) (−1,0; +0,0)
r4 (+3,0;−1,0) (+1,5;−1,0)
r5 (−1,0;−3,0) (−1,0;−1,0)
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O algoritmo adopta para as probabilidades de cruzamento pc = 0,8 e de muta-

ção pm = 0,05. As probabilidades de duplicação, remoção de elos e de comutação

do tipo da junta são pd = pr = pcom = 0,01. Na mutação é usado o parâmetro

km = 1,8. A dimensão das populações é de {30; 50; 100} elementos para a popula-

ção das estruturas, configurações e das trajectórias, respectivamente. Nas experiências

são usadas trajectórias com 10 (n = 12) configurações intermédias e um número

de T = 11 gerações para cada optimização. A selecção é baseada no torneio-5 com

elitismo. Os pesos adoptados nas experiências são αi = β j = 1 com i = {1, . . . , 3}
e j = {1, . . . , 4}. O espaço de trabalho contém um obstáculo circular de centro

c = (0; 2) e raio ρ = 0,5.

A optimização unicamente da trajectória r1 resulta na estrutura robótica seguinte:

S{J:l} = {[R : 1,0000][P : 0,8824][P : 0,5945][P : 0,8366]}

.

As figuras 6.11 e 6.12 mostram os resultados da solução encontrada.
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Figura 6.12. Velocidade das juntas vs.
tempo, optimização da trajectória r1

Considerando o grupo de trajectórias, na optimização série, resulta nas seguintes

estruturas:
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S1,{J:l} = {[R : 1,0000][P : 0,7393][P : 0,5641][R : 0,6718]}
S2,{J:l} = {[R : 0,5632][P : 0,4643][P : 0,5460][P : 0,7479]}
S3,{J:l} = {[R : 0,9504][P : 0,7374][P : 0,6805][P : 0,8839]}
S4,{J:l} = {[R : 0,9803][P : 1,0000][P : 1,0000][P : 0,8312]}
S5,{J:l} = {[R : 1,0000][P : 0,8347][P : 0,9961][P : 0,8087]}

As cinco estruturas optimizadas estão ilustradas na figura 6.13 através das trajec-

tórias do órgão terminal. Na figura 6.14 apresentam-se as posições angulares da

trajectória r3.
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Figura 6.13. Trajectórias do órgão termi-
nal do manipulador
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Figura 6.14. Posição das juntas vs.
tempo, optimização da trajectória r3

Na figura 6.15 encontra-se o valor de aptidão do melhor elemento da população ver-

sus o número de gerações. As transições abruptas {a, b, c, d} que ocorrem durante a

evolução são devidas à mudança da trajectória a optimizar. A transição ‘c’ corres-

ponde a uma melhoria no valor de aptidão (ao contrário das restantes transições).

Esta melhoria deve-se principalmente ao comprimento da nova trajectória A4B4 ser

mais curto do que a da trajectória A3B3.

Para a optimização paralela, isto é, para a optimização simultâneas das 5 trajectórias,

obtém-se a estrutura seguinte:

S{J:l} = {[R : 1, 0000][P : 0, 7053][P : 1, 0000][P : 0, 6010]}
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série

Na figuras 6.16 e 6.17 encontram-se, respectivamente as trajectórias do órgão termi-

nal do manipulador e as posições das juntas para a tarefa 3. Pode reparar-se que a

optimização em paralelo não consegue obter resultados tão bons como a série de-

vido ao correspondente aumento da complexidade da função de aptidão.
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nal do manipulador
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Figura 6.17. Posição das juntas vs.
tempo, optimização da trajectória r3

Num segundo conjunto de experiências é inserido um segundo obstáculo rectangu-

lar no ambiente de trabalho e optimizam-se as trajectórias de acordo com o esquema
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paralelo

em série. As estruturas resultantes são:

S1,{J:l} = {[P : 0, 3875][R : 1, 0000][P : 1, 0000][P : 0, 7689]}
S2,{J:l} = {[R : 0, 4888][P : 1, 0000][P : 0, 9250]}
S3,{J:l} = {[R : 0, 6641][R : 0, 8629][P : 1, 0000][P : 0, 7881]}
S4,{J:l} = {[P : 0, 3359][R : 0, 9353][P : 0, 9802][P : 1, 0000]}
S5,{J:l} = {[P : 0, 2894][R : 1, 0000][P : 1, 0000][P : 0, 9780]}

Na figura 6.18 encontra-se a evolução da melhor trajectória, na figura 6.19 estão re-

presentadas as configurações da trajectória r2 e na figura 6.20 estão desenhadas as

velocidades das juntas em função do tempo para a trajectória r2. Para as restantes

trajectórias o obstáculo não interfere no resultado das optimizações corresponden-

tes.

6.4.4 Análise dos resultados

Conclui-se que aumentando o gdl melhora a capacidade de manipulação do robô, e

consequentemente, aumenta a sua capacidade de executar as tarefas, especialmente
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Figura 6.20. Velocidade das juntas vs.
tempo, optimização da trajectória r2

quando o ambiente inclui obstáculos.

Foram realizadas diferentes experiências, tanto em ambientes sem obstáculos como

em ambientes com diversos tipos de obstáculos localizados em diferentes posições.

Os resultados obtidos indicam que para o primeiro eixo do robô é obtida uma taxa

de 88,3% de juntas rotacionais e uma taxa de 11,7% de juntas prismáticas. Conse-

quentemente, conclui-se que o robô com a primeira junta rotacional tem um desem-

penho superior (no sentido de ser mais versátil) para executar diversas tarefas.

6.5 Síntese robótica multi-objectivo

6.5.1 Introdução

Nesta secção é efectuada a síntese de manipuladores robóticos segundo uma pers-

pectiva de optimização multi-objectivo. Assim, neste estudo são considerados ma-

nipuladores com juntas rotacionais e prismáticas entre 1 e 4 gdl. O comprimento

de cada elo pode variar com incrementos de 0,1 m no intervalo [0,1; 1] m, as jun-

tas rotacionais podem rodar em torno dos seus eixos 2π rad e as juntas prismáticas

podem variar no intervalo [0,1; 1] m.
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Na resolução do problema é adoptado um AGMO hierárquico para gerar a estrutura

do manipulador. Este algoritmo é composto por 3 AGs uni-objectivo. A represen-

tação da estrutura e da trajectória do manipulador usada nesta secção é idêntica à

adoptada anteriormente em 6.4.

O AE hierárquico adoptado na resolução do problema é constituído por quatro AGs

(ver figura 6.1). Um AGMO determina a estrutura do manipulador. Além disso,

para cada estrutura, isto é, para cada elemento da população principal, são execu-

tados três outros AGs. Dois desses AGs são usados para determinar a configuração

inicial e a final da trajectória, enquanto que o terceiro AG é responsável pela identi-

ficação das configurações intermédias da trajectória.

6.5.2 Operadores genéticos multi-objectivo

Os operadores usados neste algoritmo consistem na selecção, cruzamento e muta-

ção, duplicação e fusão descritos de seguida. O operador de selecção utilizado é a

selecção por posto. De modo a promover a diversidade da população é utilizado o

método de partilha com σpartilha = 0,01 e α = 2 independentemente da dominân-

cia das soluções. O operador de cruzamento usado é o SBX [45]. Por seu lado, o

operador de mutação pode traduzir-se nas seguintes acções:

• mudar o tipo da junta,

• mudar o comprimento de uma junta prismática,

• mudar o ângulo de uma junta rotacional.

O operador de mutação substitui um gene, com uma determinada probabilidade, de

acordo com a equação (6.9) na geração T, onde N(µ, σ) é a função de probabilidade

normal com média µ e desvio padrão σ.

q
(j,T+1)
i = q

(j,T)
i + N(0, 1/

√
2π) (6.9)
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Os operadores usados na optimização das estruturas são:

• o operador de duplicação, com probabilidade pd, que divide um elo em dois

com comprimento metade do comprimento inicial;

• o operador de fusão, com probabilidade pr, que une dois elos consecutivos;

• o operador de mutação, com probabilidade pm que modifica o comprimento

de um elo ou valor de uma junta de acordo com a equação (6.10).

Em todas as operações o comprimentos dos elos é salvaguardado. No final de cada

geração do AG das estruturas, a nova população é seleccionada baseada no esquema

de ordenamento MaxiMin (ver capítulo 7).

l
(T+1)
i = l

(T)
i + N(0, 1/

√
2π) (6.10)

6.5.3 Critério de evolução

Para avaliar as soluções são utilizados três índices de desempenho { fτi
, fτf

, fq} (6.11).

A optimização consiste em minimizar estes critérios de modo a encontrar a frente

óptima de Pareto. Para calcular o desempenho de cada solução todos os saltos

que ocorram em juntas rotacionais, em instantes consecutivos, superiores a π rad

(|q((j+1)∆t,T)
i − q

(j∆t,T)
i | > π), são reajustados, adicionando ou removendo um valor

múltiplo de 2π de modo a eliminar esse salto.

fτ = g
k

∑
j=1

k

∑
i=j

mi

i−1

∑
p=1

lp(cos(θp)(j ≤ p) + 0.5 cos(θi)) (6.11a)

θp =
p

∑
i=1

qi (6.11b)

fq =
n

∑
j=1

k

∑
l=1

(
q̇
(j∆t,T)
l

)2
(6.11c)
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O binário gravitacional (6.11a) das posições extremas do manipulador é usado com

o intuito de minimizar a energia requerida aos actuadores do manipulador quando

este realiza longas pausas. Por fim, a distância fq (6.11c) é usada para minimizar o

deslocamento angular percorrido pelo manipulador.

6.6 Resultados da simulação

As experiências realizadas consistem em mover um manipulador robótico entre os

pontos A ≡ {1,0; 0,8} e B ≡ {−0,4; 1,2}, sendo o número de configurações utilizado

de n = 9 e o número de gerações de T(c,t,s) = {200, 15000, 1200} para as populações

das configurações (c), trajectórias (t) e estruturas (s). A dimensão da população consiste

em pop
(c,t,s)
size = {200, 100, 100} e as probabilidades usadas são: pd = 0,1, pr = 0,1,

pc = 0,8 e pm = 0,1, respectivamente para as probabilidades de duplicação, remo-

ção, cruzamento e mutação.
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Figura 6.21. Frente óptima de Pareto

O algoritmo determina a frente não-dominada mantendo uma boa distribuição das

soluções ao longo da frente de Pareto (ver figuras 6.21 e 6.22), obtendo-se os valores

para o índice baseado na distância SP = 0,072 e para o índice do grafo de distâncias

mínimo MDG = 0,122. Contudo, as soluções ao longo do eixo fq são poucas, relati-

vamente aos restantes objectivos, devido a ser utilizado o esquema de ordenamento
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Figura 6.22. Frente óptima de Pareto { fτ1 , fτ2 , fq} e projecções nos planos: { fτ1 , fτ2},
{ fτ1 , fq} e { fτ2 , fq}

MaxiMin sem harmonização das escalas.

O desempenho das soluções extremas da frente óptima de Pareto varia considera-

velmente de acordo com a sua posição na frente. Entre essas soluções extremas

existe uma enorme quantidade de soluções que têm um comportamento intermédio

entre as primeiras que podem ser elegidas de acordo com a preferência do agente

de decisão.

No fim da optimização, o tipo de estruturas presentes na população é apresentado

na tabela 6.3, onde as letras ‘P’ e ‘R’ significam, respectivamente juntas prismática e

rotacional. Na tabela 6.4 encontram-se as estruturas dos robôs com melhor desem-

penho em pelo menos um dos objectivos. Na figura 6.23, 6.24 e 6.25 estão apresen-

tadas as melhores estruturas obtidas, respectivamente para os objectivos fτ1 , fτ2 e

fq. Nas figuras (a) estão ilustradas as sucessivas configurações dos manipuladores
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Tabela 6.3. Número de soluções não-dominadas obtidas por tipo de estrutura
Estrutura Número de soluções

PRRP 93
PRPP 6
PPRP 1

Tabela 6.4. Estruturas com melhor desempenho para um dos objectivos
Objectivo Estrutura l1 cm l2 cm l3 cm l4 cm

fτ1 PRPP 18 12 36 99
fτ2 PRPP 10 10 38 96
fq PRRP 11 14 39 97

onde um circulo ‘o’ representa uma junta rotacional e uma estrela ‘C’ indica uma

junta prismática. Por outro lado, nas figuras (b) pode ser visualizado a posição das

juntas rotacionais e prismáticas. As legendas para as juntas rotacionais e prismáti-

cas encontram-se, respectivamente no lado esquerdo e direito das figuras, sendo Ji

a junta i = {1, . . . , 4} do tipo J = {R, P}.
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Figura 6.23. Manipulador PRPP com melhor desempenho no objectivo fτ1

6.7 Análise dos resultados

Analisando a frente de Pareto pode verificar-se que a frente é descontínua. Uma

das frentes é composta maioritariamente por robôs do tipo PRRP enquanto que a

segunda frente é composta por manipuladores com estrutura PRPP. Por outro lado,
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Figura 6.24. Manipulador PRPP com melhor desempenho no objectivo fτ2
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Figura 6.25. Manipulador PRRP com melhor desempenho no objectivo fq

analisando o número final de eixos, conclui-se que quanto maior é o número de elos

maior é a capacidade de o robô se deslocar e atingir os objectivos propostos. As

estruturas obtidas têm uma junta rotacional junto da base do robô. A partir das

figuras (b) verifica-se que o deslocamento das juntas é próximo do ideal o que leva

a concluir que o algoritmo encontra robôs muito perto das soluções óptimas.

6.8 Conclusões

Neste capítulo foram propostas técnicas baseadas na utilização de AGs para a sín-

tese de robôs, particularmente na resolução dos seguintes problemas:
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• Síntese de manipuladores com juntas do tipo rotacional;

• Síntese de manipuladores com juntas do tipo rotacional e prismáticas

A técnica proposta utiliza um AG hierárquico que pode sintetizar manipuladores

considerando as trajectórias uma a uma, de forma sequencial, ou todas, de forma

simultânea.

A resolução do problema em questão requer a optimização de várias funções objec-

tivo que foram abordadas de duas formas alternativas:

• Agregando as várias funções numa só função;

• Considerando os objectivos separadamente utilizando um AGMO.

Os algoritmos propostos são capazes de encontrar as metas com bom desempenho.

Além de que, qualquer obstáculo no ambiente de trabalho não representa uma difi-

culdade significativa para o algoritmo encontrar a solução. Uma vez que o AG usa a

cinemática directa os pontos singulares não levantam qualquer problema. Para con-

cluir, o algoritmo determina a estrutura que mais se adapta a um número de tarefas

a desempenhar, mantendo um bom desempenho de manipulação.

O gerador de estruturas multi-objectivo tem a vantagem de fornecer um conjunto de

soluções representativas da frente não-dominada. Perante o conjunto de soluções o

agente de decisão tem que optar pela solução final a alto nível, isto é, o agente pode

visualizar o comportamento de uma solução seleccionada da frente não-dominada.

Dependendo do desempenho apresentado em cada objectivo, o agente de decisão

pode ir seleccionado outras soluções na sua vizinhança, na direcção do compro-

misso desejado, até encontrar a solução pretendida. Contrariamente, na optimiza-

ção uni-objectivo atribui-se um peso a cada objectivo para obter uma solução óp-

tima em vez de uma família de soluções óptimas. Após obter a solução, e se esta

não apresentar o desempenho desejado, o agente alterara os pesos da função de ap-

tidão de modo heurístico e repete o processo de optimização. Com este processo o
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operador tem que esperar um certo tempo sempre que seja necessário executar de

novo o algoritmo.
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7
Optimização
multi-objectivo de
trajectórias robóticas

7.1 Introdução

A maioria dos problemas em engenharia requer a optimização de vários critérios

simultaneamente. Quando os problemas são muito complexos incluindo variáveis

discretas e contínuas e simultaneamente não existe conhecimento prévio relativo ao

espaço objectivo, deve ser usado um método robusto como os AGs.

A optimização de trajectórias para manipuladores robóticos é um problema que en-

volve a utilização de várias funções objectivo. A resolução deste tipo de problemas

pode beneficiar com a optimização multi-objectivo, particularmente quando os ob-

jectivos se dizem conflituosos, ou seja, a melhoria de um critério degrada um ou

mais dos restantes. Nestes casos, o compromisso óptimo entre os mesmos só é pos-

sível considerando os conceitos de não-dominância da teoria da optimização pro-

postos por Pareto e integrados com sucesso nos AGMO. A grande desvantagem de

utilização de AGMO, que consiste no aumento do tempo computacional com o nú-

mero de objectivos considerados, é atenuada progressivamente com o advento de

processadores mais rápidos. Isto faz com que as técnicas propostas neste capítulo

tenham viabilidade no contexto da aplicabilidade industrial.
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Este capítulo trata da optimização de trajectórias de manipuladores robóticos con-

siderando simultaneamente vários objectivos. Assim, nas secções 7.2 e 7.3 é formu-

lado o problema e são estudadas as frentes locais existentes no espaço dos objectivos

para um manipulador 2R. Na secção 7.4 é optimizada a trajectória de um manipula-

dor 2R para dois e cinco objectivos. De seguida, nas secções 7.5 e 7.6 encontram-se,

respectivamente os resultados para um manipulador 3R com 5 objectivos e são des-

critas outras experiências complementares. Por último, na secção 7.7 encontram-se

as principais conclusões.

7.2 Formulação do problema

Pretende-se mover um manipulador robótico entre dois pontos tomando simulta-

neamente em consideração vários objectivos. Os objectivos considerados neste tra-

balho são: o deslocamento angular, o deslocamento cartesiano do órgão terminal, a

oscilação residual da velocidade angular, a oscilação residual da velocidade linear

do órgão terminal e a energia requerida pelo manipulador para efectuar o movi-

mento. Assim, pretende-se determinar um conjunto de soluções não-dominadas

pertencentes à frente óptima de Pareto. A solução final será depois escolhida pelo

agente de decisão tendo em atenção o compromisso dos objectivos que achar mais

apropriado.

A representação do vector, na geração T, que corresponde à trajectória é a seguinte:

[{q(∆t,T)
1 , q

(∆t,T)
2 }, {q(2∆t,T)

1 , q
(2∆t,T)
2 }, . . . , {q((n−2)∆t,T)

1 , q
((n−2)∆t,T)
2 }] (7.1)

O número de configurações da trajectória é de n = 8. Como as configurações inicial

e final se mantêm inalteradas durante toda a evolução, estas configurações não estão

codificadas na trajectória. O tempo considerado entre duas configurações sucessivas

é de ∆t = 0,1 s. As funções objectivo para calcular o desempenho encontram-se

representados na equação (7.2) para minimizar, respectivamente: o deslocamento
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angular, fq, a oscilação residual da velocidade angular, fq̇, o deslocamento e a oscila-

ção residual do órgão terminal ( fp e f ṗ), e a energia, fEa , necessária ao manipulador

para efectuar o movimento. A função fEa calcula a energia mecânica média durante

a trajectória considerando que a energia negativa não é recuperável pelos motores

quando apresentam trabalho negativo. O índice i especifica o número de juntas do

manipulador.

fq =
n

∑
j=1

i

∑
l=1

(
q̇
(j∆t,T)
l

)2
(7.2a)

fq̇ =
n

∑
j=1

i

∑
l=1

(
q̈
(j∆t,T)
l

)2
(7.2b)

fp =
n

∑
j=2

d
(

pj, pj−1
)2 (7.2c)

f ṗ =
n

∑
j=3

{
d
(

pj, pj−1
)
− d

(
pj−1, pj−2

)}2 (7.2d)

fEa = (n− 1)T Pa =
n

∑
j=1

i

∑
l=1
|τl .∆q

(j∆t,T)
l | (7.2e)

Ao longo deste capítulo são apenas apresentados os resultados no espaço dos objec-

tivos uma vez que a dimensão do espaço dos atributos é da ordem de i(n− 2) o que

torna complexa a sua análise.

Na resolução do problema é usado um algoritmo multi-objectivo, sendo a selecção

efectuada pelo método do posto de Pareto (Pareto ranking) proposto por Goldberg

e o esquema de partilha com σpartilha = 0,01 e α = 2 efectuado no domínio dos

parâmetros. Isto é, a aptidão é atribuída de acordo com o posto da solução, sendo

posteriormente afectada pelo valor do seu contador de nicho. Para calcular o conta-

dor de nicho, a métrica utilizada entra em linha de conta com todas as soluções da

população independentemente do seu posto. Nos operadores de cruzamento e de

mutação os elementos que vão fazer parte da geração seguinte são os melhores do

conjunto entre os progenitores e os seus descendentes.
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7.3 Convergência do manipulador 2R

Nesta secção é estudada a convergência do algoritmo para as frentes locais quando

se optimiza a trajectória de um manipulador robótico. Para este fim é realizado

um conjunto de experiências que consistem em deslocar um manipulador 2R entre

o ponto A ≡ {1,2;−0,3} e o ponto B ≡ {−0,5; 1,4}. A optimização é efectuada

conjuntamente no deslocamento angular e no deslocamento do órgão terminal. As

configurações inicial e final do manipulador são determinadas usando a cinemática

inversa. Nas simulações usam-se os seguintes parâmetros (definidos previamente):

popdim = 300; Tt = 1500; pc = 0,6; pm = 0,05; l = 1 m e m = 1 kg.

Em todas as simulações efectuadas o algoritmo convergiu para duas frentes que se

ilustram na figura 7.1. Uma das frentes é obtida quando o manipulador planar se

desloca contornando a sua base no sentido contrário ao dos ponteiros dos relógios

(figura 7.2(a)), que corresponde à frente óptima de Pareto representada na figura

7.1(a) como fP e ilustrada separadamente na figura 7.1(b). A outra frente local cor-

responde ao contorno da base no sentido dos ponteiros do relógio (figura 7.2(b)),

denotada na figura 7.1(a) como fl e representada separadamente na figura 7.1(c).

Na figura 7.1(a), está representada a população inicial, Ipop, que deu origem à frente

de Pareto, fP. Está também ilustrada a frente local obtida a partir de uma outra expe-

riência. Verifica-se que em 80,1% dos testes de simulação efectuados (num conjunto

de 100) o algoritmo converge para a frente óptima de Pareto. Nos restantes casos, o

algoritmo converge para a frente local.

Um dos problemas associados à utilização dos AEs no contexto de problemas de

optimização é a chamada convergência prematura, que advém da impossibilidade

de utilizar populações de tamanho infinito [135]. Este fenómeno ocorre quando a

função objectivo tem algum óptimo local com uma gama de valores larga ou o seu

óptimo global encontra-se numa gama bastante pequena. A relação entre a con-

vergência para o óptimo global e a geometria da função é muito importante. Se a
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Figura 7.2. Trajectórias das frentes locais

população do AE ficar “encurralada” num óptimo local de geometria extensa, então

é difícil aos operadores de variação produzir descendentes que superem os progeni-

tores. No segundo caso, se o óptimo global está localizado numa geometria relativa-

mente pequena e se a população não o encontrou até ao momento, a probabilidade

dos operadores de variação de produzir descendentes nessas regiões estreitas é bas-

tante pequena. É o que acontece nos 19,9% dos casos onde o algoritmo converge

para a frente local ficando encurralado nessa frente. De facto, as soluções da frente

de Pareto são tão diferentes da frente local que os operadores de variação têm uma

probabilidade extremamente baixa de transformar uma solução da frente local na

frente de Pareto.

Na figura 7.3 encontram-se representados: a configuração do manipulador robótico

e o deslocamento das juntas para as soluções extremas da frente óptima de Pareto,

representadas por ‘a’ e ‘b’ na figura 7.1(b).

7.4 Experiências para o manipulador 2R

Nesta secção apresentam-se os restantes resultados das experiências, para o mani-

pulador 2R, quando são optimizados os cinco objectivos dois a dois (2D) e para os

cinco objectivos simultaneamente (5D).
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Figura 7.3. Trajectórias pertencentes à frente óptima de Pareto, para o manipulador 2R na
optimização O(q, p)

A figura 7.4 apresenta as frentes óptimas de Pareto das optimizações quando são op-

timizados dois objectivos de cada vez, i.e., O(q, q̇), O(q, Ea), O(q, p), O(q, ṗ), O(q̇, Ea),

O(q̇, p), O(q̇, ṗ), O(Ea, p), O(Ea, ṗ) e O(p, ṗ). Como pode ser observado o algoritmo

encontra as frentes de Pareto com uma boa distribuição de soluções nas diversas

experiências.
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Figura 7.4. Frentes óptimas de Pareto 2D

Na figura 7.5 encontram-se os resultados quando se optimiza o deslocamento an-

gular e a oscilação residual da velocidade angular O(q, q̇). A solução apresentada,

sq̇ min, corresponde à solução não-dominada cujo valor no objectivo q̇ é mínimo.

Como era esperado a solução não apresenta qualquer oscilação residual (ver figura

7.5(b)). Por outro lado, na figura 7.6 ilustra o resultado para a solução fEa min na

optimização O(q, Ea). Como se pode observar o manipulador descreve uma trajec-

tória de modo a despender a menor energia possível. Finalmente, na figura 7.7 são
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apresentados os resultados da experiência quando se minimiza o deslocamento an-

gular e a velocidade linear do órgão terminal do manipulador. Quando se escolhe

uma solução intermédia de uma das frentes de Pareto obtém-se uma solução cujo

comportamento é uma combinação das soluções apresentadas nas figuras 7.3, 7.5,

7.6 e 7.7.
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Figura 7.6. Solução sEa min na optimização O(q, Ea)

De seguida, o manipulador planar 2R é optimizado considerando os cinco objectivos

simultaneamente (5D), descritos pelas equações (7.2). As figuras 7.8 e 7.9 mostram

os resultados obtidos com o número de gerações Tt = 50000 e o número de vectores

de popdim = 1000.

A figura 7.8 apresenta os valores de compromisso (tradeoffs) normalizados para toda
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Figura 7.7. Solução s ṗ min na optimização O(q, ṗ)

a população e para as melhores soluções si = {s1, s2, s3, s4, s5} relativas aos objec-

tivos Oi = { fq, fq̇, fEa , fp, f ṗ}. A tabela 7.1 contém o intervalo dos valores obtidos

numa simulação.

Pode ver-se que o algoritmo 5D não consegue obter resultados tão bons como os

obtidos com o algoritmo 2D devido ao aumento significativo da complexidade do

espaço de pesquisa. Contudo, as soluções encontradas apresentam uma boa distri-

buição (figura 7.8(a)) tendo os resultados valores próximos dos obtidos nas frentes

2D respectivas. Por outro lado, quando se considera apenas a optimização 2D pode

acontecer que a frente óptima de Pareto 2D contenha soluções dominadas do ponto

de vista da optimização 5D. Estas soluções não são tomadas em conta quando se

considera a optimização 5D.

Da figura 7.8(b) pode ser concluído que fq e fq̇ ou fp e f ṗ são objectivos conflituosos

com um compromisso pequeno entre eles. Por outro lado, o objectivo fEa apresenta

o maior compromisso entre os objectivos restantes. Na figura 7.9 estão os resultados

para as soluções si obtidas. Para a trajectória em estudo, os resultados indicam que

quanto mais perto o manipulador se desloca perto da sua base menor é a energia

consumida (figuras 7.9(e), 7.9(g) e 7.9(h))

Na figura 7.10 encontram-se as projecções da frente 5D nos diferentes planos 2D. Em
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Figura 7.8. Relação entre os objectivos fq, fq̇, fEa , fp e f ṗ das soluções da frente não-
-dominada, para o robô 2R

Tabela 7.1. Intervalo dos objectivos na optimização 5D
fq (rad2/s2) fq̇ (rad4/s4) fEa (J) fp (m2/s2) f ṗ (m4/s4)

min 79,8 18,2 1056,7 83,5 15,0
max 182,3 101,7 4602,7 121,8 56,4

cada plano, também se encontra a frente não-dominada correspondente à optimiza-

ção 2D relativa aos objectivos do plano. Pode observar-se que a optimização 5D

não consegue obter uma frente tão boa quanto a optimização 2D. Isto deve-se ao au-

mento da dimensão do espaço de pesquisa e consequentemente à redução da relação

entre a população e a dimensão do espaço de pesquisa diminuir drasticamente. A

distância entre as frentes 2D e 3D, 4D e 5D obtida aumenta à medida que se foi

aumentado o número de objectivos.

7.5 Optimização de trajectórias para um manipulador
3R

Nesta secção apresenta-se a optimização com cinco objectivos e os resultados da si-

mulação para um manipulador 3R num ambiente de trabalho com um obstáculo

circular de centro c = (1; 0,4) e raio ρ = 0,4. Os elos do manipulador têm um com-

primento de l = 0,66 m e uma massa de m = 0,66 kg. As configurações extremas
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Figura 7.9. Comportamento das melhores soluções, para o manipulador 2R relativamente
a cada um dos cinco objectivos considerados
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0 40 80 120
10
20
30
40
50
60 2D

5D

(h) Plano f q̇ × f ṗ
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Figura 7.10. Projecções da Frente 5D nos diferentes planos, para o robô 2R

foram escolhidas de modo a obter posições idênticas ao manipulador 2R.

Na figura 7.11 encontram-se os valores de aptidão normalizados da população e das

soluções que têm o melhor desempenho relativamente a um dos objectivo. Também

nesta simulação se obteve uma boa distribuição das soluções. Na tabela 7.2 estão

indicados os intervalos nos quais variam as soluções não-dominadas.

Na figura 7.12 são apresentadas as projecções da frente 5D nos diversos planos 2D.
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Figura 7.11. Relação entre os objectivos fq, fq̇, fEa , fp e f ṗ das soluções da frente não-
dominada para o manipulador 3R

Tabela 7.2. Intervalo dos objectivos na optimização 5D para o robô 3R
fq (rad2/s2) fq̇ (rad4/s4) fEa (J) fp (m2/s2) f ṗ (m4/s4)

min 155,1 52,8 446,9 74,4 12,9
max 638,0 731,9 20531,3 333,7 108,3

É notório que as soluções têm uma boa distribuição em todo o espaço de pesquisa.

Pode verificar-se que a frente óptima de Pareto não é continua o que dá a impressão

de existirem duas frentes. A descontinuidade das frentes surge devido às soluções

óptimas relativamente a todos os objectivos não serem obtidas quando o manipula-

dor se desloca no mesmo sentido.

Na figura 7.13 encontram-se as configurações resultantes das melhores soluções re-

lativas a cada um dos objectivos.

7.6 Outras simulações

Nesta secção são apresentadas duas simulações. A primeira diz respeito a uma ex-

periência com um manipulador de dois elos e com três objectivos. Esta simulação,

tem como finalidade salientar a forma da frente óptima de Pareto para experiências

a três dimensões. A segunda experiência adopta um robô com três elos e um obstá-

culo e tem como objectivo estudar o efeito do obstáculo na frente não-dominada.
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Figura 7.12. Frentes locais 5D nos diversos planos, para o manipulador 3R

Na resolução destas experiências, o número de elementos da população usado é 600

e o número de gerações é 30000. Os parâmetros restantes utilizados são os mesmos

que os da secção anterior.

Na figura 7.14(a), são apresentados os resultados, para o manipulador 2R, quando

se optimizam três objectivos nomeadamente o deslocamento angular das juntas, o

deslocamento linear do órgão terminal e a energia requerida pelo manipulador para
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executar a tarefa. A frente obtida é contínua tendo a forma de um ‘Y’ concavo.

Nas figuras 7.14(b)-7.14(d) encontra-se a frente óptima de Pareto projectada nos di-

ferentes planos: {q, p}, {q, Ea} e {p, Ea}. Nestas figuras também se encontram so-

brepostas as frentes das optimizações obtidas com a optimização referente a dois

objectivos do plano em questão. Comparando os resultados, pode-se concluir que o

algoritmo com três objectivos converge para a frente óptima de Pareto semelhante à

frente obtida com os dois objectivos correspondentes.
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Figura 7.14. Frente óptima de Pareto e suas projecções, para o manipulador 2R com 3
objectivos

Na figura 7.15, encontram-se os resultados para um manipulador 3R, com l = 1 m

e m = 1 kg para a optimização do deslocamento angular e do deslocamento li-

near do órgão terminal entre duas configurações A ≡ {−1,15; 1,81;−0,50} e B ≡
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{1,18; 1,47; 0,50}. Os resultados dizem respeito ao ambiente com e sem obstáculos.

O obstáculo considerado é circular de centro c = (2; 2) e raio ρ = 1. Na figura

7.15(c) então representadas as frentes óptimas de Pareto f1 e f2 para o ambiente com

e sem obstáculos, respectivamente. Assim, ao introduzir o obstáculo a frente óp-

tima de Pareto é reduzida. Consequentemente, no ambiente com obstáculos não se

consegue obter valores com um custo tão baixo como no ambiente sem obstáculos

para a função do deslocamento angular, o que se pode constatar nas figuras 7.15(a),

7.15(b) e 7.15(c). No outro extremo da frente, as soluções obtidas ‘b’ e ‘d’ são pra-

ticamente idênticas concluindo-se, assim, que a optimização da distância linear do

órgão terminal não é afectada pelo obstáculo.

7.7 Conclusões

Neste capítulo é resolvido o planeamento de trajectórias robóticas numa perspec-

tiva multi-objectivo com vista a encontrar um conjunto de soluções pertencentes a

frente óptima de Pareto. Os resultados apresentados demonstram claramente que

o algoritmo encontra essa frente ou uma muito próxima. Adicionalmente, os resul-

tados permitem concluir que o algoritmo consegue obter uma boa distribuição de

soluções ao longo da frente. A presença de obstáculos no ambiente pode afectar a

frente óptima de Pareto mas não constitui uma dificuldade acrescida na resolução

do problema. À medida que se aumenta o número de objectivos, a dimensão do al-

goritmo aumenta exponencialmente obtendo-se um resultado de menor qualidade.

Este inconveniente pode ser contrariado à custa do aumento da população e do nú-

mero de gerações. No entanto, a optimização 2D pode incluir soluções dominadas

no ponto de vista da optimização 5D.

O método proposto permite ajudar o agente de decisão na escolha da melhor so-

lução fornecendo-lhe um conjunto representativo de soluções pertencentes à frente

não-dominada.
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Figura 7.15. Frente óptima de Pareto, configurações sucessivas e deslocamento angular
para o robô 3R
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8 Algoritmo de selecção
multi-objectivo MaxiMin

8.1 Introdução

Recentemente, a pesquisa na área dos AEs demonstrou que existem grandes poten-

cialidades para a resolução de problemas multi-objectivo (PMO). Assim, nos últi-

mos anos tem sido proposta uma grande quantidade de métodos multi-objectivo

baseados em AEs (ver capítulo 3). Têm sido também desenvolvidas várias métricas

para medir o desempenho desses algoritmos. A eficiência de um AE multi-objectivo

(AEMO) pode ser medida pelas seguintes características:

• A distância entre a frente não-dominada, encontrada pelo algoritmo, e a frente

óptima de Pareto deve ser minimizada (válido quando se conhece a priori a

frente óptima de Pareto).

• As soluções não-dominadas devem estar uniformemente distribuídas em toda

a frente.

• A extensão da frente não-dominada deve ser maximizada, sendo cada objec-

tivo coberto por um vasto número de soluções não-dominadas.
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Guardar soluções da frente óptima de Pareto de modo a garantir uma boa diversi-

dade de soluções e uma extensão grande da mesma é um problema que consome

bastantes recursos computacionais (e tempo) dentro dos AEMO. O peso computa-

cional está directamente relacionado com os níveis de diversidade e distribuição

das soluções que se pretende obter no AEMO. Quanto mais elevado forem estes ní-

veis, mais tempo de processamento computacional será necessário. Por exemplo, o

algoritmo NSGA-II usa o método pombalino que tem um peso computacional de

O(popdim log popdim). Por outro lado, o algoritmo SPEA usa o método de agrupa-

mento que tem uma complexidade computacional de O((popdim)3). É sabido que

para problemas com dois objectivos a diferença em termos da diversidade das solu-

ções obtidas não é significativa, para três ou mais objectivos o algoritmo SPEA tem

provado que é claramente melhor [136], embora a custo de uma carga computaci-

onal mais elevada. Assim, novos métodos que encontrem a frente não-dominada

com um peso computacional razoável são bastante desejáveis e consequentemente

são alvo de investigação [137].

A organização do capítulo é a seguinte. Na secção 8.2 é apresentada uma técnica

nova cujo objectivo primordial é a dispersão das soluções da frente não-dominada,

utilizando métricas no espaço dos objectivos. De seguida, na secção 8.3 é apresen-

tada uma técnica que permite estudar a convergência de um algoritmo. Na secção

8.4 são descritos dois métodos para medir a diversidade das soluções da frente óp-

tima de Pareto e a extensão da frente não-dominada. Na secção 8.5, para validar o

algoritmo MaxiMin, insere-se este no algoritmo NSGA-II (substituindo o algoritmo

pombalino) testando-o em funções bem conhecidas. De seguida, na secção 8.6, para

medir a convergência dos algoritmos, estudar a distribuição das soluções ao longo

da frente óptima de Pareto e medir a extensão da sua frente é optimizado um con-

junto de trajectórias para manipuladores 2R, 3R e 4R, sendo realizada a análise dos

resultados. Por último, na secção 8.7 são enunciadas as principais conclusões.
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8.2 Operador de selecção MaxiMin

Nesta secção é apresentado um novo método que promove a dispersão das soluções

no espaço dos objectivos. O método elitista proposto é aplicado na fase da selecção,

baseado em frentes não-dominadas, e consiste em seleccionar as N soluções, entre

as população progenitora P (ou arquivo) e a descendente D, de modo a obter as so-

luções mais bem distribuídas. O algoritmo proposto pode ser implementado num

grande número de AEMO mas, no âmbito deste trabalho apenas será inserido es-

sencialmente no algoritmo NSGA-II, por este ser um dos métodos mais utilizado

entre os AEMO.

O algoritmo aqui apresentado tem como objectivo escolher as melhores N soluções

com distribuição e com extensão máxima de uma população inicial com dimensão

M (M > N). De modo análogo ao algoritmo NSGA-II, o método proposto é baseado

em frentes não-dominadas [45]. Contudo, quando a última frente a ser considerada

não puder ser totalmente incluída na nova população, o algoritmo MaxiMin é cha-

mado para seleccionar as últimas soluções, em substituição do algoritmo pombalino

do NSGA-II. A ideia principal do algoritmo MaxiMin consiste em ir diminuindo as

maiores áreas da frente que não sejam representadas por nenhuma solução à medida

que se vai constituindo a população seguinte.

Considere-se o exemplo ilustrado na figura 8.1. Se se pretender seleccionar as j solu-

ções mais dispersas obtêm-se as soluções S = {a, b}, S = {a, b, c}, S = {a, b, c, d, e},
S = {a, b, c, d, e, f , g, h, i}, respectivamente para j = {2, 3, 5, 9}. Este resultado pode

ser obtido usando dois conjuntos: R e S. O conjunto R contém todas as soluções a

considerar enquanto que o conjunto S é usado para guardar as soluções com melhor

distribuição que vão sendo retiradas do conjunto R. Inicialmente, retiram-se de R

as melhores soluções relativamente a cada objectivo. Neste caso, retiram-se duas

soluções: ‘a’ e ‘b’ e colocam-se no conjunto S, garantindo assim a máxima extensão

da frente. De seguida retira-se de R a solução mais distante ao conjunto S (i.e. ‘c’) e
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insere-se neste conjunto. As próximas soluções a serem seleccionadas são ‘d’ e ‘e’. O

processo termina quando for atingido o número de soluções pretendido.

f1

f 2
a

b

c

d

e

f

g

h
i

1

1

2

3

3

Figura 8.1. Soluções da frente não-dominada

Apresenta-se o algoritmo MaxMin encontra-se em 8.1 e é descrito pormenorizada-

mente de seguida, utilizando a notação da tabela 8.2.

Inicialmente, agrupam-se as populações progenitora P (ou arquivo) e descendente

D (linha 1). De seguida, a partir da população R são retiradas as soluções que

pertencem à frente não-dominada (linha 4). No caso do número de soluções ser

maior que o número pretendido retiram-se as soluções óptimas relativamente a

cada um dos objectivos (linhas 5:9). Caso contrário, vão-se retirando as frentes não-

-dominadas e inserem-se na nova população até quando a frente a ser considerada

não couber na população final (linhas 10:13). Posteriormente, vão-se retirando da

população A as soluções cuja distância à população S é maior, inserindo-as nesta

(linhas 17:22). O processo termina quando a população final tiver N (N = popdim)

soluções.

O cálculo da distância entre uma solução de A e o conjunto S é fornecido através

da distância mínima entre a solução de A e todas as soluções de S (8.1a). A solução

seleccionada é aquela que apresenta o maior valor (8.1b). Este algoritmo requer no
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início1

R = S ∪ D;2

S = ∅;3

A = getND(R);4

se #A > popdim então5

repetir de i = 1 até nobj6

S = S∪ getMin(R, i);7

fim repetir8

fim9

enquanto #S + #A ≤ popdim faça10

S = S ∪ A;11

A = getND(R);12

fim13

repetir de j = 1 até #A14

caj
= min

si∈S
{‖ faj

− fsi
‖};

15

fim repetir16

enquanto #S < popdim faça17

k = getMaxCi(A);18

S = S ∪ k;19

repetir de l = 1 até #A20

cal
= min{‖ fal

− fk‖, cal
};21

fim repetir22

fim23

fim24

Algoritmo 8.1. Algoritmo do operador de selecção multi-objectivo MaxiMin

Tabela 8.1. Descrição das variáveis e funções do algoritmo multi-objectivo MaxMin
Descrição

P População progenitora, ou arquivo
D População descendente

A, R Populações auxiliares
S População final
k Solução com distância máxima

i, j, l Contadores
cai

Norma euclidiana mínima entre a solução i e a população S
getMin(X,i) Retira da população X a solução cujo valor objectivo i é mínimo

getMaxCi(X) Retira a solução cujo valor da norma euclidiana ci é máxima
getND(X) Retira todas as soluções não-dominadas, sem repetição, da popu-

lação X
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máximo O(N2) computações.

caj
= min

si∈S
‖ faj

− fsi
‖ (8.1a)

S = S ∪max
aj∈A

aj (8.1b)

De seguida exemplifica-se o algoritmo MaxiMin abordando a minimização de um

problema com dois objectivos. Considerando as populações P e D, com M = 12 e

popdim = 6, ilustradas na figura 8.2 e representadas em seguida por:

P = {p1 = (1; 10); p2 = (3; 7); p3 = (4, 2); p4 = (8; 9); p5 = (9; 1); p6 = (7; 3)}

D = {d1 = (2; 7); d2 = (8, 3); d3 = (6; 5); d4 = (9; 4); d5 = (7; 6); d6 = (5, 10)}
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f1

f 2

d6
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d2

d1

p6

p5

p4

p3

p2

p1

Figura 8.2. Populações P e D com dimensão 6

onde si = (o1, o2) representa a solução i com valores o1 e o2, respectivamente para os

objectivos f1 e f2. O algoritmo começa por fazer a união das duas populações (linha

2):
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R = {p1, p2, p3, p4, p5, p6, d1, d2, d3, d4, d5, d6}

De seguida retiram-se os elementos não-dominados da população R (linha 4):

R = {p2, p4, p6, d2, d3, d4, d5, d6}

A = {p1, p3, p5, d1}

Como a soma das soluções dos conjuntos A e S é inferior à dimensão da população

(linha 10), os elementos de A são todos inseridos na população S (#A + #S ≤ popdim)

(linha 11), resultando as expressões:

R = {p2, p4, p6, d2, d3, d4, d5, d6}

A = ∅

S = {p1, p3, p5, d1}

Retiram-se novamente os elementos não-dominados da população T (linha 12):

R = {p4, d2, d4, d5, d6}

A = {p2, p6, d3}

S = {p1, p3, p5, d1}

Como #A + #S > popdim, calculam-se as normas euclidianas mínimas das soluções

da população A à população S (linhas 14:16):
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cp2 = min(‖ p2 − p1 ‖, ‖ p2 − p3 ‖, ‖ p2 − p5 ‖, ‖ p2 − d1 ‖) = 1

cp6 = 2,8

cd3 = 3,6

insere-se a solução com a norma máxima, d3 (linha 18), na população S (linha 19) e

recalculam-se os valores cai
linhas (20-22)

R = {p4, d2, d4, d5, d6}

A = {p2, p6}

S = {p1, p3, p5, d1, d3}

cp2 = min(1; ‖ p2 − d3 ‖) = min(1; 3,6) = 1

cp6 = min(2,8; 2,2) = 2,2

Com a selecção do elemento p6 termina-se o processo de obtenção da população S

que constituirá a nova população progenitora ou arquivo. A população final está

ilustrada na figura 8.3 e é representada de seguida por S:

S = {p1, p5, d1, p3, d3, p6}

A execução deste processo, no final de cada geração, leva a que a escolha das solu-

ções favoreça as soluções mais dispersas, no espaço dos objectivos, de acordo com

as frentes não-dominadas. No exemplo anterior isto verifica-se com a exclusão p2

em detrimento das soluções p6 e d3.
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Figura 8.3. População S após a execução do algoritmo MaxiMin para o exemplo ilustrado
na figura 8.2

8.3 Estudo da convergência das frentes

Nesta secção é apresentado um método que permite analisar a convergência de um

algoritmo para a frente óptima de Pareto. O método pode ser aplicado em proble-

mas em que a frente não-dominada possa ser modelada por uma função analítica. O

método baseia-se na estimação dos parâmetros de uma função de forma a modelar

a frente de Pareto obtida no conjunto de testes. Se após várias testes, os parâme-

tros forem semelhantes então o algoritmo convergiu sempre para a mesma frente.

A identificação da função a usar é fornecida pela experiência do utilizador ou atra-

vés de um programa genético. Para validar o modelo usa-se o método dos mínimos

quadrados.
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r1

r2

r3

rm−1

f2( f1)

f2

f1

Figura 8.4. Rectas normais que dividem a frente não-dominada

8.4 Métodos para calcular a distribuição e extensão das
soluções

São apresentados dois métodos para determinar a distribuição das soluções ao longo

da frente óptima de Pareto e um outro para calcular a extensão desta.

O primeiro método proposto para calcular a distribuição da frente não-dominada, o

processo inicia-se determinando uma função que descreva a frente óptima de Pareto

(ver secção 8.3). A função deve ser válida entre as soluções extremas da frente. De

seguida, divide-se a frente modelada através de rectas normais (figura 8.4). Entre

cada duas rectas normais é afectado um intervalo Ii e as soluções localizadas nesse

intervalo são contabilizadas. A extensão da frente é medida usando a distância da

função modelada entre as soluções extremas encontradas pelo algoritmo.

O segundo método para calcular a diversidade da população é baseado no grafo

de distâncias mínimas e denominado por MDG (minimal distance graph). O índice é

calculado através do desvio padrão das distâncias que constituem o grafo de distân-

cias mínimas entre as soluções (8.2). Assim, o índice de desempenho usa os com-

primentos mínimos que ligam todas as soluções não-dominadas da população. Por

exemplo, considerem-se as soluções: {s1 = (3, 5, 7), s2 = (2, 6, 5), s3 = (7, 7, 2),

s4 = (5, 4, 8), s5 = (4, 5, 6)}, s6 = (1, 7, 5)}. As distâncias mínimas que unem todas
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Figura 8.5. Distâncias usadas pelos índices MDG e SP

as soluções são: {s1s2, s1s4, s1s5, s2s6, s3s5} como ilustra a figura 8.5(a). Este método

permite relacionar todas as soluções e contrariamente ao método ∆′1 (8.3) pode ser

usado em problemas de qualquer dimensão. Também não usa a mesma distância

mais do que uma vez, em oposição ao método SP (8.4) (figura 8.5(b)).

MDG(S) =

√√√√ 1
#S− 2

#S−1

∑
i=1

(di − d)2 (8.2)

∆′(S) =
#S−1

∑
i=1

|di − d|
#S− 1

(8.3)

SP(S) =

√√√√ 1
#S− 1

#S

∑
i=1

(di − d)2 (8.4a)

di = min
sk∈S∧sk 6=si

M

∑
m=1
| fm(si)− fm(sk)| (8.4b)

1O método ∆′ e SP são descritos na secção 3.5.1
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8.5 Desempenho do algoritmo MaxiMin

8.5.1 Introdução

Para medir o desempenho do algoritmo de ordenação MaxiMin, compara-se este

com os algoritmos pombalino [45] e o de agrupamento [63]. Para este fim é usado

o algoritmo NSGA-II com o método pombalino, com o MDG (em vez do método

pombalino) e com o de agrupamento (em substituição do método pombalino). Os

resultados são comparados através de estatísticas obtidas num conjunto de n = 101

simulações efectuadas em funções bem estabelecidas.

8.5.2 Funções de teste

O conjunto de testes, para estudar o desempenho do algoritmo proposto, é formado

por cinco funções bem conhecidas (8.5-8.8). Três delas {F1, F2, F3}, propostas por

Zitzler et al. [63] como ZDT1 (8.5), ZDT2 (8.6) e ZDT3 (8.7), cada uma delas com

dois objectivos { f1, f2}. As outras duas {F4, F5}, usadas por Deb et al. em [138]

como DTLZ2 (8.8) e DTLZ4, cada uma com três objectivos { f1, f2, f3}.

F1 =






f1(
−→x ) = x1

g(−→x ) = 1 + 9
m

∑
i=2

xi
m−1

h( f1, g) = 1−
√

f1
g

f2(
−→x ) = g(−→x )h( f1 , g)

(8.5)

F2 =






f1(
−→x ) = x1

g(−→x ) = 1 + 9
m

∑
i=2

xi
m−1

h( f1, g) = 1−
(

f1
g

)2

f2(
−→x ) = g(−→x )h( f1 , g)

(8.6)
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F3 =






f1(
−→x ) = x1

g(−→x ) = 1 + 9
m

∑
i=2

xi
m−1

h( f1, g) = 1−
√

f1
g −

f1
g sin(10π f1)

f2(
−→x ) = g(−→x )h( f1 , g)

(8.7)

F4 =






f1(
−→x ) = [1 + g(−→x )] cos(x1π/2) cos(x2π/2)

f2(
−→x ) = [1 + g(−→x )] cos(x1π/2) sin(x2π/2)

f3(
−→x ) = [1 + g(−→x )] sin(x1π/2)

g(−→x ) = 1 + 9
m

∑
i=3

(xi − 0.5)2

(8.8)

A função F5 é idêntica a F4 mas tem a seguinte mudança de variáveis xi → xα
i com

α = 100. O vector −→x é formado por m parâmetros, mj = {30, 30, 30, 12, 12}, j =

1, . . . , 5, para Fj = {F1, F2, F3, F4, F5}, com cada valor compreendido no intervalo

xi ∈ [0, 1], i = 1, . . . , mj. O desempenho obtido é medido pelos índices MDG, ∆′ e

SP.

8.5.3 Resultados das funções teste

Para comparar os resultados dos três algoritmos são efectuadas n = 101 simula-

ções e são analisados os resultados estatísticos como a mediana, média aritmética e

desvio padrão. São também analisadas a melhor e a pior soluções obtidas.

Quando se optimizam as funções F1 e F2 todos os algoritmos apresentam uma boa

diversidade (figuras 8.6-8.8). Na tabela 8.2 e 8.3 encontram-se os resultados estatís-

ticos obtidos, respectivamente para a função F1 e F2. Nas duas últimas linhas estão

os valores da melhor (linha Min) e pior (linha Max) solução encontradas nas expe-

riências realizadas. Pode observar-se pelas tabelas 8.2 e 8.3, que o algoritmo Maxi-

Min obtém melhores resultados nos indices de desempenho em relação ao algoritmo

pombalino. Adicionalmente, os piores resultados encontrados pelo esquema de or-

denação MaxiMin estão na mesma gama que os melhores resultados obtidos pelo
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(b) Optimização da função F2

Figura 8.6. Optimização de F1 e F2 com o algoritmo MaxiMin
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Figura 8.7. Optimização de F1 e F2 usando o algoritmo pombalino
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(b) Optimização da função F2

Figura 8.8. Optimização de F1 e F2 utilizando o algoritmo de agrupamento
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Tabela 8.2. Resultados da função de teste F1

(a) Índice ∆′

MaxiMin Pombalino Agrupamento
∆′ ∆′ ∆′

Mediana 0,0667 0,0747 0,0672
Média 0,0668 0,0752 0,0676

D. padrão 0,0012 0,0031 0,0032
Min 0,0643 0,0683 0,0623
Max 0,0693 0,0830 0,0846

(b) Índices SP e MDG

MaxiMin Pombalino Agrupamento
SP MDG SP MDG SP MDG

Mediana 0,0052 0,0051 0,0080 0,0072 0,0048 0,0058
Média 0,0052 0,0051 0,0080 0,0072 0,0049 0,0059

D. padrão 0,0004 0,0002 0,0006 0,0005 0,0012 0,0011
Min 0,0042 0,0046 0,0065 0,0061 0,0034 0,0047
Max 0,0059 0,0056 0,0095 0,0087 0,0151 0,0155

Tabela 8.3. Resultados da função de teste F2

(a) Índice ∆′

MaxiMin Pombalino Agrupamento
∆′ ∆′ ∆′

Mediana 0,0668 0,0745 0,0670
Média 0,0667 0,0750 0,0667

D. padrão 0,0012 0,0034 0,0026
Min 0,0635 0,0663 0,0594
Max 0,0698 0,0856 0,0723

(b) Índices SP e MDG

MaxiMin Pombalino Agrupamento
SP MDG SP MDG SP MDG

Mediana 0,0053 0,0051 0,0080 0,0072 0,0049 0,0057
Média 0,0053 0,0051 0,0080 0,0072 0,0049 0,0057

D. padrão 0,0004 0,0002 0,0006 0,0006 0,0006 0,0005
Min 0,0039 0,0047 0,0062 0,0059 0,0034 0,0043
Max 0,0064 0,0057 0,0097 0,0090 0,0062 0,0068
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algoritmo pombalino. Contudo, em relação ao método de agrupamento os índices

de desempenho não são consensuais, uma vez que fornecem resultados contraditó-

rios. De qualquer forma, nos três métodos, os valores estatísticos resultantes estão

muito próximos não sendo possível indicar com clareza o melhor método.

Na optimização da função de teste F3 o algoritmo pombalino apresenta melhores

resultados seguido do algoritmo de agrupamento. No entanto, o algoritmo de se-

lecção MaxiMin obtém o melhor resultado em termos do valor mínimo atingido.

A razão pela qual o algoritmo MaxiMin não obtém tão bons resultados deve-se à

dificuldade do algoritmo em convergir, em certas experiências, para toda a frente

óptima de Pareto, como é ilustrado na figura 8.9(a). Os resultados das experiências

encontram-se na tabela 8.4.

Tabela 8.4. Resultados da função de teste F3

(a) Índice ∆′

MaxiMin Pombalino Agrupamento
∆′ ∆′ ∆′

Mediana 0,1224 0,1214 0,1243
Média 0,1214 0,1213 0,1239

D. padrão 0,0064 0,0051 0,0064
Min 0,1089 0,1108 0,1113
Max 0,1382 0,1381 0,1415

(b) Índices SP e MDG

MaxiMin Pombalino Agrupamento
SP MDG SP MDG SP MDG

Mediana 0,0136 0,0385 0,0082 0,0340 0,0077 0,0373
Média 0,0146 0,0371 0,0106 0,0348 0,0120 0,0365

D. padrão 0,0109 0,0060 0,0073 0,0062 0,0087 0,0063
Min 0,0035 0,0267 0,0056 0,0272 0,0036 0,0274
Max 0,0520 0,0486 0,0518 0,0544 0,0505 0,0461

Para as funções de teste F4 e F5 o esquema de selecção MaxiMin obtém resultados

claramente superiores ao método pombalino. Através dos resultados das simula-

ções (figuras 8.10–8.15 e tabelas 8.5–8.6) pode observar-se que que o pior resultado

obtido pelo algoritmo MaxiMin é superior ao obtido pelo método pombalino. No
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(c) Optimização usando o algoritmo de agrupamento

Figura 8.9. Optimização da função de teste F3

que respeita a comparação entre os algoritmos MaxiMin e de agrupamento pode

observar-se que em relação a F4 os métodos apresentam resultados equivalentes.

Contudo, na função de teste F5 o método de selecção MaxiMin apresenta melhores

resultados.

Tabela 8.5. Resultados da função de teste F4

MaxiMin Pombalino Agrupamento
SP MDG SP MDG SP MDG

Mediana 0,0286 0,0188 0,0600 0,0484 0,0288 0,0188
Média 0,0290 0,0196 0,0606 0,0486 0,0291 0,0193

D. padrão 0,0038 0,0041 0,0056 0,0035 0,0034 0,0028
Min 0,0201 0,0146 0,0489 0,0426 0,0200 0,0148
Max 0,0477 0,0428 0,0776 0,0598 0,0415 0,0304

Como os valores estatísticos estão muito próximos, para aferir a superioridade de

algum dos métodos, estes valores são submetidos ao teste de Mann-Whitney (ver
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(d) Projecção no plano f2 × f3

Figura 8.10. Optimização da função F4 usando o algoritmo de selecção MaxiMin
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(d) Projecção no plano f2 × f3

Figura 8.11. Optimização da função F4 usando o algoritmo pombalino
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(d) Projecção no plano f2 × f3

Figura 8.12. Optimização da função F4 usando o algoritmo de agrupamento
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(d) Projecção no plano f2 × f3

Figura 8.13. Optimização da função F5 usando o algoritmo MaxiMin
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Figura 8.14. Optimização da função F5 usando o algoritmo pombalino
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(d) Projecção no plano f2 × f3

Figura 8.15. Optimização da função F5 usando o algoritmo de agrupamento
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Tabela 8.6. Resultados da função de teste F5

MaxiMin Pombalino Agrupamento
SP MDG SP MDG SP MDG

Mediana 0,0275 0,0172 0,0598 0,0477 0,0318 0,0225
Média 0,0278 0,0173 0,0598 0,0475 0,0316 0,0229

D. padrão 0,0033 0,0023 0,0051 0,0033 0,0036 0,0035
Min 0,0211 0,0126 0,0444 0,0397 0,0236 0,0157
Max 0,0383 0,0253 0,0728 0,0553 0,0427 0,0416

apêndice B) para verificar qual dos métodos é significativamente superior, i.e consi-

derando a hipótese alternativa como H1: os métodos são significativamente diferentes.

O resultado do teste de Mann-Whitney entre o esquema MaxiMin e os algoritmos

pombalino e de agrupamento encontram-se na tabela 8.7, onde a primeira coluna

indica a função de teste e nas colunas seguintes estão, respectivamente os resulta-

dos para os índices de desempenho SP, ∆′ e MDG. Da tabela 8.7(a) conclui-se que o

método de selecção MaxiMin tem um desempenho superior ao do algoritmo pom-

balino para as funções de teste F1, F2, F4 e F5 pois os resultados da analise estatística

são significativos com p ≤ 0,001 (teste de Mann-Whitney, bilateral; z < −12). No

entanto, para a função F3 o ordenamento pombalino é significativamente melhor

com uma probabilidade de p > 0,01 quando se usa o índice de desempenho MDG.

Nos dois índices restantes (∆′ e SP) os resultados não distinguem significativamente

o desempenho de qualquer um dos métodos. Pela tabela 8.7(b) o teste de Mann-

Whitney apresenta valores contraditórios dependendo do índice usado levando a

concluir que os teste são equivalentes. Contudo, comparando as figuras 8.10 e 8.13

respectivamente com as figuras 8.12 e 8.15, pode observar-se que as soluções estão

espaçadas mais uniformemente no método MaxMin. Este fenómeno é mais notó-

rio na função de teste F5. De facto, se se usar o teste direccional, i.e. se a hipótese

alternativa for H2: o algoritmo MaxiMin tem um desempenho melhor que o algoritmo de

agrupamento, na função F5 obtém-se uma significância com p ≤ 0,05 (teste de Mann-

Whitney, unilateral; z = min(| − 6,9726|, | − 1,6309|)). Adicionalmente o método

de selecção MaxiMin apresenta uma complexidade mais reduzida O((popdim)2) do
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que o algoritmo de agrupamento O((popdim)3).

Tabela 8.7. Resultados estatísticos dos testes de Mann-Whitney
(a) Teste de Mann-Whitney entre os algoritmos MaxiMin e pom-
balino

SP ∆′ MDG
F1 −12,2758 −12,2421 −12,2758
F2 −12,2734 −12,0254 −12,2758
F3 +1,7922 +0,2684 +2,7311
F4 −12,2758 – −12,2734
F5 −12,2758 – −12,2758

(b) Teste de Mann-Whitney entre os algoritmos MaxiMin e de
agrupamento

SP ∆′ MDG
F1 +5,4127 −10,1791 −1,6791
F2 +4,4691 −8,8719 −0,6476
F3 +1,4889 +0,4634 −2,7142
F4 −0,5164 – +0,5428
F5 −6,9726 – −1,6309

8.6 Planeamento de trajectórias para manipuladores pla-
nares

8.6.1 Introdução

Nesta secção são executados simulações com manipuladores planares sendo os re-

sultados das frentes óptimas de Pareto analisados com os métodos propostos na

secção 8.3 e 8.4.

8.6.2 Formulação do problema

Pretende-se mover um manipulador robótico planar iR com i = {2; 3; 4} entre o

ponto A ≡ {1,2;−0,3} e o ponto B ≡ {−0,5; 1,4}, optimizando o deslocamento

angular, fq, e o deslocamento do órgão terminal, fp, (8.9). As configurações inicial

e final, para o manipulador 2R, são calculadas usando a cinemática inversa. Para
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os manipuladores 3R e 4R as configurações são determinadas de modo a apresentar

uma configuração o mais parecida com o manipulador 2R.

Nas simulações usam-se os seguintes parâmetros: o número de elementos da popula-

ção é de popdim = 300; o número de gerações é de Tt = 1500; a probabilidade de

cruzamento é de pc = 0,6; a probabilidade de mutação é de pm = 0,05; o compri-

mento dos elos é de l = 2/i m e a massa dos elos é de m = 2/i kg.

fq =
n

∑
j=1

i

∑
l=1

(
q̇
(j∆t,T)
l

)2
(8.9a)

fp =
n

∑
j=2

d
(

pj, pj−1
)2 (8.9b)

A representação do vector, na geração T, que representa a trajectória é a seguinte:

[{q(∆t,T)
1 , .., q

(∆t,T)
i }, . . . , {q(2∆t,T)

1 , .., q
(2∆t,T)
i }, . . . , {q((n−2)∆t,T)

1 , .., q
((n−2)∆t,T)
i }] (8.10)

O número de configurações da trajectória é de n = 8. Como as configurações inicial

e final se mantêm inalteradas durante toda a evolução, estas configurações não são

codificadas na trajectória. O tempo considerado entre duas configurações sucessivas

é de ∆t = 0,1 s.

Na resolução do problema é usado um algoritmo multi-objectivo elitista (µ + λ),

sendo a selecção efectuada pelo método do posto de Pareto (Pareto ranking) e o es-

quema de partilha com σpartilha = 0,01 e α = 2 no domínio dos parâmetros. No algo-

ritmo usado, a métrica entra em linha de conta com todas as soluções da população

independentemente do seu posto. Posteriormente, após ser gerada a população dos

descendentes a nova população é determinada pelo método proposto na secção 8.2.
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8.6.3 Análise dos resultados das experiências

Nesta secção são apresentados os resultados de um conjunto de testes realizados.

Para cada tipo de testes são executadas várias experiências até obter nexp = 21 si-

mulações validas2, nomeadamente para os manipuladores 2R, 3R e 4R. Na figura

8.16 encontram-se uma das frentes óptima de Pareto obtida para cada tipo de ma-

nipulador referido. A convergência do algoritmo para a frente óptima de Pareto é

de 95%, 57% e 38%, respectivamente para os manipuladores 2R, 3R e 4R. Esta di-

minuição na convergência deve-se ao aumento exponencial das frentes locais com o

aumento do número de elos do manipulador aumentando assim a probabilidade de

o algoritmo encontrar e convergir para uma dessas frentes.
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Figura 8.16. Frentes óptimas de Pareto

2i.e. são executadas um número de experiências até obter nexp experiências que converjam para a
frente óptima de Pareto
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Em todas as simulações as frentes encontradas podem ser modeladas pela equa-

ção (8.11a) (κ, α, β ∈ R). A mediana, média e desvio padrão obtidos para os parâ-

metros κ, α e β encontram-se na tabela 8.8. A aproximação da frente pelas equações

é válida somente entre as soluções não-dominadas extremas (‘a’ e ‘b’). As frentes en-

contradas também podem ser modeladas pela função densidade de probabilidade

de Pareto, equação (8.11b), com assimptotas em q = α e p = β, mas esta aproxi-

mação apresenta um erro ligeiramente superior à equação anterior não sendo assim

considerada neste trabalho.

p(q) = κ
q + α

q + β
(8.11a)

p(q) =
κ

(q− α)γ
+ β (8.11b)

Tabela 8.8. Estatísticas dos parâmetros das frentes
Frente 2R Frente 3R Frente 4R

κ α β κ α β κ α β

Mediana 77,90 −66,83 −71,21 78,68 −71,36 −75,12 80,28 −71,82 −74,44
Média 77,99 −66,74 −71,13 78,76 −71,33 −75,19 80,15 −71,49 −74,34
D. Padrão 0,44 0,71 0,42 0,58 1,67 1,22 0,60 2,21 1,62

Da tabela 8.8 pode verificar-se que a média e a mediana têm valores praticamente

idênticos. Adicionalmente, o desvio padrão apresenta valores relativamente baixos,

o que permite concluir que o algoritmo converge para a mesma frente ou seja a frente

de óptima de Pareto. Por outro lado, à medida que se aumenta o número de elos o

desvio padrão aumenta, i.e., à medida que se aumenta a complexidade do problema

o algoritmo tem mais dificuldade em obter sempre a mesma frente não-dominada.

A extensão da frente para os manipuladores iR, com i = {2, 3, 4}, têm média de

µP = {86,57; 105,61; 200,49} e desvio padrão de σP = {2,00; 17,48; 48,94}. Também

aqui se pode concluir que, à medida que aumenta a complexidade do problema, o

algoritmo tem mais dificuldade em obter frentes sempre com a mesma extensão.
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A diversidade estatística das soluções ao longo da frente não-dominada é apresen-

tada nas figuras 8.17-8.19. A percentagem final média de soluções pertencentes à

frente não-dominada é de µl = {96,15%; 92,53%; 88,25%} e com desvio padrão de

σl = {1,26; 5,21; 4,28}. Através das figuras pode verificar-se que as soluções estão

distribuídas ao longo de todos os intervalos. No entanto, essa distribuição não é

uniforme e a uniformidade diminui à medida que se aumenta o número de elos do

manipulador. Isto deve-se à percentagem de soluções da frente não-dominada dimi-

nuir à medida que se aumenta o número de elos do manipulador, pois o algoritmo

favorece as soluções não-dominadas, e só depois é que entra em linha de conta com

a diversidade. Consequentemente, somente quando se atinge uma população com

100% de soluções não-dominadas é que se tira maior proveito do algoritmo pro-

posto. Pode ainda verificar-se pelas figuras que os intervalos com menos soluções

não-dominadas são compensados pelo algoritmo, atribuindo-lhe mais soluções do-

minadas de modo a tentar manter uma boa distribuição de soluções em todos os

intervalos.
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Figura 8.17. Distribuição das soluções ao longo da frente 2R

Na figura 8.20 encontram-se soluções extremas (‘a’ e ‘b’) correspondentes às frentes

óptimas de Pareto ilustradas na figura 8.16. A figura ilustra as configurações su-

cessivas e o deslocamento angular para os manipuladores 2R, 3R e 4R das soluções

referidas.

196



Conclusões

                                          

  

  

  

  

  

  

I1 I2 I3 I4 I5 I6 I7 I8 I9 I10 I11 I12 I13 I14 I15 I16 I17 I18 I19 I20

0

5

10

15

20

25

Intervalos

N
ú

m
er

o
d

e
so

lu
çõ

es

Solução não-dominada
Solução dominada
Desvio padrão

Figura 8.18. Distribuição das soluções ao longo da frente 3R
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Figura 8.19. Distribuição das soluções ao longo da frente 4R

8.7 Conclusões

Neste capítulo apresentam-se as seguintes técnicas:

• O algoritmo MaxiMin para promover a diversidade das soluções não-domina-

das ao longo da frente óptima de Pareto. O algoritmo proposto além de manter

uma boa diversidade das soluções garante uma uniformidade das mesmas no

espaço dos objectivos. O algoritmo foi testado em várias funções padrão e

comparado com duas técnicas bastante utilizadas para o mesmo fim nos al-

goritmos AEMO: o algoritmo pombalino e o algoritmo de agrupamento. Os
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(a) Configurações sucessivas do manipulador 2R (solu-
ção a, figura 8.16(a))
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(b) Configurações sucessivas do manipulador 2R (solu-
ção b, figura 8.16(a))
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(c) Deslocamento das juntas do manipulador 2R, (solu-
ção a, figura 8.16(a))
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(d) Deslocamento das juntas do manipulador 2R (solu-
ção b, figura 8.16(a))
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(e) Configurações sucessivas do manipulador 3R (solu-
ção a, figura 8.16(b))

                        
    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

−1 −0,5 0 0,5 1 1,5

−0,5

0

0,5

1

x [m]

y
[m

]

B

A

(f) Configurações sucessivas do manipulador 3R (solu-
ção b, figura 8.16(b))

Figura 8.20. Trajectórias pertencentes a frente óptima de Pareto

resultados obtidos com o MaxiMin superam os correspondentes aos do pom-

balino e são semelhantes aos obtidos com o método de agrupamento.

• Um método para analisar a convergência dos AEMO.
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(g) Deslocamento das juntas do manipulador 3R (solu-
ção a, figura 8.16(b))
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(h) Deslocamento das juntas do manipulador 3R (solu-
ção b, figura 8.16(b))
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(i) Configurações sucessivas do manipulador 4R (solu-
ção a, figura 8.16(c))
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(j) Configurações sucessivas do manipulador 4R (solu-
ção b, figura 8.16(c))
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(k) Deslocamento das juntas do manipulador 4R (solu-
ção a, figura 8.16(c))
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Figura 8.20. Trajectórias pertencentes a frente óptima de Pareto (cont.)
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• Um método para medir a extensão da frente óptima de Pareto.

• Duas técnicas para estudar a diversidade de soluções.

As técnicas anteriores foram aplicadas ao estudo de um planeador de trajectórias

obtendo-se bons resultados. O planeador consegue manter uma boa diversidade

de soluções da frente, especialmente quando a população contém uma percentagem

apreciável de soluções não-dominadas
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9 Dinâmica dos algoritmos
genéticos

9.1 Introdução

Um sistema pode ser visto como uma agregação de objectos unidos através de uma

forma de interacção ou de interdependência. Quando um ou mais sinais (variáveis)

do sistema variam no tempo é referido, na generalidade, como existindo uma dinâ-

mica do sistema.

O primeiro passo na análise de um sistema consiste em estabelecer os sinais de in-

teresse e a relação entre eles. O conceito principal da teoria dos sistemas associado

ao seu comportamento, deduzido das propriedades dos subsistemas ou elementos

que o compõem, é a sua interacção.

Os fenómenos (sinais) que ocorrem fora do sistema e actuam nele e não são afec-

tados pelo que ocorre dentro do sistema são chamados de sinais de entrada. Por

outro lado, os sinais que são afectados pela acção desses fenómenos externos são

denominados por sinais de saída. O conceito matemático da dinâmica do sistema

pode ser considerado uma “estrutura” que recebe uma entrada em cada instante t e

emite uma ou mais saídas. Na maior parte dos casos, a(s) saída(s) não depende(m)
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apenas dos sinais de entrada actuais mas também dos instantes anteriores. Numa

visão abrangente, o conceito de sistema pode ser empregue para além dos sistemas

físicos, podendo ser aplicado a fenómenos abstractos tais como sistemas biológicos,

económicos et caetera.

Este capítulo estuda a dinâmica dos AGs. O algoritmo é visto como um sistema

constituído por sinais de entrada (e.g., probabilidade de mutação, cruzamento, etc.)

e de saída (e.g., valor de aptidão do melhor elemento da população). O capítulo

está estruturado em duas partes principais. A primeira parte, secção 9.2, apresenta

o estudo da dinâmica de um AG simples. A segunda parte, secção 9.3, desenvolve o

estudo da dinâmica de um planeador de trajectórias. Na secção 9.4 são enunciadas

as principais conclusões.

9.2 Dinâmica de um algoritmo genético simples

9.2.1 Introdução

Nesta secção, a dinâmica de um AG é estudada durante a sua evolução ao longo das

gerações. Para investigar o fenómeno ocorrido na evolução da população do AG, a

probabilidade de mutação é exposta à excitação de perturbações durante algumas

gerações sendo a variação do valor de aptidão analisado. Para medir a influência da

função de aptidão, são utilizadas quatro funções de aptidão diferentes.

Esta secção está organizada nas seguintes partes: na secção 9.2.2 são formuladas as

funções de aptidão utilizadas para estudar a dinâmica do AG. De seguida, na secção

9.2.3 é descrita a modelação do AG, é indicado o sinal perturbador e são apresenta-

dos alguns resultados quando se optimiza uma função de aptidão. Nas secções 9.2.4

e 9.2.5 são apresentados outros resultados complementares com funções objectivo

diferentes. Por último, na secção 9.2.6, são enumeradas as principais conclusões.
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9.2.2 Funções de optimização

Esta secção descreve os AGs que são utilizados para estudar a dinâmica deste tipo

de sistemas. Para investigar a influência da função de aptidão nos AGs, recorre-se

a quatro funções de aptidão diferentes (9.1), todas elas de minimização. As funções

têm todas um parâmetro correspondente ao comprimento do vector com l = 24

elementos binários e a representação de cada vector da população é dada por (9.2).

O parâmetro real b, obtido pela descodificação do vector~b, pode variar no intervalo

[−50000, 50000].

fA(b) = 1 + |b− 41| (9.1a)

fB(b) = 1 + |b− 41|2 (9.1b)

fB(b) = 1 + |b− 41|3 (9.1c)

fC(b) = 2− sinc(b− 41) (9.1d)

~b = {b1, b2, b3, . . . , bl} (9.2)

Em todas as experiências, envolvendo as quatro funções de teste, a população inicial

é idêntica. O mesmo se aplica aos parâmetros genéticos, nomeadamente: uma po-

pulação de 50 vectores, optimizada durante 200 gerações sob a selecção por posto, o

cruzamento simples com pc = 0,8 e a mutação por lugar com pm = 0,05. A melhor

solução é sempre transposta para a geração seguinte.

O único parâmetro que varia ao longo das experiências, dentro de cada função de

teste, é a semente inicial de ruído que é adicionado à probabilidade de mutação.

Este vector de sementes iniciais, onde cada elemento é utilizado numa experiência

diferente, é igual para todas as funções de teste.
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9.2.3 Modelação, propagação do sinal e dinâmica do sistema AG

Nesta secção, os AGs são modelados através do sistema representado na figura

9.1(a). As entradas consideradas são as probabilidades de mutação e de cruzamento,

entre outros parâmetros, e a saída é o melhor valor de aptidão encontrado na po-

pulação nessa geração. Devido à complexidade do sistema o estudo incide essenci-

almente na probabilidade de mutação, mantendo-se os restantes sinais de entrada

constantes. Assim, o sistema AG é estimulado pela perturbação da probabilidade

de mutação, pm, através de um sinal de ruído branco δpm de amplitude pequena,

e a variação da aptidão da população correspondente, δ f , é avaliada com o fim de

medir a influência deste operador no AG (ver figura 9.1). Os sinais de probabilidade

de cruzamento, pc, e os restantes, po, permanecem inalterados. Consequentemente,

a variação da probabilidade de mutação e a modificação do valor de aptidão do me-

lhor elemento da população, durante a evolução, podem ser vistos como os valores

dos sinais de entrada e de saída, que variam ao longo das sucessivas gerações. Esta

análise é efectuada realizando várias experiências com sementes diferentes para o

sinal de ruído com amplitude pequena. Todas as sementes dos sinais restantes per-

manecem inalteradas.

-
-

-

-

pm

po

pc
AG

f

(a) Sistema inicial

-
-

-

-

pm + δpm

po

pc
AG

f + δ f

(b) Sistema perturbado

Figura 9.1. Dinâmica do sistema

Nesta perspectiva, um sinal de ruído branco δpm(T) é adicionado, no inicio da evo-

lução de cada AG, aos vectores da probabilidade de mutação pm durante um pe-

ríodo de tempo Texc. A nova probabilidade de mutação pn é calculada através da

equação (9.3) onde η é o sinal de ruído branco com amplitude máxima ±∆p.
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pn =






0 if pm + η(∆p) < 0

1 if pm + η(∆p) > 1

pm + η(∆p) outros casos

(9.3)

Consequentemente, o sinal de entrada, na geração T, é a diferença entre os dois

casos, isto é δpm(T) = pn(T)− pm(T). Por outro lado, o sinal de saída é a diferença

da aptidão da população com e sem sinal de ruído, ou seja, δ f (T) = fn(T)− f (T).

A figura 9.2 ilustra o sinal de entrada δpm(T), com semente i = 1, no domínio das

gerações e o diagrama polar correspondente, para fA, ∆p = 0,04 e Texc = 2, onde

F [δpm(T)] representa a transformada de Fourier do sinal perturbador. A figura 9.3

apresenta a variação do sinal de saída δ f (T) correspondente.
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Figura 9.2. Sinal de entrada perturbador δpm durante Texc = 2 gerações com semente
i = 1 (∆p = 0,04, função fA)

Após obter a transformada de Fourier dos sinais de entrada e de saída é possível

obter a respectiva função de transferência (9.4) para a semente i.

Hi(jw) =
F{δ fi(T)}

F{δpm i(T)} , i = {1, . . . , n} (9.4)

A função de transferência Hi(jw), com semente i = 1, entre os sinais de entrada e de

saída, é ilustrada na figura 9.4.
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Figura 9.3. Sinal de saída δ f (T) para o sinal de entrada perturbador durante Texc = 2
gerações com semente i = 1 (∆p = 0,04; aptidão fA)
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Figura 9.4. Função de transferência H1(jw) usando a semente i = 1 (Texc = 2, ∆p = 0,04,
aptidão fA)

Após se obterem todas as funções de transferência, uma para cada semente, a fun-

ção de transferência “representativa” é calculada através da mediana da amostra

estatística [139, 140].

Identificação da função de transferência

Nesta secção a mediana numérica da função de transferência do sistema, figura 9.5,

é aproximada por expressões analíticas com ganho κ ∈ R+ e dois pólos (a, b) ∈ R+

de ordem fraccionária, respectivamente (α, β) ∈ R+, dada pela equação (9.5) onde

l = A para a função fA. A equação (9.5) que aproxima as funções de transferência é

escolhida de forma heurística.
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Gl(jw) =
κ

(
jw
a + 1

)α (
− jw

b + 1
)β

{κ, a, b, α, β} ∈ R+ (9.5)
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(b) Diagrama polar com ∆p = 0,04
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Figura 9.5. Diagrama polar de HA(jw) com ∆p = {0,03; 0,04; 0,05}

É de notar que a expressão da função de transferência (9.5) é de fase não-mínima

adoptando pólos dos semi-planos esquerdo e direito, respectivamente ‘a’ e ‘b’.

Com o fim de estimar os parâmetros da função de aptidão, um AG adoptando um

vector de valores reais é executado com a seguinte representação {k, a, b, α, β}. O

AG de identificação é simulado durante Tide = 600 gerações com uma população de

100 elementos. É usado o cruzamento binário simulado e o operador de mutação

altera o vector {x1,. . . ,x5} ≡{k, a, b, α, β} segundo a equação (9.6) onde ui é um nú-

mero aleatório que segue uma distribuição uniforme U e εi é fixado de acordo com

o intervalo de estimação.
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xi+1 = 10ui xi (9.6a)

ui ∼ U[−εi, +εi] (9.6b)

A função de aptidão fide mede a distância cartesiana entre a mediana H(jwk) e a

função de transferência analítica G(jwk):

fide =
n f

∑
k=1
‖ H(jwk)− G(jwk) ‖ (9.7)

onde: H representa a mediana de n funções de transferência que resultam das expe-

riências com semente diferente, n f é o número total de pontos de amostragem e wk,

k = {1, ..., n f} é o vector de frequências correspondente.

Uma vez que o AG de optimização tem uma dinâmica estocástica, cada execução

do AG, com uma semente de ruído distinta, conduz a uma função de transferência

diferente. Consequentemente, de modo a obter uma convergência numérica [139]

são realizadas n = 1701 experiências com sementes diferentes para o sinal de ruído

perturbador δpm(T) (todas as restantes sementes dos vectores dos sinais de pm, pc

e probabilidade de selecção permanecem inalteradas). Deste modo, a função de

transferência do AG de optimização é calculada a partir da transformada de Fourier

(TF) para cada par de sinais de entrada e de saída. Posteriormente, a mediana das

funções de transferência calculadas previamente (i.e., a mediana da parte real e a

mediana da parte imaginária, para cada frequência) é tomada como o valor final da

função de transferência numérica H(jw) (ver figura 9.5).

Para estudar a influência do período de excitação Texc várias simulações são execu-

tadas entre Texc = 2 e Texc = 12 gerações. A relação entre os parâmetros da função

de transferência (9.5) e Texc estão ilustrados na figura 9.6.
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Figura 9.6. Parâmetros estimados {κ, a, α, b, β} vs. Texc com a função fA

Os gráficos de {κ, a, b, α, β} podem ser aproximados através da equação (9.8) resul-

tando nos parâmetros da tabela 9.1.

{κ, a, α, b, β} ≃ γ1 (Texc)
γ2 (9.8)
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Tabela 9.1. Parâmetros γi, i = {1; 2} da aproximação de {κ, a, α, b, β} com a função de
optimização fA

κ a α b β
∆p γ1(105) γ2 γ1 γ2 γ1 γ2 γ1 γ2 γ1 γ2

0,03 10,0 −0,40 2,46 −1,48 7,78 −1,27 0,15 −0,16 0,18 0,48
0,04 10,0 −0,43 2,13 −1,37 6,30 −1,14 0,13 +0,01 0,18 0,57
0,05 9,6 −0,38 2,12 −1,38 6,13 −1,12 0,15 −0,09 0,20 0,52

Estes resultados revelam que os parâmetros da função de transferência {κ, a, α, b, β}
variam de acordo com uma exponencial em função do tempo Texc. O pólo do semi-

-plano direito tem uma dependência menor com Texc e, consequentemente, a adop-

ção de um valor peculiar de Texc não é particularmente relevante, mas por outro

lado, o pólo do semi-esquerdo ‘a’ tem uma variação assinalável. Adicionalmente, κ

varia significativamente com ∆p enquanto que a, α, b, β tem uma dependência me-

nor relativamente a ∆p.

Permitindo variar livremente a ordem dos pólos, são obtidos valores não-inteiros

para α e β. De facto, a adopção de uma função de transferência de ordem-inteira

levaria à necessidade de um número elevado de pólos para obter a mesma “quali-

dade” na função analítica, identificada a partir dos valores numéricos.

9.2.4 Experiências com as funções de aptidão fB e fC

Nesta secção são apresentados os diagrama polares e a aproximação dos parâmetros

correspondentes quando são usadas as funções de optimizações fB e fC.

Os diagramas polares obtidos para a função fB podem ser vistos na figura 9.7 e

os correspondentes parâmetros da função de transferência encontram-se na figura

9.8. Quando se aproximam os parâmetros através de expressões exponenciais, do

mesmo tipo que as utilizadas na função de optimização fA, resultam os valores apre-

sentados na tabela 9.2.
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Figura 9.7. Diagramas polares HB(jw) com ∆p = {0,03; 0,04; 0,05}

Os resultados obtidos com a função fB não diferem significativamente dos resulta-

dos anteriores, com excepção do parâmetro κ que revela uma variação menos signi-

ficativa com ∆p, particularmente para valores elevados de Texc.

Tabela 9.2. Parâmetros γi, i = {1; 2} da aproximação de {κ, a, α, b, β} com a função de
optimização fB

κ a α b β
∆p γ1(108) γ2 γ1 γ2 γ1 γ2 γ1 γ2 γ1 γ2

0,03 5,0 −0,41 2,93 −1,83 0,20 −0,29 3,55 −1,13 0,16 0,61
0,04 5,0 −0,36 2,40 −1,81 0,13 −0,13 2,64 −0,99 0,11 0,77
0,05 4,0 −0,30 1,62 −1,52 0,10 +0,05 1,85 −0,72 0,10 0,90

Para a função fC os diagramas polares obtidos encontram-se na figura 9.9 e a es-

timação dos parâmetros da função de transferência pode ser vista na figura 9.10.

Com estes resultados os parâmetros são também aproximados através da expressão

211



Dinâmica dos algoritmos genéticos

            
   

   

   

   

   

   

2 4 6 8 10 12
1,5

2

2,5

3

3,5

4
×108

Text

κ

∆p = 0,03

∆p = 0,04

∆p = 0,05

(a) Ganho κ vs. Texc

            
   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

2 4 6 8 10 12
0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

Text

a

∆p = 0,04

∆p = 0,05

∆p = 0,03

(b) Pólo a vs. Texc

            
   

   

   

   

   

   

2 4 6 8 10 12
0

0,5

1

1,5

2

2,5

Text

α

∆p = 0,05

∆p = 0,03

∆p = 0,04

(c) Pólo de ordem-fraccionário α vs. Texc

            
    

    

    

    

    

    

    

    

2 4 6 8 10 12
0,06

0,08

0,1

0,12

0,14

0,16

0,18

0,2

Text

b

∆p = 0,03

∆p = 0,04

∆p = 0,05

(d) Pólo b vs. Texc

            
   

   

   

   

   

   

   

   

2 4 6 8 10 12
0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

1,4

1,6

Text

β

∆p = 0,05

∆p = 0,04

∆p = 0,03

(e) Pólo de ordem-fraccionário β vs. Texc

Figura 9.8. Parâmetros estimados {κ, a, α, b, β} vs. Texc com a função fB

exponencial usada anteriormente (9.3).

Os resultados obtidos com a função de aptidão fC não diferem significativamente

dos resultados anteriores, com excepção para o parâmetro κ que revela um compor-

tamento inicial (Texc ≤ 3) idêntico aos obtidos para as funções fA e fB. Para Texc ≥ 4
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Figura 9.9. Diagramas polares HC(jw) com ∆p = {0,03; 0,04; 0,05}

o parâmetro κ varia de forma visível com ∆p, inversamente proporcional a ∆p. Com

o aumento do expoente de |b− 41|, da função (9.1), o valor do ganho aumenta signi-

ficativamente. Por outro lado, a gama dos parâmetros de ‘a’ e ‘α’ é idêntica, apenas a

concavidade de acentua com o aumento da exponencial da função de optimização.

Tabela 9.3. Parâmetros γi, i = {1; 2} da aproximação de {κ, a, α, b, β} com a função de
optimização fC

κ a α b β
∆p γ1(1011) γ2 γ1 γ2 γ1 γ2 γ1 γ2 γ1 γ2

0,03 4,0 −0,49 3,30 −1,95 0,17 −0,18 2,90 −1,00 0,16 0,73
0,04 3,0 −0,39 2,61 −2,02 0,14 −0,25 2,35 −0,99 0,14 0,67
0,05 3,0 +0,56 2,03 −1,83 0,15 −0,29 1,72 −0,74 0,16 0,64
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Figura 9.10. Parâmetros estimados {κ, a, α, b, β} vs. Texc com a função fC

9.2.5 Experiências com a função de optimização fD

O estudo da função de optimização fD segue uma estratégia idêntica à que foi adop-

tada nas secções anteriores. Para esta equação, e para um sinal perturbador do tipo

ruído branco δpm, é obtido um sinal de saída e uma função de transferência como
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é ilustrado nas figuras 9.11 e 9.12. Neste caso, a saída é menos sensível e responde

apenas algumas gerações depois de ser aplicado o sinal de ruído. Consequente-

mente, a optimização deste AG conduz a um tipo de diagrama polar diferente para

H(jw) (ver figura 9.13). Neste caso a mediana H(jw) pode ser aproximada por:

GC(jw) =
κe−jwt

(
jw
a + 1

)α ( jw
b + 1

)β
{κ, T, a, b, α, β} ∈ R+ (9.9)

levando a um sistema de fase mínima com atraso no tempo em contraste com os

casos anteriores.
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Nesta simulação apenas o ganho κ (figura 9.14) segue claramente a equação (9.8),

resultando os valores estimados encontrados na tabela 9.4. Os restantes parâmetros

revelam um comportamento idêntico ao ruído branco não se tendo uma ideia clara

para uma aproximação. No entanto, para simplificar a sua comparação com os casos

anteriores decidiu-se manter a estimação dos parâmetros através da equação (9.8)

obtendo-se exponenciais γ2 próximas de zero.
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Figura 9.13. Diagrama polar de H(jw) para a função fD(b) e ∆p = {0,03; 0,04; 0,05}

Tabela 9.4. Parâmetros γi, i = {1; 2} da aproximação de {κ, a, α, b, β} com a função de
optimização fD

(a) Parâmetros κ, T vs. ∆p

κ T
∆p γ1 γ2 γ1 γ2

0,03 28328 −0,51 0,34 1,17
0,04 21467 −0,51 57,22 0,02
0,05 18418 −0,53 87,80 −0,36

(b) Parâmetros a, α, b, β vs. ∆p

a α b β
∆p γ1 γ2 γ1 γ2 γ1 γ2 γ1 γ2

0,03 0,58 −0,38 11,71 −0,32 0,45 −0,04 9,65 0,23
0,04 0,16 −0,35 1,50 −0,35 0,61 −0,23 19,72 −0,16
0,05 0,25 −0,18 34,51 −0,21 0,88 −0,27 3,09 −0,08
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Figura 9.14. Parâmetros estimados vs. Texc com a função fD
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9.2.6 Análise dos resultados

Esta secção analisou a propagação e o fenómeno da dinâmica inerente à evolução

dos indivíduos de uma população de um AG. O estudo foi concebido usando um

AG simples com quatro funções de aptidão diferentes. Enquanto que o estudo dos

AGs, usando esquemas, é bastante conhecido [29], a influência de sinais perturba-

dores sobre as condições de operação é pouco estudada.

A partir destes resultados pode-se concluir que as funções de optimização e a dura-

ção do tempo de perturbação tem uma influência assinalável sobre o AG enquanto

que o valor adoptado para a probabilidade de mutação parece ser menos significa-

tivo. Adicionalmente, verifica-se que funções de aptidão “parecidas” revelam fun-

ções de transferência “parecidas”.

9.3 Dinâmica de um planeador de trajectórias

9.3.1 Introdução

Nesta secção é estudada a dinâmica de um planeador genético com o fim de ge-

rar uma trajectória para um manipulador robótico 2R. O AG tem como objectivo

minimizar o deslocamento da trajectória e a oscilação residual sem exceder um de-

terminado binário. Com o fim de investigar o fenómeno envolvido no AG, como na

secção anterior, a mutação é exposta a excitação de perturbações e a correspondente

variação é calculada. O ruído caótico e os sinais de entrada/saida são estudados

revelando uma dinâmica de ordem fraccionária, característicos de sistemas com ter-

mos de memória longos.

Nesta ordem de ideias, analisa-se a evolução dos sinais do sistema e a ordem frac-

cionária da dinâmica da população do AG com vista a determinar a trajectória para

o manipulador robótico. Assim, a secção está organizada da seguinte forma: na
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secção 9.3.2 introduz-se o problema a resolver, o AG usado na resolução e o resul-

tado de uma experiência. Na secção 9.3.3 são apresentados alguns resultados para

várias experiências envolvendo diferentes condições de excitação e é feito o estudo

dos sinais resultantes e do fenómeno da dinâmica. Por último, na secção 9.3.4 são

enunciadas as principais conclusões.

9.3.2 Planeador genético

Esta secção apresenta o esquema do AG adoptado para fornecer uma trajectória óp-

tima, com uma oscilação residual reduzida no deslocamento e nas velocidades, sem

ultrapassar os binários máximos impostos. Neste estudo é considerado um manipu-

lador planar 2R, que se pretende deslocar entre dois pontos do espaço de trabalho.

O algoritmo usa a cinemática directa de modo a evitar os problemas singulares.

Representação da trajectória

O manipulador pode mover-se entre dois pontos do espaço de trabalho. Conse-

quentemente, as configurações inicial e final são dadas pela cinemática inversa. A

trajectória é codificada directamente, usando codificação real, num vector no espaço

das juntas para ser usado pelo AG:

[
∆t, (q

(1,T)
1 , q

(1,T)
2 ), . . . , (q

(j,T)
1 , q

(j,T)
2 ), . . . , (q

(m−2,T)
1 , q

(m−2,T)
2 )

]
(9.10)

A junta i para a posição intermédia j, na geração T, é q
(j,T)
i , o vector é constituído

por m− 2 configurações e cada configuração é formada pelos dois valores relativos

às posições das juntas. Os valores, q
(j,0)
i , são inicializados no intervalo ]− π, +π].

Como as configurações inicial e final se mantêm inalteradas durante a pesquisa do

AG não são colocadas no vector. O parâmetro ∆t é introduzido no vector para espe-

cificar o tempo entre duas configurações consecutivas.
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Operadores genéticos

A população inicial é gerada aleatoriamente. A pesquisa é então efectuada através

dessa população. Os três operadores usados no planeador genético são: reprodução,

cruzamento e mutação, descritos de seguida. No que diz respeito ao operador de re-

produção é baseado no seu valor de aptidão. Neste caso, é usada uma selecção por

torneio-5 de modo a escolher as soluções que darão origem a dois descendentes.

Para determinar quais os elementos da população que estes descendentes substi-

tuem é usado um outro torneio de 5 elementos para escolher as trajectórias menos

aptas. Para o operador de cruzamento, os elementos são agrupados em pares. De

seguida o operador de cruzamento de ponto simples é executado sobre cada par. O

ponto de cruzamento só pode ocorrer entre configurações, (i.e., o operador de cru-

zamento não pode “cortar” uma configuração ao meio). O operador de mutação

pode modificar vários parâmetros, nomeadamente o tempo entre duas configura-

ções, ∆t, e os ângulos das juntas. Assim, o operador de cruzamento substitui um

valor da junta, q
(j,T)
i com uma probabilidade de mutação pm. O novo valor q

(j,T+1)
i

é obtido através da expressão q
(j,T+1)
i = q

(j,T)
i + N(0; 1/

√
2π), onde N é a função de

distribuição normal.

Critério de avaliação

Para avaliar o desempenho das trajectórias são usados cinco índices. Todos estes

índices são inseridos na função de aptidão como funções a minimizar. Cada índice

é calculado separadamente e, de seguida, é integrado na função de aptidão. A fun-

ção de aptidão f , adoptada para determinar o desempenho de cada trajectória, é

definida como:

f = β1 fq + β2 fq̇ + β3 fp + β4 f ṗ + β5 fsc (9.11)
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onde os índices fq, fq̇, fp, f ṗ e fsc são formulados de seguida. A optimização con-

siste em encontrar um conjunto de parâmetros que minimiza f de acordo com as

prioridades indicadas pelos factores de pesos βi (i = 1, .., 5).

O critério fq, é usado para minimizar a distância angular percorrida pelo manipula-

dor robótico dando origem à seguinte fórmula:

fq =
m−1

∑
j=1

2

∑
i=1

(
q̇

j
i

)2
(9.12)

A função fq̇ é adoptada para minimizar a oscilação residual da velocidade do mani-

pulador através do critério:

fq̇ =
m

∑
j=1

2

∑
i=1

(
q̈

j
i

)2
(9.13)

O critério fp é introduzido na função de aptidão f para minimizar o comprimento

total da trajectória. Este índice é definido como:

fp =
m−1

∑
j=1

d
(

pj, pj−1
)2

(9.14)

onde pw indica a posição cartesiana w do órgão terminal e d(., .) é a função que mede

a distância entre os dois argumentos.

O índice f ṗ na função de aptidão é responsável pela redução da oscilação residual

da velocidade cartesiana do órgão terminal. Este critério é formulado da seguinte

maneira:

f ṗ =
m−1

∑
j=2

∣∣∣d
(

pj, pj−1
)
− d

(
pj−1, pj−2

)∣∣∣
2

(9.15)

O índice fsc representa a actuação em excesso relativamente ao binário máximo
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τi max, que o motor i consegue fornecer para a trajectória em consideração.

fsc =
m−1

∑
j=0

(
f

j
1 + f

j
2

)
(9.16a)

f
j
i =





0, se

∣∣∣τ j
i

∣∣∣ < τi max∣∣∣τ j
i

∣∣∣− τi max, outros casos
(9.16b)

As equações da dinâmica para um manipulador de dois elos (figura 9.15) pode ser

facilmente obtido pelo lagrangeano [134] levando às seguintes equações:

τ1 = d1q̈1 + dcq̈2 − cq̇2
2 − 2cq̇1q̇2 + g1 (9.17a)

τ2 = dcq̈1 + d2q̈2 + cq̇2
1 + g2 (9.17b)

d1 = m1l2
1 + m2

[
l2
1 + l2

2 + 2l1l2 cos (q2)
]

(9.17c)

d2 = m2l2
2 (9.17d)

dc = m2

[
l2
2 + 2l1l2 cos (q2)

]
(9.17e)

c = m2l1l2 sin (q2) (9.17f)

g1 = g (m1 + m2) l1 cos (q1) + g2 (9.17g)

g2 = gm2l2 cos (q1 + q2) (9.17h)

m
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q
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Figura 9.15. Manipulador de dois eixos rotacionais (2R)
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Resultados da simulação

Esta secção descreve uma experiência simples que consiste em mover o manipu-

lador robótico desde o ponto inicial A ≡ {1,25;−0,30} até ao ponto final B ≡
{−0,50; 1,40}. O AG adopta uma probabilidade de cruzamento e de mutação, res-

pectivamente de pc = 0,8 e de pm = 0,05 por lugar, uma população de 200 elementos

para as configurações intermédias, m = 8 e um selecção por torneio-5. O compri-

mento e o peso de cada elo do robô, é respectivamente de li = 1 m e de mi = 1 kg

(i = 1; 2). Adicionalmente, as juntas 1 e 2 são livres de rodar em torno dos seus eixos

e o binário máximo permitido é, respectivamente de τ1 max = 16 Nm e de τ2 max = 5

Nm.

Neste estudo existem duas variáveis distintas nomeadamente: o tempo da trajectó-

ria t, durante o qual o manipulador se move, e o tempo de evolução T, que corres-

ponde às gerações sucessivas do AG. No primeiro caso, o tempo entre duas confi-

gurações sucessivas é restringido ao intervalo 0,05 ≤ ∆t ≤ 1,60 s. No segundo caso,

o tempo normalizado entre duas gerações consecutivas do AG é considerado T = 1

s.

As figuras 9.16–9.19 apresentam: a trajectória no plano {x, y}, o deslocamento, a

velocidade e o binário do manipulador nas juntas. A figura 9.20 contém os percentis

para Pr, r = {0; 30; 70; 100}%, da aptidão da população do AG ao longo da evolução.

A trajectória apresenta um comportamento suave, tanto nos deslocamentos como

nas velocidades e o binário máximo requerido não excede os limites impostos.

9.3.3 Evolução e dinâmica de ordem fraccionária

Esta secção estuda a dinâmica envolvida na propagação do sinal na população do

AG. Nesta perspectiva, perturbações de amplitude pequena são injectadas nos si-

nais do sistema e a sua influência na população é avaliada.
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Figura 9.16. Trajectória robótica no plano {x, y}
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Figura 9.18. Velocidade das juntas versus
tempo t

Simulações

Nesta secção o sistema AG é estimulado perturbando a probabilidade de mutação

através de um sinal de ruído branco e a variação dos percentis da aptidão da po-

pulação correspondente é estudada. Assim, a variação do sinal da probabilidade

de mutação e a variação dos percentis da aptidão resultante da população genética,

durante a evolução, podem ser vistos, respectivamente como os sinais de entrada e

de saída em função do tempo (figura 9.21).

As figuras 9.22 e 9.23 mostram o sinal de entrada δpm, nos domínios do tempo (das

gerações) e da frequência, para perturbações na probabilidade de mutação de ∆p =

0,12pm e para um período de excitação de Texc = 100 gerações. As figuras 9.24 e
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Figura 9.19. Binário vs. tempo t

T [s]

f

P0
P30
P70
P100

0 50 100 150 200 250100

101

102

103

Figura 9.20. Percentis da aptidão da popu-
lação vs. geração T

-
-

-

-

-

-

pm

po

pc
AG

p0%

p10%

p100%

(a) Sistema inicial

-
-

-

-

-

-

pm + δpm

po

pc
AG

p0% + δp0%

p10% + δp10%

p100% + δp100%

(b) Sistema perturbado

Figura 9.21. Perturbação do sistema através de um sinal de ruído branco

9.25 apresentam a variações correspondente do sinal de saída δPr para o percentil

de r = 50% da função de aptidão. A função de transferência Hr(jω), entre os sinais

de entrada e de saída, e a aproximação analítica de ordem fraccionária Gr(jω) é

descrita na figura 9.26.
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Figura 9.22. Perturbação de entrada
δpm(T) injectada na probabilidade de mu-
tação durante Texc = 100 gerações
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Figura 9.23. Espectro de Fourier
F{δpm(T)} da variação da probabilidade
de mutação
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Figura 9.24. Variação do percentil de saída
δP50(T) para a excitação do sinal de entrada
de Texc = 100 gerações
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Figura 9.25. Espectro de Fourier
F{δP50(T)} da função de aptidão do per-
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Figura 9.26. Função de transferência H50(jω) = F{δP50(T)}/F{δpm(T)} e a aproxima-
ção analítica G50(jω) para o percentil r = 50%

Identificação

Nesta secção, os dados numéricos das funções de transferência do sistema são apro-

ximados por expressões analíticas com ganho k ∈ R+, um zero e um pólo (a, b) ∈
R

+, respectivamente, dados por:

Gr (s) = k

(
s
a

)α
+ 1

(
s
b

)β
+ 1

(9.18)

O AG utilizado para identificar a função analítica é idêntico ao da secção 9.2. No

entanto, a função de identificação fr,ide mede, logaritmicamente, a distância entre a
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função de transferência numérica Hr e a analítica Gr (9.19) devido à estimação ser

levada a cabo numa escala logarítmica.

fr,ide =
n f

∑
i=1

[
log10

Hr (ωi)

Gr (ωi)

]2

(9.19)

Gr (ωi) = k






[(ωi
a

)α cos
(

π
2 α
)
+ 1
]2

+
[(ωi

a

)α sin
(

π
2 α
)]2

[(ωi
b

)β cos
(

π
2 β
)
+ 1
]2

+
[(ωi

b

)β sin
(

π
2 β
)]2






1/2

(9.20)

Com o fim de obter os parâmetros da expressão (9.18) são executadas 21 identifica-

ções através de um AG e os resultados medianos são escolhidos como os parâmetros

de estimação final. Adicionalmente, para estudar a influência do período de excita-

ção Texc são realizadas várias simulações desde Texc = 20 até Texc = 1000 gerações.

A relação entre os parâmetros da função de transferência e (Texc, Pr) encontram-se

nas figuras 9.27–9.31.
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Figura 9.27. Ganho estimado ln(κ) vs. (Texc, Pr)

Os gráficos de {κ, a, b, α, β} podem ser aproximados através da técnica dos míni-

mos quadrados levando as equações:

κ = 62069 Texc
0,852e−0,011 Pr (9.21a)

227



Dinâmica dos algoritmos genéticos

ln Texc

ln
a

Pr

−1,5

−0,5

−1

0

0,5

1

1,5

2
3

4
5

6
7

0
20

40
60

80
100
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Figura 9.29. Pólo estimado ln(b) versus
(Texc, Pr)
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Figura 9.30. Pólo estimado de ordem frac-
cionária ln(α) versus (Texc, Pr)
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Figura 9.31. Pólo estimado de ordem frac-
cionária ln(β) versus (Texc, Pr)

a = 0,317 T0,204
exc e−0,0044 Pr (9.21b)

b = 0,012 Texc
0,362e−0,0060 Pr (9.21c)

α = 1,121 Texc
−0,005e0,0019 Pr (9.21d)

β = 1,093 Texc
−0,028e0,0025 Pr (9.21e)
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9.3.4 Análise dos resultados

Os resultados obtidos revelam que os parâmetros da função de transferência têm

uma dependência pequena relativamente aos percentis Pr da função de aptidão e,

consequentemente, a escolha de um valor para r não tem qualquer importância para

o estudo em questão. Por outro lado, o período de excitação Texc tem uma influência

maior na variação dos parâmetros.

Permitindo que a ordem do pólo/zero varie livremente, são obtidos valores não-

-inteiros para α e para β, ao passo que a escolha de valores inteiros para a função

de transferência levaria a um número grande de pólos e zeros de modo a obter uma

boa aproximação na estimação analítica dos valores numéricos. O “requisito” de

modelos de ordem fraccionária, em oposição aos modelos clássicos de ordem inteira,

é uma discussão bem conhecida e mesmo hoje em dia não existem conclusões claras,

uma vez que é sempre possível aproximar a resposta em frequência fraccionária

por uma de ordem inteira com um número grande de pólos e de zeros. Contudo,

nas experiências presentes existe um ponto de vista complementar na direcção do

cálculo fraccionário. De facto, analisando o sinal de saída, observa-se um sinal de

ruído branco com semelhanças a sinais que aparecem em sistemas naturais, que é

auto sustentado, mesmo para períodos de tempo afastados do período de excitação

através do ruído branco. Esta característica é típica de sistemas caóticos e sugere

uma investigação futura na dinâmica que resulta na perturbação de outros sinais

de entrada, isto é, para outras variáveis do AG e outro sinal de perturbação com

diferente espectro.

9.4 Conclusões

Neste capítulo, modelaram-se vários sistemas AGs e analisou-se a sua dinâmica. As

entradas consideradas são os parâmetros de sintonia dos AGs, nomeadamente as

probabilidades de mutação, cruzamento, entre outras. Devido à complexidade do
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problema considerou-se o vector da probabilidade de mutação como sinal variável,

mantendo os restantes vectores dos sinais de entrada fixos ao longo das experiên-

cias.

Concluiu-se que a dinâmica dos AGs é adequadamente modelada por funções de

transferência de ordem-fraccionária. Este capítulo estudou a dinâmica de um AG

simples e de um planeador de trajectórias:

• No AG simples a modelação foi efectuada utilizando o método dos mínimos

quadrados, no domínio complexo. Depois de modelado foi analisado o seu

comportamento no domínio das frequências, particularmente no que se refere

a estabilidade do mesmo. Considerou-a introdução do sinal perturbador na

probabilidade de mutação durante um certo período evolutivo inicial variá-

vel. Concluiu-se que para certos tipos de AGs, a exposição do sinal de mutação

ao ruído durante longos períodos pode alterar significativamente o comporta-

mento dinâmico do sistema.

• No planeador genético, o estudo foi desenvolvido baseado num AG para o

planeamento de uma trajectória de um manipulador robótico. Para o caso

em estudo a evolução do sinal tem semelhanças com os revelados pelos sis-

temas caóticos, o que confirma a necessidade de uma ferramenta matemática

adequada ao fenómeno sob investigação onde o cálculo fraccionário encaixa

perfeitamente.

230
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10.1 Introdução

Neste capítulo é feita uma síntese do trabalho desenvolvido ao longo da tese e são

formuladas as principais conclusões. São também realçados alguns aspectos que

poderão merecer uma investigação mais profunda.

Nesta ordem de ideias, na secção 10.2 são apontados os aspectos principais do tra-

balho e, na secção 10.3 são referidas algumas perspectivas para desenvolvimento

futuro.

10.2 Síntese conclusiva do trabalho realizado

Nesta dissertação:

• Foram revistos os tópicos principais sobre algoritmos evolutivos, especial-

mente sobre algoritmos genéticos. De seguida foram apresentados alguns al-

goritmos multi-objectivo e um conjunto de índices de desempenho que permi-

tem medir a sua eficiência;
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• Foi apresentado o problema do planeamento de trajectórias para manipulado-

res robóticos e foi descrito um resumo de aplicações de sistemas robóticos que

utilizam algoritmos evolutivos, com particular incidência nos AGs. Estas apli-

cações incidem essencialmente na geração de trajectórias para robôs móveis,

no planeamento de trajectórias para manipuladores robóticos, na selecção e

síntese do robô que melhor se adapte a determinadas tarefas, na locomoção de

robôs e na estimação de parâmetros de robôs;

• Foram apresentados os resultados do planeamento de trajectórias para mani-

puladores robóticos, do tipo 2R, em tempo real. Para esse fim, foi desenvol-

vido, numa primeira fase um programa baseado em AGs que calcula todas as

trajectórias possíveis. Posteriormente, quando solicitado pelo utilizador, for-

nece as trajectórias entre duas posições;

• Foi desenvolvido um AG para gerar a estrutura mecânica que melhor se adeqúe

à execução de determinadas trajectórias. O problema é resolvido tendo em

conta o ponto de vista mono e multi objectivo;

• Foi apresentada uma aplicação que optimiza trajectórias, para manipuladores

robóticos, usando simultaneamente vários objectivos fornecendo um conjunto

alternativo de resultados;

• Foi proposto um novo algoritmo com o intuito de promover a diversidade das

soluções no espaço dos objectivos, bem como um conjunto de técnicas que

permitem medir o desempenho dos algoritmos multi-objectivo;

• Na teoria dos AGs, foi estudada a dinâmica existente num AG onde se ob-

tiveram resultados promissores. A dinâmica do sistema foi aproximada por

funções de transferência de ordem fraccionária.

Os resultados obtidos demonstram, claramente, que o planeamento de trajectórias

através de AGs é viável e que a complexidade do algoritmo é mantida, independen-

temente da existência, ou não, de obstáculos, ou do número destes. Conclui-se que
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os AGs têm uma enorme capacidade em aplicações deste tipo.

Os resultados obtidos, no planeamento de trajectórias, podem ser melhorados com

a introdução de novas técnicas que aumentem o desempenho dos algoritmos gené-

ticos, como os que foram apresentados nesta tese. Por outro lado, o conhecimento

da dinâmica dos AGs pode ser útil na formulação e resolução dos algoritmos pro-

postos.

10.3 Perspectivas para desenvolvimentos futuros

Com base no trabalho desenvolvido surgiram os seguintes aspectos que podem ser

alvo de uma possível investigação no futuro:

• Planeamento de trajectórias no espaço das juntas (em alternativa ao espaço

operacional) utilizando a cinemática inversa e tendo em atenção as singulari-

dades;

• Estudo de novas funções de aptidão nomeadamente com base na manipulabi-

lidade do manipulador robótico;

• Aplicação dos AGs em sistema com vários braços cooperantes.

• Modificação da função de aptidão de forma a diminuir o tempo de cálculo com

vista à sua aplicação em sistemas de tempo real;

• Aplicação de outros tipos de AEs no planeamento de trajectórias para mani-

puladores robóticos de forma a encontrar o que melhor se adapte a este tipo

de problema;

• No operador de selecção, ter em atenção as diferentes soluções que se sobre-

põem no espaço dos objectivos, de modo a escolher as mais aptas do ponto de

vista do espaço dos parâmetros;
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• Comparar o algoritmo MaxMin com outro tipos de algoritmos, nomeadamente

o SPEA, SPEA-II, ǫ−SPEA, ǫ−MOEA entre outros;

• Estudar a dinâmica dos AGs, alterando outros parâmetros tais como a pro-

babilidade de cruzamento, comprimentos do vector, taxa de substituição dos

vectores, dimensão da população, o número de parâmetros, de objectivos, com

técnicas de nicho entre outras.

Em conclusão, pode afirmar-se que existe um largo espectro de investigação que, no

futuro poderá trazer novos formalismos e novos conceitos, permitir aplicações mais

sofisticadas com desempenho ainda mais relevante.
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A.1 Técnicas de pesquisa

Neste apêndice são descritas sucintamente algumas técnicas de pesquisa. Na figura

2.1 está ilustrada um modo de classificar as técnicas de pesquisa. No entanto, estas

podem ser agrupadas de acordo com um vasto número de características [141, 142]

nomeadamente: se usam população; se usam memória; o número de vizinhos; a

medida de desempenho da solução ser estática ou dinâmica; o tipo de inspiração;

se segue uma trajectória ou se executa saltos durante a pesquisa; tipo de nicho que

usam; regras determinística vs. regras estocásticas.

Métodos Indirectos: os métodos indirectos baseiam-se na obtenção analítica de va-

lores nulos das derivada. Normalmente são usados para funções suaves (não

descontínuas) e onde o número de zeros das derivadas das funções é bastante

pequeno.

Técnica Exaustivas: em princípio, pesquisam todos os pontos possíveis, um de cada

vez. Esta técnica normalmente é simples de implementar mas o número de

pontos possíveis pode ser muito grande para a pesquisa directa. Em alguns
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casos, e.g., teoria dos jogos, é possível reduzir a pesquisa de modo que as re-

giões que não contenham a solução não sejam examinados.

Técnicas de Cálculo Directo: tais como Fibonacci ou Newton usam valores de fun-

ções ou de gradiente para estimar a localização de um extremo próximo. Estas

técnicas, e outras, são conhecidas por técnicas de Hill-climbing [143] porque

estimam onde um máximo se encontra, movendo-se para esse ponto, faz uma

nova estimativa, e assim sucessivamente até alcançar o topo. Estas técnicas

podem ser usadas em problemas “bem comportados” ou problemas que se

podem transformar em problemas bem comportados.

Em Profundidade Primeiro: (Depth-First Search) este tipo de técnica [144] é usado

quando a informação a pesquisar é guardada em árvores. A pesquisa é efectu-

ada dando sempre prioridade aos ramos de um lado, em profundidade.

Em Largura Primeiro: (Width-First Search) este tipo de técnica é usado quando a

informação a pesquisar é guardada em árvores. A pesquisa é efectuada de

acordo com o nível dos nós da árvore, em largura.

Programação Dinâmica: funciona partindo do princípio que encontra a solução glo-

bal seleccionando um ponto intermédio que incida entre o ponto actual e o

ponto de chegada [144]. Este processo é recursivo, uma vez que os pontos

intermédios seguintes são determinados em função dos pontos previamente

seleccionados.

Ramifica e Limita: (Branch and Bound) este método baseia-se na sucessiva partição

do espaço de pesquisa. Inicialmente é determinada um custo limite para o pro-

blema. O passo seguinte é tentar determinar uma solução com custo inferior

ao actual.

Algoritmo Greedy: a solução do problema é construída a partir de uma série de

passos. A solução é construída considerando que o melhor deslocamento em

cada passo leva a solução óptima (o que nem sempre acontece).
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Algoritmo A*: O algoritmo A* é baseado nos métodos greedy mas usa uma função

de desempenho com informação adequada de modo a evitar óptimos que não

interessam.

Algoritmos Evolutivos: baseados na teoria da selecção natural Darwiana evolutiva

[29], onde a selecção é progressivamente melhorada pela remoção selectiva

dos piores elementos e pela criação de novos elementos a partir do melhores

elementos. Enquanto que os algoritmos de pesquisa podem ser bem adapta-

dos para um problema em particular, o teorema no-free-lunch mostra que em

média para todos os problemas os métodos são todos equivalentes, i.e., se têm

um bom desempenho para um problema em particular, existem outros pro-

blemas onde o seu desempenho é bastante baixo. Por outras palavras, podem

existir problemas onde o método de pesquisa tem um desempenho tão mau

como a pesquisa aleatória.

Estratégias de Evolução: Este tipo de algoritmo evolutivo foi desenvolvido por I.

Recheberg e H. P. Schwefel na universidade técnica de Berlim na década de

1960. A Estratégia de evolução utiliza tipicamente parâmetros de valor real,

contudo também tem sido aplicados em problemas discretos. A característica

básica é: a distinção entre a população de progenitores (de µ elementos) e a

população de descendentes (λ ≥ µ elementos); o uso de mutações através de

funções com distribuição normal; o uso de tipos de cruzamento próprios; e

a incorporação da auto-adaptação para os parâmetros estratégicos. Os parâ-

metros estratégicos, que descrevem a função de densidade de probabilidades

do operador de mutação, são “envolvidos” ao longo das gerações, pelo menos

princípios que as variáveis objectivo.

Algoritmo Genético: um algoritmo evolutivo desenvolvido por J. H. Holland e pe-

los seus alunos em Ann Arbor, MIT, na década de 1960 [1]. Procedimentos

equivalentes foram mais cedo apresentados por H. J. Bremermann na UC Ber-

keley e A. S. Fraser na universidade de Canberra, Austrália nas décadas de
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1960 e 1950, respectivamente. Originalmente, os algoritmos genéticos foram

desenhados para sistemas formais com fins adaptativos em vez de sistemas de

optimização. As características básicas são uma forte ênfase na recombinação

(cruzamento), uso de um operador estocástico na selecção (selecção proporci-

onal), e a interpretação da mutação com um papel menor no decorrer do al-

goritmo. Na versão original do algoritmo genético são usadas representações

vectoriais binárias.

Programação Genética: é um tipo de algoritmo derivado dos algoritmos genéticos

desenvolvidos por John Koza [19, 30]. A programação genética caracteriza

uma classe de algoritmos evolutivos com atenção à geração automática de pro-

gramas de computador. Para evidenciar este facto, cada indivíduo da popu-

lação representa um programa completo de computador numa linguagem de

programação adequada. Geralmente, as expressões simbólicas representam

árvores de análise gramatical e normalmente são implementadas na lingua-

gem LISP.

Sistemas de Classificação: este tipo de sistemas são baseados em regras de aprendi-

zagem por exemplos e por indução [29]. Os sistemas de classificação envolvem

uma população que produz regras (também denominada por aproximação

de Michigan, onde um indivíduo corresponde a uma regra simples) ou uma

população que produz regras básicas (também denominada por aproximação

de Pittsburgh, onde um indivíduo representa uma regra básica completa) por

meio de um algoritmo evolutivo. As regras são normalmente codificadas atra-

vés de um alfabeto ternário, que inclui um símbolo “don’t care” facilitando a

capacidade de generalização de condições ou partes de acção de uma regra,

permitindo assim uma aprendizagem indutiva de conceitos. Na aproximação

de Michigan, a regra de aptidão é actualizada de modo incremental em cada

geração pelo algoritmo de afectação por um critério baseado na recompensa

que o sistema obtém do ambiente. Enquanto que a aproximação Pittsburgh, a

aptidão de uma regra base completa é calculada pelo teste do comportamento
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do indivíduo no seu ambiente.

Programação Evolutiva: Um algoritmo evolutivo desenvolvido por L. J. Fogel em

San Diego, CA-USA, na década de 1960 e depois redefinido por D. B. Fogel e

outros investigadores na década de 1990. A programação evolutiva foi origi-

nalmente desenvolvida como um método para envolver máquinas de estado

finito com o fim de resolver tarefas de predição de série temporal e posterior-

mente foi extendida para problemas de optimização. A programação evolu-

tiva incide tipicamente na variação de um progenitor através de operadores

criados para o problema em questão. Contudo, as versões mais recentes da

programação evolutiva consideram a possibilidade da recombinação de três

ou mais progenitores. A selecção usada é a selecção por torneio estocástica

que determina os µ progenitores e os λ descendentes gerados pela mutação. A

programação evolutiva permite a auto-adaptação dos parâmetros estratégicos

durante a pesquisa.

Colónia de Formigas: A optimização por colónia de formigas [145] é um sistema

multi-agente onde iterações simples entre formigas artificiais resultam num

comportamento complexo da colónia. Este tipo de algoritmos foram inspi-

rados em colónias de formigas reais que depositam uma substância química

(feromona) no chão. Estas substâncias influenciam o comportamento indivi-

dual das formigas. Quanto maior for a quantidade de feromona existente num

caminho maior é a probabilidade de uma formiga o escolher.

Redes Neuronais: As redes neuronais artificiais tentam implementar num compu-

tador a capacidade de processamento de dados do cérebro. Para implementar

este sistema (pelo menos num modo bastante simplificado tendo em atenção

o número de unidades e a sua interligação), unidades simples (correspondem

a neurónios) são organizados num número de camadas e a comunicação é re-

alizada através de ligações ponderadas (correspondem a axónios e dendrites).

A rede funciona em paralelo, cada unidade da rede calcula tipicamente uma
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soma ponderada de entradas, executa alguns mapas internos de resultados,

e eventualmente propaga um vector diferente de zero para a sua ligação de

saída.

Simulated Annealing: É uma estratégia de optimização inspirada num modelo de

evolução termodinâmica, modelando o processo de aquecimento e arrefeci-

mento lento com vista a encontrar um estado de energia mínimo. A estratégia

funciona com uma possível solução e gera soluções através de um operador de

variação (mutação). A solução criada é aceite sempre que apresente uma di-

minuição da energia ou então aceite com uma probabilidade pequena se apre-

sentar um valor de energia superior. O parâmetro de controlo (probabilidade

pequena) é normalmente denominado por temperatura.

Algoritmo Cultural: Os algoritmos culturais [146] têm uma implementação seme-

lhante aos algoritmos evolutivos que suportam os modelos de herança. Um

é implementada ao nível da micro-evolução em termos de características e o

outro ao nível da macro-evolução em termos de crenças. Os dois modelos in-

teragem por um canal de comunicação que permite que o comportamento dos

indivíduos altere a estrutura das crenças e que a estrutura das crenças restrin-

gem o modo como os indivíduos se comportam. A estrutura das crenças re-

presenta o conhecimento “cultural” relativos a certos problemas e consequen-

temente ajuda na solução de problemas ao nível das características.

Optimização de bandos de partículas (PSO): Este tipo de algoritmo, proposto por

Kennedy e Eberhart [147], é baseado no comportamento social de bando de

aves ou cardumes em movimento coordenado e sincronizado tendo em vista

um objectivo como a forma de procurar alimentação ou como mecanismo

de autodefesa. Cada indivíduo desloca-se com uma velocidade ajustada de

acordo com a sua experiência e com a da população restante.

Técnicas de Pesquisa Estocásticas: usam a pesquisa para conduzir a escolha pro-

babilística dos próximos pontos a pesquisar. Elas são gerais no seu domínio,
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sendo capazes de resolver problemas bastante complexos que estão para além

das capacidades tanto das técnicas exaustivas como das de cálculo.

Aprendizagem Incremental Baseada na População (PBIL): Captura explicitamente

a dependência de primeira ordem entre os parâmetros de uma solução indi-

vidual e a qualidade da solução [143]. O algoritmo PBIL usa um vector de

probabilidades de primeira ordem para modelar uma distribuição de probabi-

lidades simples sobre todo o conjunto de vectores. O vector de probabilidades

é ajustado para aumentar a verosimilhança de gerar soluções de grande qua-

lidade. Para este efeito, ao longo da pesquisa, o vector de probabilidades é

influenciado no sentido da solução com melhor desempenho em cada gera-

ção.

BOA: (Bayesian optimization algorithm) foi desenvolvido por Pelikan, Goldberg, e

Cantú-Paz [148] baseado nos conceitos dos AGs. O algoritmo usa técnicas para

modelar os dados através de redes bayesianas para estimar a distribuição das

soluções promissoras. As novas soluções são geradas usando a distribuição

bayesiana.

Pesquisa Tabu: A pesquisa tabu usa um mecanismo de “memória” que força o al-

goritmo a explorar novas áreas do espaço de pesquisa. Este processo é conse-

guido memorizando algumas soluções examinadas recentemente. Tornando-

-se assim soluções tabu (proibidas), não as considerando na escolha da solução

seguinte a pesquisar.

Algoritmos Genéticos Híbridos: São algoritmos de pesquisa heurísticos baseados

numa população. Basicamente combinam uma pesquisa heurística local com

os operadores genéticos. Este tipo de algoritmo também é designado por me-

metic algorithms
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B.1 Introdução

Quando se pretende comparar duas amostras estatísticas relativamente ao seu valor

médio, para uma certa variável, pode ser usado o teste-t de Student quando as amos-

tras são independentes. Alternativamente podem ser adoptadas outros testes não-

-paramétricos1 tais como os testes de Wald-Wolfowitz, de Mann-Whitney [149, 150]

e de Kolmogorov-Smirnov [151] quando se consideram duas amostras independen-

tes. Por outro lado, quando se pretendem comparar mais que duas amostras deve-se

usar a análise da variância [152, 153] como, por exemplo, o teste de Kruscal-Wallis

ou o teste da mediana.

Os resultados das experiência são expressos em função da sua significância. Neste

contexto, a significância refere-se essencialmente aos resultados da análise estatística

dos dados. A significância, expressa através de um valor probabilístico, indica quão

diferentes são as amostras analisadas. Assegura também que o resultado da expe-

riência realizada é válido e que não se deve a um enviesamento (e.g., uma amostra

1Os testes não-paramétricos são usados quando não se conhecem os parâmetros da variável de
interesse da população. Assim, os testes não incidem na estimação de parâmetros que descrevem a
função de distribuição estatística da variável.
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não representativa da população ou a influência de uma variável desprezada).

O nível mais baixo de confiança normalmente aceite é de 5%, isto é de 0,05 de nível

de probabilidade ou de significância, p. Nos casos em que se verifica p < 0,05 é

aceite a hipótese alternativa2 e rejeitada a hipótese nula3. Quanto mais baixo é este

valor maior é o nível de confiança da experiência realizada.

Neste apêndice é descrito o método de Mann-Whitney utilizado na tese.

B.2 Método de Mann-Whitney

B.2.1 Introdução

O teste não-paramétrico U de Mann-Whitney é usado para determinar a significân-

cia, ou o grau de diferença, entre duas populações. Deste modo, através de duas

amostras da população, o teste U de Mann-Whitney é adoptado para testar a hi-

pótese nula H0: “As duas populações seguem a mesma função de distribuição” ou

“Não existe significância entre as duas populações”.

As condições necessárias para aplicar o método de Mann-Whitney são as seguintes:

1. As duas amostras são escolhidas aleatoriamente de duas populações;

2. A variável dependente é contínua, capaz em princípio, se não na prática, de

produzir medidas em todo o domínio;

3. As medidas das duas amostram devem ter as propriedades de uma medida

ordinal escalar, de modo a que tenha sentido falar em “maior que”, “menor

que” e “igual a”.

2Hipótese alternativa é o oposto da hipótese nula, ver nota seguinte.
3A hipótese nula é usada para indicar a inexistência de diferença.
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Valor bruto Amostra Posição Posto
3,5 A 1 1
3,7 A 2 2
4,0 A 3 3
4,1 A 4 4
4,2 A 5 5,5
4,2 B 6 5,5
4,3 B 7 7
4,4 B 8 8
4,5 A 9 9
4,6 B 10 10
4,8 A 11 11
5,1 A 12 12
5,2 B 13 13
5,5 B 14 15,5
5,5 A 15 15,5
5,5 A 16 15,5
5,5 B 17 15,5
6,2 A 18 18
6,8 B 19 19
6,9 B 20 20
7,1 B 21 21

Soma (TA) A 96,5
Média µA A 8,8
Soma (TB) B 134,5
Média µB B 13,5

Tabela B.1. Conjunto formado pelas amostras A e B

O método de Mann-Whitney pode ser determinado da forma apresentada de se-

guida.

B.2.2 Descrição do modo de funcionamento

Considere-se duas amostras A e B retiradas aleatoriamente, respectivamente das

populações PA e PB. Inicialmente começa-se por unir as duas amostras num único

conjunto de N = na + nb elementos. De seguida ordena-se o conjunto de forma

ascendente. O posto atribuído a cada elemento da amostra é obtido pela médias das

posições de todos os elementos cujo “valor bruto” seja igual (ver tabela B.1).
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Calculam-se as somas (TA, TB) e TAB e as médias (µA, µB) e µAB dos postos das duas

amostras:

TA = 96,5; µA = 8,8; TB = 134,5; µB = 13,5; TAB = TA + TB = 231 e µAB = 11.

O efeito de substituir os “valores brutos” por “postos” tem duas vantagens:

• Transforma o problema para domínios com relações ordinais (<, >, =) igno-

rando que esses “valores brutos” não derivem de uma escala com intervalos

iguais;

• Transforma o vector de dados num tipo de sistema fechado onde se pode tirar

partido das propriedades deste tipo de conjunto.

Em geral, a soma dos postos de qualquer conjunto com N elementos pode ser cal-

culado através da expressão:

TAB =
N(N + 1)

2
(B.1)

e a média será obviamente dada por:

µAB =
TAB

N
=

N + 1
2

(B.2)

Considere-se a hipótese nula H0: “os conjuntos A e B não diferem significativa-

mente”. Se esta hipótese for verdadeira, então os “valores brutos” das amostras

serão parecidos e os “postos” provenientes delas ficam ordenados de forma aleató-

ria. Assim, se a hipótese nula for verdadeira, será de esperar que a média da soma

de cada posto Ti se aproxime da média geral µAB. Consequentemente, a soma dos

postos Ti de cada grupo deve-se aproximar dos valores:

T̃A = na
N + 1

2
= 121
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T̃B = nb
N + 1

2
= 110

Por outras palavras, se a hipótese nula for verdadeira pode dizer-se que:

• TA = 96,5 pertence a uma distribuição amostrada cuja média é igual a 121;

• TB = 134,5 pertence a uma distribuição amostrada cuja média é igual a 110;

Assim, para qualquer situação as distribuições têm a mesma variância e desvio pa-

drão. Sendo o desvio padrão dado pela fórmula:

σT =

√
nanb(N + 1)

12
(B.3)

No exemplo indicado obtém-se σT = 14,2.

Num conjunto onde N postos estão bem distribuídos pelas duas amostras de di-

mensão na e nb (na ≥ 5 e nb ≥ 5), pode afirmar-se que as distribuições TA e TB

tendem aproximar-se de uma função de distribuição normal.

Conhecida a média e desvio padrão de uma amostra que segue uma distribuição

normal, podem-se transformar os valores observados de TA e TB numa versão apro-

priada da relação–z gaussiana e indexar o resultado à distribuição normal unitária.

Na relação–z deve-se incorporar uma correcção de 0,5 devido à continuidade para

acomodar o facto de T ser intrinsecamente discreto.

Assim, pode-se calcular a significância considerando Tobs = Ti, µT = µi e σT = σi

com i = {A ou B}.

Sendo a estrutura geral da relação dado pela seguinte fórmula:

z =
(Tobs − µT) + 0,5γ

σT
(B.4)
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Nível de significância, p
Teste direccional 0,05 0,025 0,01 0,005 0,0005
Teste bidireccional −− 0,05 0,02 0,01 0,001
zcrítico 1,645 1,960 2,326 2,576 3,291

Tabela B.2. Valores críticos de z

γ =

{
−1; Tobs > µT

1; Tobs < µT

(B.5)

No exemplo considerado os valores críticos das amostras são os seguintes:

zA =
96,5− 121 + 0,5

14,2
= −1,69 (B.6)

zB =
134,5− 110− 0,5

14,2
= 1,69 (B.7)

A simetria observada entre os valores de zA e de zB não acontece por coincidência.

De facto, em todos os casos, zA e zB devem ser simétricos. Na tabela B.2 pode-

-se ver os valores críticos de z. Assim, se se considerar a hipótese alternativa H1

como “A população A tem tendência a fornecer valores mais baixos” pela tabela

pode concluir-se que os resultados são significativos com p ≤ 0,05 (teste de Mann-

Whitney, unilateral, z = −1,69). Conclui-se assim, que a população PA tem tendên-

cia a apresentar valores mais baixos. Por outro lado, se a hipótese alternativa é “Qual

a população que tem tendência a obter valores mais baixos”, os resultado não se dis-

tinguem significativamente (teste de Mann-Whitney, bidireccional, z = −1,69).

Se a hipótese nula for verdadeira, a probabilidade dos resultados da amostra A in-

cidirem na parte direita de z = −1,69 com o valor de distribuição normal, no caso

do teste bidireccional, de p = 0,0455, ver figura B.1.
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Figura B.1. Distribuição normal com média µ = 0 e desvio padrão σ = 14,2

B.3 Resumo

Neste apêndice foi apresentado os conceitos fundamentais do teste não-paramétrico

U de Mann-Whitney. Este teste é utilizado para comparar o desempenho do método

multi-objectivo MaxiMin.
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C Cálculo fraccionário

C.1 Introdução

O cálculo fraccionário (CF) é uma extensão natural da matemática clássica. Apesar

do CF ser um tema de pesquisa contemporâneo do cálculo diferencial e integral,

muitos investigadores desconhecem a sua existência. O primeiro documento sobre

CF data de 1695 quando L’Hopital escreveu uma carta a Leibniz onde o questiona

sobre o significado de Dny quando n = 1/2. Desde então os termos CF e o “cálculo

diferencial e integral de ordem arbitrária” são usados para denominarem esta área.

A partir das ideias iniciadas por Leibniz muitos matemáticos importantes tais como

Euler (1930), Laplace (1812), Fourier (1822), Abel (1823), Lioville (1823) e Riemann

(1847), entre outros realizaram investigação nesta área. Apesar do trabalho desen-

volvido, muitos aspectos do CF estão longe de estarem clarificados pois a sua com-

plexidade acrescida cria uma barreira à sua aplicação. Por exemplo, ao contrário do

cálculo diferencial de ordem-inteira, existem várias definições alternativas para a

derivada fraccionaria (DF). As expressões propostas conduzem a pontos de vista

complementares mas não existe, até ao momento, uma interpretação geométrica

simples para as DFs.
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Contudo, o desenvolvimento da teoria do caos e dos fractais, revelam a existência

de uma relação profunda com as derivadas e integrais fraccionários (DIFs) o que

motivou interesse renascido no CF. Um aspecto importante do CF é o facto inquesti-

onável de que as DFs revelam propriedades que não são suportadas pelas derivadas

de ordem inteira. Por exemplo, a característica de memória de um modelo de ordem

fraccionária parece estar relacionado com a irreversibilidade dos processos físicos,

enquanto que os modelos de ordem inteira só fornecem descrições bidireccionais no

tempo.

Os aspectos fundamentais da teoria do CF podem ser encontrados em [154–157]. No

que concerne a aplicações do CF podem ser mencionadas investigações em visco-

-elasticidade/amortecimento, caos/fractais, biologia, electrónica, processamento de

sinal, difusão e propagação de ondas, infiltração, modelação, controlo e irreversibi-

lidade [158–171].

Na secção C.2 é feita uma introdução sucinta ao cálculo fraccionário.

C.2 Introdução ao cálculo fraccionário

Desde a fundação do cálculo fraccionário a generalização do conceito de derivada e

integral em ordem não-inteira α (α real ou complexo) tem sido sujeita a aproxima-

ções distintas (tabela C.1). A partir das definições apresentadas na tabela é possível

calcular as DIFs de várias funções. Algumas funções elementares encontram-se na

tabela C.2.

Apesar de existirem várias definições alternativas de DIFs que, na realidade, são

equivalentes, existem algumas definições que se adequam mais em certo tipo de

problemas. Por exemplo, a definição de Laplace/Fourier de uma derivada de or-

dem fraccionária α ∈ C do sinal x(t), Dα[x(t)] é uma generalização “directa” da ex-

pressão clássica de ordem inteira (C.1) sendo a transformada do sinal multiplicada

pelo operador s/jw. Assim, no âmbito da teoria do controlo automático significa
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Tabela C.1. Definições de derivadas e integrais fraccionários

Liouville (Iα
c ϕ) (x) = 1

Γ(α)

x∫
−∞

ϕ(t)
(x−t)1−α dt, −∞ < x < +∞

(Dα
c f ) (x) = 1

Γ(1−α)
d

dx

x∫
−∞

f (t)
(x−t)α dt, −∞ < x < +∞

Riemann- (Iα
a+ϕ) (x) = 1

Γ(α)

x∫
a

ϕ(t)
(x−t)1−α dt, a < x

Liouville (Dα
a+ f ) (x) = 1

Γ(1−α)
d

dx

x∫
a

f (t)
(x−t)α dt, a < x

Hadamard (Iα
+ϕ) (x) = 1

Γ(α)

x∫

0

ϕ(t)
t[ln(t/x)]1−α dt, x > 0, a > 0

(Dα
a+ f ) (x) = α

Γ(1−α)

x∫
a

f (x)− f (t)
t[ln(x/t)]1+α dt

Grünwald- (Iα
a+ϕ) (x) = 1

Γ(α)
lim

h→+0

[
hα

(x−a)/h

∑
j=0

Γ(α+j)
Γ(j+1)

ϕ(x− jh)

]

Letnikov (Dα
a+ f ) (x) = lim

h→0

[
1
hα

+∞

∑
k=0

(−1)k Γ(α+1)
Γ(k+1)(α−k+1)

x(t− kh)

]

Chen (Iα
c ϕ) (x) = 1

Γ(α)

x∫
c

ϕ(t)(x − t)α−1dt, x > c

(Dα
c f ) (x) = 1

Γ(1−α)
d

dx

x∫
c

f (t)(x − t)−αdt, x > c

Marchaud (Dα
+ϕ) (x) = α

Γ(1−α)

x∫

−∞

f (x)− f (t)
(x−t)1+α dt

Fourier F{Iα
±ϕ} = F{ϕ}

(±jw)α , 0 < ℜ(α) < 1
F{Dα

±ϕ} = (±jw)αF{ϕ}, ℜ(α) ≥ 0

Laplace L {Iα
0+ϕ} =

L {ϕ}
sα , ℜ(α) > 0

L {Dα
0+ϕ} = sαL {ϕ}, ℜ(α) ≥ 0

Tabela C.2. DIFs de algumas funções elementares
ϕ(x), x ∈ R (Iα

+ϕ) (x), x ∈ R, α ∈ C

(x− a)β−1 Γ(β)
Γ(α+β)

(x− a)α+β−1, ℜ(β) > 0

eλx λ−αeλx, λ−αeλx > 0,ℜ(λ) > 0
sin(λx) λ−α sin(λx− 0,5απ), λ > 0,ℜ(α) > 1
cos(λx) λ−α cos(λx− 0,5απ), λ > 0,ℜ(α) > 1
eλx sin(γx) eλx

λ2+γ2 sin(γx− αφ), φ = arctan(γ/λ), γ > 0,ℜ(λ) > 1

eλx cos(γx) eλx

λ2+γ2 cos(γx− αφ), φ = arctan(γ/λ), γ > 0,ℜ(λ) > 1
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que a análise dos métodos baseados na frequência têm uma adaptação imediata.

L {Dα[x(t)]} = sαX(s) (C.1)

Se se considerar o sistema de controlo representado na figura C.1, com 1 < α < 2,

então o diagrama de Bode em malha aberta (figura C.2) apresenta um declive de

−20α dB/dec e uma fase, constante, de −απ/2 rad. Consequentemente, o sistema

em malha fechada tem uma margem de fase constante de π(1 − α/2) rad que é

independente do ganho do sistema. Esta importante propriedade também se pode

observar através do lugar das raízes ilustrado na figura C.3.

-
R(s)+ h - G(s) =

K

sα
q -

C(s)

6−

Figura C.1. Diagrama de blocos

0,01 0,1 1 10

20
lo

g 10
|G

(j
w

)|
[d

B
]

w [rad/s]

−20α dB/dec

20 log10 |G(jw)|

(a) Diagrama de módulo

−π

−α π
2

− π
2

0,01 0,1 1 10

ar
g{

G
(j

w
)}

w [rad/s]

arg{G(jw)}

(b) Diagrama de fase

Figura C.2. Diagrama de Bode em malha aberta do sistema de ordem fraccionária ilustrado
na figura C.1, com 1 < α < 2

Por exemplo, quando 1 < α < 2 o lugar das raízes segue a relação π − απ/2 =

arccos(ζ), onde ζ é o coeficiente de amortização, que é independente do ganho K do

sistema. A implementação de DIFs baseado na definição de Laplace/Fourier adopta

o domínio da frequência e requer um número infinito de pólos e zeros obedecendo

a uma relação recursiva. Por exemplo, considere o circuito implementado na figura

C.4. A partir da figura pode ver que:
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π − α π
2

π + α π
2

+∞← k

+∞← k

k = 0

plano s

ℜ(s)

ℑ(s)

Figura C.3. Lugar das raízes para o sistema de controlo ilustrado na figura C.1, com
1 < α < 2

I0

R

C

I1

R
ǫ

C
η

Ii

R
ǫi

C
ηi

In

R
ǫn

C
ηn

I

Figura C.4. Circuito eléctrico recursivo com elementos resistivos e capacitivos, 1 < i < n

I =
n

∑
i=0

Ii (C.2a)

Ri+1 =
Ri

ǫ
(C.2b)

Ci+1 =
Ci

η
(C.2c)

onde ǫ e η são factores escalares, Ii é a corrente resultante da tensão aplicada e Ri e Ci

são, respectivamente os elementos resistivos e capacitivos do ramo i. A admitância

Y(jw) é dado por:

Y(jw) =
I(jw)

V(jw)
=

n

∑
i=0

jwCǫi

jCR + (ηǫ)i
(C.3)

A figura C.5 ilustra o diagrama assimptotico de Bode de Y(jw). As frequências dos

pólos e zeros (wi e w′i) obedecem a relação recursiva:
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20 log10 |Y(jw)|
log η log ǫ

20db/dec

20m′db/dec
∆db

w1 = 1
RC w′1 =

η
RC w2 =

ǫη
RC w′2 =

ǫη2

RC
w

(a) Amplitude

arg{Y(jw)}

π
2

m′ π
2

w1 = 1
RC

w′1 =
η

RC w2 =
ǫη
RC w′2 =

ǫη2

RC

w

(b) Fase

Figura C.5. Diagrama de Bode do circuito eléctrico recursivo

w′i+1

w′i
=

wi+1

wi
= ǫη;

wi

w′i
= ǫ;

w′i+1

wi
= η

A partir da amplitude ou da fase do diagrama de Bode, a inclinação média m′ pode

ser determinada através da expressão:

m′ =
log ǫ

log ǫ + log η
(C.4)

No entanto, esta aplicação tem algumas desvantagens. Numa aproximação real o

número finitos de pólos e zeros introduz uma ondulação na resposta em frequência

encontra-se limitada a uma certa faixa de frequências. Por outro lado, a conversão

para tempo discreto requer um número adicional de cálculos e as aproximações

tornam-se difíceis de analisar. O método é restringido aos casos onde a resposta

em frequência é bem conhecida, pelo que ocorrem circunstâncias onde é frequente
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surgirem problemas na sua implementação.

Uma aproximação alternativa, baseada no conceito de diferencial fraccionário, con-

siste na definição de Grünwald-Letnikov dada pela equação (C.5):

Dα [x(t)] = lim
h→0

[
1
hα

+∞

∑
k=0

(−1)k Γ(α + 1)

Γ(k + 1)(α− k + 1)
x(t− kh)

]

(C.5)

Γ(z) =

+∞∫

0

e−ttz−1dt, ℜ(z) > 0 (C.6)

onde Γ é a função gama de Euler (C.6), que generaliza o conceito de factorial para

valores complexos, e h é o incremento no tempo. Uma propriedade importante

revelada pela equação (C.5) é que, enquanto uma derivada de ordem inteira implica

uma série de termos finitos, a derivada de ordem fraccionária requer uma série de

termos infinitos. Isto significa que as derivadas inteiras são operadores “locais” em

oposição com as derivadas fraccionais que tem, implicitamente, uma memória de

todos os eventos passados.

Esta fórmula inspira um algoritmo para o cálculo de DIFs em tempo discreto [172],

baseado na aproximação do incremento do tempo h através do tempo de amostra-

gem T, levando a equação no domínio dos tempos (C.7) onde X(z) = Z {x(t)}.

Z {Dα[x(t)]} ≈
[

1
Tα

∞

∑
i=0

(−1)kΓ(α + 1)

k!Γ(α − k + 1)
z−k

]
X(z) =

(
1− z−1

T

)α

X(z) (C.7)

Uma implementação real da equação (C.7) corresponde a truncar a série no termo n

resultando a equação (C.8).

Z {Dα[x(t)]} ≈
[

1
Tα

n

∑
i=0

(−1)kΓ(α + 1)

k!Γ(α − k + 1)
z−k

]
X(z) (C.8)
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Consequentemente, para obter uma boa aproximação, deve-se usar um valor ele-

vado para n e um valor de amostragem, T, pequeno.

C.3 Resumo

Neste apêndice foram apresentados alguns conceitos básicos fundamentais do cál-

culo de derivadas e integrais de ordem fraccionárias.
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